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요  약

본 논문에서는 전계 적분 방정식 (Electric Field Integral Equation: EFIE)을 사용하는 모멘트 법의 저주파 오차

(low frequency breakdown) 문제를 해결하기 위한 방법으로 루프-스타(loop-star) 기저 함수를 사용하였다. 또한, 

모멘트 법의 해를 계산하기 위하여 conjugate gradient method(CGM)과 같은 반복법을 적용할 경우 반복 횟수를

줄이기 위한 기법으로 p-Type Multiplicative Schwarz preconditioner(pMUS)를 이용하였다. 헬름홀쯔 정리(Helm-

holtz theorem)에 기반한 루프-스타(loop-star) 기저 함수와 주파수 정규화 기법을 이용하여 전계 적분 방정식에서

Rao-Wilton-Glisson(RWG) 기저 함수를 사용하였을 때 발생하는 저주파 오차(low frequency instability) 문제를 해

결할 수 있다. 하지만, RWG 기저 함수를 비발산(solenoidal) 성분과 비회전성(irroatational) 성분으로 분해함으로

써 발생하는 행렬 방정식의 높은 조건 수(condition number)로 인하여 CGM과 같은 반복법을 사용할 경우 해를

계산하기 위하여 많은 반복 횟수가 요구된다. 본 논문에서는 이러한 문제점을 해결하기 위한 방안으로 pMUS 

전제 조건 기법을 이용하여 CGM의 반복 횟수를 줄였다. 수치 해석 결과, pMUS와 같은 희소성(sparsity)을 가진

블럭 대각 전제 조건(Block Diagonal Precondtioner: BDP)과비교하였을 때 pMUS는 BDP보다 빠르게 해를 계산할

수 있다.

Abstract

This paper uses loop-star basis functions to overcome the low frequency breakdown problem in method of moments 

(MoM) based on electric field integral equation(EFIE). In addition, p-Type Multiplicative Schwarz preconditioner (p-

MUS) technique is employed to reduce the number of iterations required for the conjugate gradient method(CGM). Low 

frequency instability with Rao Wilton Glisson(RWG) basis functions in EFIE can be resolved using loop-start basis 

functions and frequency normalized techniques. However, loop-star basis functions, consisting of irrotational and sole-

noidal components of RWG basis functions, require a large number of iterations to calculate a solution through iterative 

methods, such as conjugate gradient method(CGM), due to high condition number. To circumvent this problem, in this 

paper, the pMUS preconditioner technique is proposed to reduce the number of iterations in CGM. Simulation results 

show that pMUS preconditioner is much faster than block diagonal preconditioner(BDP) when the sparsity of pMUS 

is the same as that of BDP.
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Ⅰ. 서  론

반세기 전부터 전자기 수치 해석 기법인 모멘트

법(Method of Moments)은 많은 연구자들에 의하여

연구되어 왔다
[1]～[3]. 모멘트 법은 전자기 산란, 방사

문제를 계산하는데 있어 다른 수치 해석 기법들보다

정확한 해를 보장하는 장점이 있다. 반면, 그린함수

로 인하여 희소 행렬(sparse matrix)이 아니므로 컴퓨

터 메모리를 많이 요구하는 단점이 존재한다.

모멘트 법은 표면 적분 방정식(Surface Integral Eq-

uation: SIE), 체적 적분 방정식(Volume Integral Equa-

tion: VIE)을 행렬 방정식으로 변환하여 구조물의 표

면 또는 체적에서 유기된 등가 전류를 계산하여 산

란 또는 방사 필드를 계산한다
[4]. 이 방법은 전계

(electric field)를 이용하여 필드를 계산하는 전계 전

분 방정식, 자계(magnetic field)를 이용하는 자계 적

분 방정식(Magnetic Field Integral Equation: MFIE), 위

의 전계와 자계를 동시에 이용하여 계산하는 혼합형

필드 적분 방정식(Combined Field Integral Equation: 

CFIE)이 있다[2]. 이 세 가지 방법 모두 유기된 등가

전류를 계산한다는 측면에서는 동일하지만, 각 방법

에서 사용되는 연산자의 특성상 각각 특성이 다르

다
[5]. 전계 적분 방정식의 경우, 구조물이 개방 또는

폐 구조물 모두에 대해서 분석이 가능하다는 장점이

있다. 하지만, 해를 계산하기 위한 방법으로 반복법

을 사용되었을 때 해의 수렴 속도가 늦고, 폐구조물

에 해당하는 공진 주파수에서 해가 유일해(unique) 

지지 않는 문제점
[2],[3]
이 존재한다. 그 외에도 메쉬

(mesh)가 조밀한 구조물에 대하여 Rao Wilton Gli-

sson(RWG) 기저 함수를 이용하여 전계 적분 방정식

을계산할경우행렬 방정식의조건수(condition num-

ber)가 높아져 해가 보장되지 않는 문제점이 존재한

다
[6]～[8]. 자계 적분 방정식의 경우, 전계 적분 방정식

에 비하여 조건 수가 작아서 반복법을 적용하였을

때 해의 수렴 속도가 빠른 장점이 존재한다. 하지만, 

이 방법은 폐 구조물에서만 적용이 가능하고, 전계

적분 방정식에 비하여 해의 정확도가 낮다. 또한, 전

계 적분 방정식과 마찬가지로 폐구조물의 공진 주파

수에서 해가 유일하지 않아 해의 정확도가 보장되지

않는 단점이 존재한다
[9]～[12]. 혼합 필드 적분 방정식

은 위에서 언급한 폐구조물 공진 주파수에서 해가

유일해지지 않는 문제를 해결할 수 있다. 그 외에도, 

두 가지 적분 방정식보다 행렬 방정식의 조건 수가

가장 작아 반복법을 사용하였을 경우 가장 빠르게

해를 계산할 수 있는 장점이 존재한다. 반면, 자계

적분 방정식과 마찬가지로 폐구조물에서만 적용이

가능하다는 단점이 존재한다
[2],[4],[5].

본 논문에서는 전계 적분 방정식을 이용한 전자

기 산란 문제를 해석하기 위하여 기존 RWG 기저 함

수 대신 루프-스타(loop-star) 기저 함수를 사용하였

다. 이 기저 함수는 헬름홀쯔(Helmholtz) 정리를 적

용하여 비발산 성분과 비회전 성분으로 분해하여

기존 RWG 기저 함수를 사용하였을 때 발생하는 저

주파 오차를 해결할 수 있다[4]. 하지만, 루프-스타 기

저 함수가 모멘트 법에 적용되었을 때 형성된 행렬

방정식의 조건수(condition number)가 높아져 conju-

gate gradient method(CGM)와 같은 반복법을 이용하

여 해를 계산할 경우 많은 반복 횟수를 요구하게 된

다. 또한, 이 문제를 해결하기 위한 방안으로 전제

조건 행렬인 p-Type Multiplicative Schwarz precondi-

tioner(pMUS)를 적용하였다. 이 기법은 행렬이 2×2 

블럭 행렬로 표현될 때 2×2 블럭 행렬(block matrix) 

곱의 형태로 전제 조건 행렬(precondition matrix)을

표현할 수 있다. 또한, pMUS 전제 조건은 블럭 대각

전제 조건(Block Diagonal Precondition: BDP)과 같이

근사화된 역행렬을 얻기 위해 요구되는 계산량은 같

지만, 본래 행렬 방정식의 역행렬에 근접하므로 블

록 전제 조건보다 빠르게 해를 계산할 수 있다. 본

논문의 Ⅱ장에서는 전계 적분 방정식에서 저주파 오

차가 발생하는 원인과 이를 해결하기 위한 방법으로

루프-스타 기저 함수를 이용한 전계 적분 방정식의

구현, 반복법의 반복 횟수를 줄이기 위한 기법으로

pMUS에 관한 내용을 기술하였고, Ⅲ장에서는 Ⅱ장

에서 언급한 내용을 기반으로 한 수치 해석 결과를

제시한다.  

Ⅱ. 본  론

2-1 저주파 오차

전계 적분 방정식을 이용하여 구조물을 해석하고

자 할 경우, 메쉬가 조밀해지거나 또는 주파수가 매

우 낮아질 경우 저주파 오차 문제를 발생시킨다. 그
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러한 이유는 → 상황에 대하여 전계 적분 방정식

을 통하여 그 원인을 찾을 수 있다
[4],[6]～[8]. 

 

  
′

′ ′ ′



 
′

∇′ ･ ′ ′ ′
(1)

 

위 식 (1)은 도체 또는 균일 유전체에 의하여 발생

된 산란장를 나타내는 적분 방정식이다. 여기서, 

는 표면 S에 유기된 등가 표면 전류를 나타낸 것이

다. 이 산란장 식 (1)의 첫 번째 항은 시변 자계에 의

하여 생성된 전계와 일치하고, 두 번째 항은 전하에

의하여 생성된 전계를 나타낸다.

→0일 경우, 식 (1)에서 전하에 의하여 생성된

필드는 시변 자계에 의하여 생성된 전계보다 주된

성분이 된다.
 


 ≈


∇

′
∇′ ･′ ′ ′

(2)
 

이러한 현상은 벡터 포텐셜(vector potential)과 스

칼라 포텐셜(scalar potential)간의 불균형을 초래하여

해의 부정확을 발생시키게 된다. 따라서 저주파 또

는 구조물의 메쉬가 조밀한 상황에서 위의 식 (1)을

계산하기 위하여 기존의 RWG 기저 함수가 모멘트

법에 적용되었을 때 벡터 포텐셜과 스칼라 포텐셜들

간의 불균형을 해결하지 못하는 문제가 존재한다. 

그러므로 이를 해결하기 위한 방안으로 헬름홀쯔 정

리를 적용하여 RWG 기저 함수를 비발산 성분과 비

회전 성분으로 분해한 루프-스타 기저 함수를 이용

함으로써 이 문제를 해결할 수 있다
[6],[8]. 

2-2 루프 스타 기저 함수를 이용한 전계 적분 

방정식 구현

먼저, 모멘트 법에서 구하고자 하는 표면 전류 밀

도는 기저 함수를 이용하여 식 (3)과 같이 나타낼 수

있다
[1]～[3].

 

′ 
 






′ 
 






′ 
(3)

 

여기서,  ,  ,  은 각각 루프(loop)와 스타

(star) 기저 함수, 루프와 스타에 해당하는 아직 결정

되지 않은 계수를 나타낸다. 루프-스타 기저 함수는

그림 1. 인접한 삼각형 쌍과 연관된 모서리(j, k)에서

정의된 RWG 기저 함수

Fig. 1. RWG basis function defined on an edge(j, k) 

associated with an adjacent triangle pairs.

 

구조물의 이산화로부터 생성된 삼각형 모서리와 연

관이 있는 RWG 기저 함수를 정규화 되지 않은 중심

좌표(bary-centric coordinate) 형태로부터 유도될 수

있다
[13](그림 1).

 

 

×∇∇

×∇∇ (4)

 

여기서 은 각각 +, — 삼각형 쌍의 법선 벡터

(normal vector)를 나타내고,  는 각 꼭지점 (j, k)

과 연관된 중심 좌표이다. 이 기저 함수를 헬름홀쯔

정리를 이용하여 비발산 성분과 비회전 성분으로 분

해하면 루프 기저 함수와 스타 기저 함수를 얻을 수

있다(그림 2).

그림 2(a)와 식 (5)에서 볼 수 있는 듯이 루프 함수

는 비발산(solenoidal) 성분을 가진다. 마찬가지로, 그

림 2(b)와 식 (6)은 불완전 비회전(incomplete irroa-

tational) 성분을 나타내고 있다. 구멍(hole)이 1개 이

상 아닌 구조물의 경우, 내부 절점(internal node)에

서 하나의 루프 기저 함수가 형성된다. 스타 기저 함

수의 경우, 전체 삼각형 요소 중에서 임의의 하나의

삼각형을 제외한 나머지 삼각형 각각에 대해서 하나

의 기저 함수가 형성된다
[6]～[8].

 

Ln′  
 

 

∇××
(5)

  

 
∈



×∇
∇


(6)

 

행렬 방정식을 생성하기 위하여 갤러킨 방법(Ga-

lerkin's method)을 이용하면 식 (7)과 같은 행렬 방정

식이 형성된다
[7],[8]. 
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(a) 루프 기저 함수 (b) 스타 기저 함수

(a) Loop basis function       (b) Star basis function

그림 2. 루프-스타 기저 함수

Fig. 2. Loop-star basis function. 
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


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(7)
 

여기서,    의 블럭 요소(block entry)는

다음과 같이 나타낼 수 있다.

  


′


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
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→0일 경우, 행렬 방정식 식 (7)의 각각의 요소

들을 주파수의 함수로 나타내면 식 (14)와 같이 표현

될 수 있다.
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여기서  은 → 0일 때, 주된 주파수에 대한

행렬요소의 특성을 나타낸 것이다. 위 식 (14)에서

알 수 있듯이 루프 스타분해 후에도 여전히 행렬 방

정식은 루프 블럭 행렬과 스타 블럭 행렬사이의 불

균형이 발생한다. 그러므로, 루프 기저 함수에 의해

형성된 블럭과 스타 기저 함수에 의해 형성된 블럭

사이의 균형을 이루기 위한 방법으로 주파수 정규화

기법을 필요로 한다. 이 방법은 다음과 같다[4],[7]. 
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(15)
 

이러한 주파수 정규화 기법을 이용하여 각 대각

행렬의 요소들을 주파수와 무관한 함수로 만들어 줌

으로써 식 (16)과 같이 루프 블럭과 스타 블럭의 요

소들간의 균형이 이루어질 수 있다.
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
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

(16)
 

위에서 언급한 루프-스타 기저 함수와 주파수 정

규화 기법을 통하여 전계 적분 방정식에서 발생하는

저주파 오차 문제는 해결될 수 있다. 하지만, 위의

행렬은 항 때문에 행렬 방정식의 조건 수가 매우

높다. 이 행렬 방정식을 계산하기 위하여 CGM과 같

은 반복법을 적용하였을 경우 해를 찾기 위한 수렴

속도는 매우 느리다
[8]. 그러므로 해의 수렴 속도를

가속화시키기 위한 전제 조건 행렬이 필요하다.

2-3 전제 조건(Preconditioner)

일반적으로 선형 연립방정식의 조건 수는 미지수

의 증가에 따라 증가한다
[14]. 따라서 선형 연립 방정

식의 해를 계산하기 위하여 반복법을 적용할 경우

반복 횟수가 급속도로 증가하게 된다. 이러한 문제

점을 해결하기 위한 방안으로 행렬 방정식을 변형하

여 반복 횟수를 줄일 수있는 전제 조건 기법이 사용

된다
[14]～[16]. 이 방법은 다음과 같다.

 

  (17)
 

여기서, M은 전제 조건 행렬이라 불린다. 를 추

정하는 기법들은 여러 가지가 존재하는데
[14],[16], 본

논문에서는 블럭 대각 전제 조건 기법과 pMUS 기법

을 적용하였다
[15]. 모멘트 법에 루프-스타 기저 함수

를 적용하였으므로 얻어진 행렬 방정식은 다음과 같

이 루프와 스타 기저 함수 타입으로 구성된 블럭 행

렬 형태로 표현된다.
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이 블럭 행렬에서 블럭 대각 전제 조건 방법은 식

(18)에서 다음과 같이 대각 블럭으로 구성된 행렬을

나타낸다.
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이것의 역행렬은 식 (20)과 같이 표현할 수 있다.
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또한, pMUS 기법을 적용하기 위하여 식 (18)의 2

×2 블럭 행렬을 다음과 같이 행렬 곱의 형태로 분

해할 수 있다
[15].
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(21)
  

위 행렬의 역행렬은  
의 역

행렬을 포함한다. 여기서 
≈로

근사화하면 위의 행렬은 단순히   블럭의 역

행렬과 비대각 블럭 요소로 근사화된 A의 역행렬을

만들 수 있다.

이를 이용하여 형성된 는 다음과 같이 표현

된다.
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이 전제 조건 행렬을 반복법에 적용할 때 각각의

순차적인 행렬 곱을 통하여 계산될 수 있다. 

Ⅲ. 수치 해석 결과 

먼저 루프-스타 기저 함수를 모멘트 법에 적용하

였다. 또한, 구조물은 삼각형 기반으로 금속 도체를

모델링하였다. 수치 해석 결과의 정확도를 확인하기

위하여 주파수는 0.3 GHz, 전계 입사 방향은 —z 방

향, 전계는 x 방향으로 편파된 평면파가 반경이 1m

인 금속 도체 구로 입사하였을 때, 0인 x-z 평면

에서 의 변화에 따라 계산한 바이스태틱(bistatic) 

레이더 단면적(radar cross section)을 계산하였다. 그

그림 3. 주파수 0.3 GHz에서 반경이 1 m인 구에 대

한 바이스태틱 레이더 단면적 패턴

Fig. 3. Bastatic radar cross section(RCS) pattern in te-

rms of a sphere of 1 m radius at 0.3 GHz.

 

그림 4. 주파수 0.3 GHz에서 반경이 1 m인 구에 대

한 해의 수렴 속도

Fig. 4. Convergence history in terms of a sphere of ra-

dius 1 m at 0.3 GHz.

 

림 3에서 알 수 있듯이 루프-스타 기저 함수를 사용

하였을 때의 계산 결과는 해석해(Mie-series)[16], RWG 

기저 함수를 사용한 모멘트법과 잘 일치함을 확인하

였다. 따라서 루프-스타 기저 함수를 이용한 모멘트

법이 제대로 구현되었음을 확인할 수 있다. 그림 4

에서는 CGM의 반복 횟수에 따른 상대 오차의 변화

를 나타낸 그래프이다. 사용된 구조물과 시뮬레이션

(simulation) 환경 파라미터는 그림 3에서 설정한 것

과 동일하게 유지한 상태에서 차례대로 전제 조건

행렬을 사용하지 않았을 때와 BDP, pMUS와 CGM

을 결합하여 해의 수렴 속도를 비교하였다. 또한, 

pMUS와 BDP의 희소성 비율은 동일하게 유지하였

고, 각 블럭의 역행렬을 계산하이 위한 많은 방법이

존재하지만, 본 논문에서는 불완전  (0) 분해법

을 이용하였다
[17]. 희소성 비율(sparsity)은 행렬 방정
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그림 5. 각 구조물의 형상

Fig. 5. Geometry of objects.

식을 풀기 위하여 전제 행렬을 형성하였을 때 0이

아닌 성분들의 개수를 전체 요소의 개수( )로 나

눈 것을 의미한다. 그림 4를 통하여, 전제 조건 행렬

로 pMUS를 사용하였을 때가 가장 빠른 해의 수렴성

을 보이고 있고, 전제 행렬을 사용하지 않을 경우

400번의 반복 이내에 10—4
에 수렴하지 않음을 확인

할 수 있다. 끝으로, 다양한 구조물(그림 5)에 대하여

시뮬레이션 환경은 앞서 언급한 것과 동일한 상태에

서 행렬 방정식의 조건 수, BDP와 pMUS를 CGM에

표 1. 각 구조물에 대한 조건 수와 해를 계산하기 위하여 요구되는 반복 횟수 및 계산 시간

Table 1. Number of iterations required for calculating solution, condition number, and computation time according to 

each object.

구조물
(Number of 

unknows)

Condition 
number

Sparsity(%)
BDM+CGM

(Residual 
error 1e-4)   

pMUS+CGM
(Residual 

error 1e-4)

BDM+CGM
CPU time

(sec)

pMUS+CGM 
CPU time

(sec)

Pyramid
(381)

4.4*1e3 27.5 23 14 7.103 4.825

Cube
(720)

1.0*1e4 27.5 36 22 38.875 23.996

Cone
(840)

2.6*1e5 27.5 11 5 16.585 9.324

Cylinder
(1758)

3.4*1e4 27.5 146 82 934.223 680.275

Plate
(2640)

1.1*1e5 27.5 - 284 - 4345.46

Sphere
(3901)

4.5*1e9 27.5 219 112 6895.9 4814.08

Cone
(5145)

1.4*1e5 27.5 - 231 - 6723.26

적용하였을 때 해를 구하기 위한 반복 횟수를 표 1

에 정리하였다. 표 1에서 반복 횟수는 최대 400번 이

내에, 상대 오차(relative residual error)가 10—4에 도달

할 때까지 요구되는 반복 횟수를 나타낸 것이다. 수

치해석결과, pMUS는다양한구조물에 대하여, BDP

보다 해를 계산하기 위하여 적은 반복 횟수를 사용

하여 계산할 수 있음을 확인할 수 있다.

Ⅳ. 결  론

본 논문에서는, 전계 적분 방정식에 존재하는 저

주파 오차 문제를 해결하기 위한 방법으로 루프-스

타 기저 함수를 모멘트 법에 적용하였다. 또한, 루프

기저 함수와 스타 기저 함수에 의하여 형성된 각각

의 행렬 요소 사이의 불균형은 주파수 정규화 기법

을 통하여 저주파 문제는 해결될 수 있다. 하지만, 

헬름홀쯔 정리를 기반으로 RWG 기저 함수를 루프

스타 기저 함수로 분해하였을 때 발생하는 행렬 방

정식의 조건 수는 매우 높아진다. 그 결과, CGM과

같은 반복법을 적용하여 해를 찾는데 많은 계산 시

간이 요구된다. 이러한 문제점을 해결하기 위하여

본 논문에서는 전제 조건 행렬 pMUS를 CGM의 전

제 조건으로 적용하였다. 수치 해석 결과, 같은 희소

성 행렬을 가진 BDP와 비교하였을 때 pMUS는 BDP
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보다 적은 반복 횟수를 사용하여 계산할 수 있음을

보였다. 또한, pMUS 기법은 루프-스타 기저 함수 이

외에도 모멘트 법을 이용하여 형성된 행렬이 2×2 블

럭으로 표현할 수 있는 행렬 방정식에 적용하여 빠

르게 해를 계산할 수 있다. 
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