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Abstract

In this paper a new method of handling linear constraints for the genetic algorithm is suggested. The method is 

designed to maintain the feasibility of offsprings during the evolution process of the genetic algorithm. In the genetic 

algorithm, the chromosomes are coded as the vectors in the real vector space constrained by the linear constraints.

A method of handling the linear constraints already exists in which all the constraints of equalities are eliminated 

so that only the constraints of inequalities are considered in the process of the genetic algorithm. In this paper a 

new method is presented in which all the constraints of inequalities are eliminated so that only the constraints of 

equalities are considered. Several genetic operators such as arithmetic crossover, simplex crossover, simple crossover 

and random vector mutation are designed so that the resulting offspring vectors maintain the feasibility subject to 

the linear constraints in the framework of the new handling method.
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1. 서  론

유 알고리즘은 Goldberg[2]에 의해서 체계화되고 

일반에 사용되기 시작하 다. 재 유 알고리즘은 

많은 분야에서 활용되고 있다. 유 알고리즘은 그 

알고리즘이 단순하고 유연하여서 그 동안 여러 다
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른 수리계획법의 해법들을 사용하여 최 해를 구하

기 어려웠던 분야에서도 성공 으로 근사 최 해를 

구하는데 사용되고 있다. 

통 인 수리계획법의 하나인 선형계획법을 

용하던 분야들은 아직까지 선형계획법을 그 로 사

용하고 있다. 이는 선형인 목 함수를 최 화하는데 

있어서 재 리 사용되고 있는 내부  기법이 유

알고리즘보다 훨씬 효율 으로 최 해를 찾아주

어서 굳이 유 알고리즘을 사용할 필요가 없기 때

문이다. 그러나 제약식이 선형이라 하더라도, 목

함수가 비선형이거나, 비연속 이거나, 는 미분 

불가능한 경우에는 내부  기법을 사용할 수 없을 

뿐 아니라 여타의 다른 비선형계획법 해법으로도 

최 해를 구하기가 매우 어려운 것이 실이다.

유 알고리즘은 특유의 확률  탐색방법을 사용

함으로써, 해의 탐색 과정에서 목 함수의 미분을 

필요로 하지 않는다. 따라서 목 함수가 비선형이

거나, 비연속 이거나, 는 미분 불가능하다 하더

라도 아무런 어려움 없이 해를 탐색할 수 있다.

유 알고리즘이 탐색하는 가능해 역이 제약식

에 의해서 제약 되어 있을 경우에는 비가능해가 생

성되는 것을 방지하기 해서 부모 세 로부터 생

성되는 자손 세 에 항상 가능해들만 생성되도록 

유  연산자를 설계한다. 그러나 부득이하게 비가

능해가 생성될 경우에는, 생성된 비가능해를 수정

하여 가능해로 바꾸는 과정을 추가로 수행하거나, 

생성된 비가능해에 패 티 함수를 용하여 차후 

세 에서 도태되도록 한다.

유 알고리즘에서 사용하는 염색체의 디자인에 

있어서 주로 (0, 1)이진 비트의 열로 표 하는 방법

이 리 쓰이고 있다. 그런데, 선형 는 비선형계

획법과 같은 수리계획법에서는 일반 으로 결정 변

수가 연속 인 값을 가지고 그 수가 많다. Renders 

[6] 등은 염색체를 실수 공간(Real space)의 벡터로 

디자인하고, 그 벡터로 표 된 염색체를 효율 으

로 진화시키기 해서 단체교차를 사용하는 유 알

고리즘을 제안하 다. 단체교차는 Spendley[7] 등에 

의해 제안된 통 인 탐색 기법 의 하나이었는

데, 이를 유 알고리즘의 교차연산에 사용함으로써 

탐색 효율을 높 다. Yen[8] 등은 이러한 단체교차

를 다 으로 동시에 수행하는 다  단체교차를 제안

하 다. 

한편 제약식을 다루는 방법으로서 Michalewicz 

[4] 등은 등식제약식을 소거하고 부등식만으로 구

성된 제약식을 사용하는 방법을 제안하 다. 이들

의 방법은 변수의 수를 여주는 장 이 있으나, 부

등식의 수가 늘어나고, 돌연변이를 수행할 때 한 번

에 하나의 변수에 해서만 돌연변이를 수행할 수

밖에 없고, 교차연산자의 종류에 따라서는 가능해

를 유지시키는데 어려움이 있는 단 이 있다.

본 연구에서는 선형인 제약식에 의해서 제약되는 

해공간을 효율 으로 탐색할 수 있도록 염색체를 

디자인하고, 비가능해의 탐색을 방지하는 유 연산

자를 고안함으로써 효과 으로 최 해를 찾는 유

알고리즘을 제시하 다. 제안된 유 알고리즘은 제

약식은 선형이지만 목 함수가 복잡하여 미분이 불

가능하거나 불연속 인 수리계획 문제에서 최 해

를 구하는데 활용될 수 있다.

2. Michalewicz의 등식 소거 방법

본 연구에서 다루는 문제는 다음의 식 (1)과 같이 

선형제약식을 가진 비선형 목 함수에 해서 최소

값 는 최 값을 구하는 문제이다. 이때 목 함수

는 미분이 가능하지 않아도 된다.

         

         








≤

≥








 (1)

        ≥

의 식 (1)을 푸는 유 알고리즘을 구 하는데 

있어서, 제약식을 다루는 방법으로서 Michalewicz 

[5] 등은 등식제약식을 모두 소거하고 부등식만으

로 구성된 제약식을 사용하는 방법을 제안하 다. 

즉, 의 식 (1)의 문제를 
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           (2)

         

≤≤




식 (2)와 같은 형태로 변형하 다. 그리고 주어진 

임의의 해    ⋯  를 수정할 때, 하나의 변수 

 ≤ ≤ 를 선택하고, 나머지 변수    ⋯

  ⋯ 를 재의 값으로 고정하여 식 (2)

의 부등식에 입하면, 식 (2)의 가능해 역을 만족

하면서 를 변경 시킬 수 있는 범 를 
 ≤ ≤



와 같이 구할 수 있는데, 이 범  내에서 재의 해

를 수정하여 새로운 해를 구할 수 있다.

이와 같은 방법은 간단한 계산으로 하나의 변수를 

변경시킬 수 있는 장 이 있다. 그리고 교차연산자

가 산술교차인 경우에는 새롭게 생성되는 해 ′


  ≤≤가 기존의 해의 볼록조합으로 

이루어지므로 선형제약식의 볼록성(Convexity)에 의

해서 항상 가능해가 유지된다. 

그러나 이러한 방법에는 제약 사항이 있는데, 여

러 개의 변수를 동시에 돌연변이 시키지 못한다,  

산술교차 만으로는 기의 세 와, 그 이후 돌연변

이에 의해서 구해지는 해들의 볼록조합이 이루는 

가능해 역을 벗어나는 해를 탐색할 수가 없어서 

역 최 해를 구하지 못할 가능성이 높아진다. 그

리고 새롭게 생성되는 해가 기존의 해들의 볼록조

합으로 나타내어질 수 없는 단순교차(Simple cros-

sover), 단체교차(Simplex crossover)  휴리스틱

교차(Heuristic crossover) 등에서는 해의 가능성을 

유지하기 해서 추가의 발견  방법을 사용하여야 

한다.

그래서 Michalewicz[5]는 의 단순교차, 휴리스

틱교차 등을 사용하되, 발견  방법을 추가해서 해의 

가능성을 유지하거나, 비가능해를 허용하고 그 비

가능해들에 해서는 패 티 함수를 용하는 방법

을 사용하 다.

이러한 등식소거 방법의 문제 을 극복하는 하나

의 방법으로서 Koziel[3] 등이 동형사상(Homomor-

phous mapping)방법을 제안하 다. 그러나 이 방법

에서도 마찬가지로 새로운 해가 가능성을 유지하지

는 못하는 경우가 생기므로 그러한 해를 도태시키

기 해서 패 티 함수를 사용하고 있다.

이러한 등식소거 방법이 가지는 한계는, 등식이 

가지고 있던 변수들 사이의 계를 소거함으로써, 선

형제약식의 가능해 역의 경계를 수  방법으로 

명확히 계산해내지 못하는 것에서 비롯된다. 그러

나 통 인 선형계획법에서는 최소비율법(Minimum 

Ratio Test)으로 가능해 역의 경계를 명확히 찾

을 수 있다. 그러한 최소비율법을 사용하기 해서, 

부등식을 모두 소거하여 제약식을 모두 등식화하는 

방법을 제시한다. 

3. 부등식 소거 방법

유 알고리즘을 용하기 해서 선형제약식을 

다루는 새로운 방법은, 식 (1)에서 부등식을 모두 

등식화하여 다음의 식 (3)과 같은 형태로 변환한다. 

       

      (3)

      ≥

의 식 (3)의 형태로 변화하기 해서는 선형계

획법에서 사용하는 방법과 같이 여유변수, 잉여변

수  인공변수 등을 사용한다. 

4. 유 알고리즘의 설계

우선 유 알고리즘의 효율을 높일 수 있는 염색체

로서 실수 벡터로 표 된 염색체를 제안한다. 그리

고 최 세 를 구성하는 방법을 서술한다. 그 다음 

실수 벡터에 한 교차연산자로서 산술교차, 단체

교차  단순교차 방법과, 돌연변이 연산자로서 랜

덤 벡터에 의한 돌연변이 방법을 제안한다.

4.1 염색체 디자인과 최  세 의 구성

실수해를 나타내는 벡터를 각 개체의 염색체로 삼
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는다. 즉, 다음의 식 (4)와 식 (5)를 만족하는 n차원

의 벡터    ⋯   ∈ ∀  ⋯ 를 염색
체로 삼는다.

     (4)
 ≥   (5)

최 의 세 를 구성하는 개체들의 염색체는 다음

과 같이 구한다. 우선 식 (4)와 식 (5)을 만족하는 임

의의 벡터 

를 구한다. 이를 해서 선형계획을 푸

는 내부  기법(Interior Point Method)의 하나인 이 

단계 원 아핀법(Two-phase Primal Affine Scaling 

Algorithm(Fang[1]))을 사용한다. 그리고 

에 세

의 크기인 p개의 랜덤 벡터 

   ⋯ 을 생성

하고, 

 

 


   ⋯ 와 같이 기 세 의 

개체들을 구한다. 이때 

는 랜덤 벡터 


를 식 (4)

의 공간(Null Space)에 투 (Projection)한 벡터이

고, 는 

가 가능성을 유지할 수 있도록 벡터 




의 크기를 조정하는 값이다. 이 값에 해서는 다음

의 가능해 유지 방법에서 설명한다. 

4.2 해의 가능성 유지방법

해의 공간이 선형식에 의해서 제약을 받으므로 교

차연산과 돌연변이연산을 수행한 후에 비가능해가 

나타날 수 있다. 이러한 비가능해를 배제하고 가능

해가 최 해로 선택될 수 있도록 하기 해서 몇 가

지 방법들을 사용할 수 있다. 즉, 패 티 함수를 사

용하거나 비가능해를 가능해로 수정하는 방법 등이

다. 그러나 본 연구에서는 해의 가능성을 유지하는 

방법을 사용한다.

선형제약식으로 제약된 가능해 역은 볼록집합

이 된다. 실수 벡터인 염색체의 교차 연산자로 많이 

사용되는 산술교차를 사용하는 경우, 그 결과로 생

성되는 실수 벡터는 가능해 역인 볼록집합 안에 

있게 된다. 즉, 산술교차는 볼록집합 안에 닫 있다.

그러나 단체교차나 단순교차의 경우에는 볼록집

합 안에 닫 있지 않으므로 구해진 해의 가능성을 

유지하기 한 과정을 추가하여야 한다.

한 기의 세 를 구성하거나, 돌연변이를 수

행하면서 랜덤 벡터를 더하는 경우에도 가능성을 유

지하기 한 과정이 필요하다.

임의의 벡터를 더할 때 가능성을 유지하기 해

서, 더하려는 벡터를 식 (4)의 공간에 투 된 사

벡터(Projected vector)를 더한다. 즉, 다음의 식

(6)을 만족하는 랜덤 벡터를 더한다.

     (6)

식 (6)은 식 (4)의 공간을 나타낸다. 그리고 이 

공간에 투 하는 사 행렬(Projection matrix)은 

다음의 식 (7)과 같다.

      (7)

사 행렬을 사용하여 임의의 벡터 을 투 한 사

벡터를 라고 하면,  와 같이 구한다. 그러

면      

    이므로 는 항상 식 (6)을 만족한다. 

그리고 사 벡터 의 크기를 만큼 조정하여 더한 

벡터를  

 라 하면,  


  




  

이므로, 


  이면 항상  이다. 

즉, 

가 식 (4)를 만족하면 도 항상 식 (4)를 만

족한다.

그리고 사 벡터의 크기를 조정하는 값 는 새롭게 

구해진 벡터  

가 식 (5)을 만족하도록 그 범

를 정하여야 한다. 즉, 

  ≥이어야 하므로, 

는 다음의 식 (8)을 만족하는 범  내에서 정한다. 


 ∀  ≤  (8)

     
 ∀  ≥ 

4.3 교차  돌연변이 연산

4.3.1 산술교차(Arithmetic Crossover)

 산술교차는 두 부모 벡터    를 볼록조합 하
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여 두 자손 벡터 ′  과 ′  
와 같이 구하는데, 이때 는 ≤≤의 범  

안에서 임의로 선한다. 이러한 방법으로 가능해인 

부모 벡터로부터 구한 두 자손 벡터는 항상 가능성

을 유지한다.

4.3.2 단체교차(Concurrent Simplex 

Crossover)

단체교차는 먼  부모 세 에서 p개의 우수한 벡터 


    ⋯ 를 찾고 그 벡터들의 심 벡터를 




 




 

 ⋯ 


와 같이 구한다. 그리고 교차

하고자 하는 부모 벡터 

를 심 벡터 


에 해서 

 

 

 

와 같이 반사(Reflection)시켜 자

손 벡터를 얻는다. 이 때 구해지는 자손 벡터는 식 (4)

를 만족한다. 그러나 식 (8)을 항상 만족하지는 않는

다. 따라서 식 (8)에 의해서 자손 벡터의 이동크기를 

제한한다. 즉, 

 

    

 

로 놓고, 식 (8)의 

범  안에서 를 정하여서 자손 벡터  

 





를 구한다. 일반 으로 단체교차에서는 의 값

을 1 는 -1/2로 정하여 어느 것이든 응도가 증가

하는 방향으로 이동하게 되는데, 만약 이 값이 식 (8)

의 범 를 벗어나게 되면, 그 범 를 벗어나지 않는 

한도 안에서 최 한 큰 값으로 정한다.

4.3.3 단순교차(Simple Crossover)

단순교차는 두 부모 벡터     ⋯  , 
 

  ⋯  가 주어져 있을 때, 임의의 k번째 치

에서 교차를 수행하여 ′    ⋯    ⋯  , 
′   ⋯   ⋯  와 같이 자손 벡터를 구
하는 것이다. 이 게 구해진 자손 벡터는 식 (5)을 만

족한다. 그러나 식 (4)는 항상 만족하지 않는다. 그

래서 식 (7)의 사 행렬을 사용하여 자손 벡터를 식

(4)에 사 하고, 그 사 된 벡터가 다시 식 (6)을 만

족하도록 식 (8)를 사용하여 수정한다. 즉, 의 경우

에는 

     ′ 로 놓고, 의 경우에는 


     ′  로 놓고 식 (8)의 범  안에서 

와 를 각각 정한다. 그리고 
″ ′, 

″  ′와 같이 자손 벡터를 수정한다. 

4.3.4 랜덤벡터 돌연변이(Random Vector 

Mutation)

선택된 부모 벡터에 임의의 랜덤 벡터를 더하여 

돌연변이 된 벡터를 ′   와 같이 얻는다. 이때 
구해진 벡터 ′은 식 (4)와 식 (5)을 모두 항상 만족
하지 않는다. 따라서 식 (7)의 사 행렬과 식 (8)을 사

용하여 가능성을 유지하는 돌연변이 벡터를 구한다. 

어느 한 부모 벡터 를 선택하여 랜덤 벡터     

 ⋯    ∈ ∀  ⋯ 를 ′     
과 같이 더하여 돌연변이 된 벡터를 구한다. 는 




    로 놓고 식 (8)을 만족하는 범  내에

서 정한다.

5. 결  론

선형제약식을 가진 비선형 목 함수의 최 해를 

찾는 유 알고리즘을 제안하 다. 기존의 등식소거 

방법과는 다르게, 부등식을 소거하는 방법으로 선

형제약식을 표 화하 다. 유 염색체는 실수 공간

의 벡터로 디자인하 다. 유 연산 과정에서 새롭

게 생성되는 벡터들이 제약식에 하여 가능성을 

유지하도록 하기 해서, 벡터들을 제약식의 공간

에 사 하고 각 변수의 상한과 하한 값 이내에 유

지되도록 최소비율법을 사용하 다.

제안된 부등식소거 방법을 사용하면 여러 가지의 

유 연산자들을 손쉽게 용할 수 있는 장 이 있

다. 유 연산의 결과 생성되는 벡터가 기존 벡터들

의 볼록조합에 포함되지 않더라도, 그 해가 선형제

약식의 가능해 역 안에 유지되도록 수정하는 과

정을 간단하게 수행할 수 있다. 본 연구에서는 산술

교차, 단체교차  단순교차 등의 교차연산자와 랜

덤 벡터를 이용한 돌연변이 연산자를 제안하 다. 

이들 연산들은 모두 가능성을 유지하는 벡터들을 

생성한다.
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