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요 약

선형회귀모형분석은 방법의 간편성과 높은 적용성에 의해 다양한 종류의 자료 분석에 활용되고 있다. 하지만 자료에

이상치가 포함되는 경우 이에 민감하게 영향을 받게 되므로 의심되는 관찰치를 찾아서 이상치 여부를 검토하는 것이
중요하다. 그러나 이상치를 탐지하는 방법의 대부분은 가면화 효과 등 이상치로부터 영향을 받아 정확하게 이상치를
발견하지 못하는 경우가 있다. 본 연구에서는 이를 개선하기 위하여 동적 잔차도를 활용한 방법을 제안한다. 제안된

방법은 종속적 이상치탐지방법을 사용할 때 다양한 기초군을 제공하는데 유용하며 결과적으로 정확한 이상치군을 탐
지하게되는것을예를통해검증한다.

주요용어: 동적화, 이상치, 선형회귀모형, 잔차도.

1. 서론

통계분석의 대표적인 기법인 선형회귀모형분석은 설명변수와 종속변수 간에 다음과 같은 관계식을 가정
한다.

Y = Xβ + ϵ,

여기서 Y는 n×1설명변수벡터, β는 p×1회귀계수벡터, X는 p개의설명변수를나타내는 n×p행렬이
며 ϵ는 평균이 0이고 분산행렬이 σ2In인 n × 1 오차벡터이다. 다양한 종류의 자료 분석에 활용되는 선

형회귀모형분석은 이상치에 민감하게 영향을 받는다는 것이 잘 알려져 있다. 선형회귀모형분석에서 이
상치를 탐색하는 방법은 다양한 측면에서 연구되어 왔다. Gentleman과 Wilk (1975)는 주어진 크기의

관찰치군들중에서전체자료에의한분석에서계산되는잔차합과비교하였을때해당관찰치군을제외
한 분석에 의한 잔차 합 축소가 가장 큰 관찰치군을 이상치 후보로 선정하였다. Marasinghe (1985)은

이상치군을 한꺼번에 찾는 경우 발생하는 계산의 복잡함을 개선하기 위하여 다단계 방법으로 정해진
크기의 이상치 후보군을 구성한 후 하나씩 이상치 여부를 검정하는 방법을 제안하였다. Paul과 Fung

(1991)은 이른바 일반적 극단스튜던트화 잔차(generalized extreme studentized residual; GESR)를 이

용하여 정해진 크기의 이상치후보군을 탐지하는 방법을 제안하였으며 GESR과 영향치의 측도를 모두

고려하여 이상치 후보를 파악한 후 이를 차례로 검정하는 이 단계 탐지법도 제안하였다. Kianifard와

Swallow (1989, 1990)는 반복잔차(recursive residual)에 의하여 이상치후보군을 형성하고 후보군의 각
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관찰치에 대하여 순차적 검정을 수행하는 방법을 제시하였다. Hadi와 Simonoff (1933)은 기초적인 순

수관찰치군으로부터 이상치군의 크기를 순차적으로 줄여나가는 방법으로써 각 단계별로 잔차가 가장 큰
관찰치에대하여 t-검정을수행하는방법을제안하였다. 이상치군탐색에서중요한것중하나는계산량
의 크기이다. 이와 관련하여 Atkinson (1994)은 전진탐색법에 의해 계산량을 감소시켜 이상치군을 빠
르게 찾을 수 있는 방법을 제시하였으며 Pena와 Yohai (1999)도 설명변수의 개수가 많은 경우에도 적

절한 계산량에 의해 이상치 탐색이 가능한 방법을 제안하였다. 최근 Jajo (2005)는 잔차에 기반을 둔

여러 가지 이상치군 탐지 방법을 소개하고 그들 간의 장단점을 비교하였다. 이상치군 탐지를 위해 제안
된 여러가지 방법들 중 초기에 제안된 방법들 (Gentleman과 Wilk, 1975; Marasinghe, 1985)은 이상치

의 크기가 미리 정해져야하는 단점이 있는 반면 최근에는 이상치군의 크기를 순차적인 과정을 통해 결
정하는 방법이 제안되고 있다. 두 가지 방법에서 공통적으로 중요한 절차는 이상치군 크기에 따라 전체
관찰치를 이상치 한계를 벗어나는 이상치군과 그렇지 않은 양호치군으로 나누는 작업이다. 이 과정에서

사용되는 접근법은 두 가지로 구분된다. 이상치군의 크기에 따른 각 단계별로 이상치군을 탐지할 때 그
이전 단계에서 발견한 이상치군에 기반을 둔 방법과 각 단계별로 독립적으로 이상치군을 탐지하는 방법
이다. 전자에 속하는 방법의 예로는 Gentleman과 Wilk (1975)의 방법이 있고 후자에 속하는 방법으

로는 Hadi와 Simonoff (1933)의 방법이 있다. 두 종류의 방법은 모두 각 단계별로 왜곡되게 이상치군
을선정할가능성이있으며특히방법의전개상전자에속하는방법들은이전단계에서이상치군을잘못
결정하였을 때 지속적인 오류를 범할 가능성이 크다. 이러한 위험의 중요 원인은 이상치 탐색법 자체가

이상치들에 의하여 영향을 받아 왜곡된 결과를 초래케 하는 가면화 효과(masking effect)이다. Hadi와

Simonoff (1993)는 앞서 소개한 방법들보다 가면화 효과의 위험성이 개선된 절차를 제안하고 있으나 본

논문에서는 이를 더욱 보완할 절차를 제시하고자 한다. 본 논문에서는 각 단계에서 찾은 이상치군을 기
반으로 적절한 잔차도를 작성하고 동적기능을 통해 이를 연속적으로 관찰함으로써 왜곡된 이상치군으로
인해 뒤따르는 오류를 방지하는 과정을 제안하고자 한다. 2장에서는 동적화의 대상이 되는 잔차도와 동

적그림 방법의 과정을 설명하며 이러한 과정이 이상치군 파악의 오류를 방지하는데 효과적으로 사용되
는예를제시하기로한다. 3장에서는본논문에서제시하는과정의확장성에대하여언급하기로한다.

2. 동적 잔차도

잔차도는 Y축에 잔차를 X축에 반응변수의 예측치 등 관련 수치를 지정하여 작성된다. 이상치를 발견

할 목적으로 잔차도를 사용할 때 X축에 지정될 값은 영향치의 정도를 나타내는 측도가 가장 적합하다.

영향치는 분석에서 해당 관찰치를 제외하였을 때 추정된 모형식의 변화가 큰 관찰치를 의미하여 잔차와
함께 그려졌을 때 이상치의 중요도 여부를 판단할 수 있다. 영향치의 측도로 일반적으로 사용되는 해트

행렬 X(XTX)−1XT의대각항원소 hii는다음과같다.

hii =
(xi −M(X))V (X)−1(xi −M(X))T

(n− 1)
+

1

n
,

여기서M(X)는X의평균벡터이고 V (X)는X의분산행렬이다. 따라서 hii는 (xi−M(X))V (X)−1(xi

−M(X))에전적으로의존하게되며이값은마할라노비스거리(Mahalanobis distance)의제곱값과일

치한다. 따라서 잔차도의 X축에는 각 관찰치의 마할노비스 거리를 표시하기로 하며 잔차도의 Y축에는

표준화 잔차인 ri/σ를 표시한다. 이와 같이 정의된 잔차도는 이상치군의 크기에 따른 각 단계별로 작성
된다. 양호치군과 이상치군으로 나누어진 자료중에서 양호치군 만으로 모형을 추정하여 관련 통계량을
계산하고 이를 모든 관찰치에 적용하여 잔차도를 작성한다. 이때 잔차도의 각 관찰치는 양호치군과 이
상치군으로 구분하여 표시된다. 동적 잔차도를 작성하는 구체적인 절차는 다음과 같으며 이상치의 크기
에따른잔차도의동적화는 Lisp-Stat (Tierney, 1990)을이용하여프로그래밍한다.
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(a) Paul-Fung 자료 (b) k = 4 (c) k = 3

(d) k = 2 (e) k = 1 (f) k = 0

그림 2.1. Paul-Fung 자료와 이상치군 크기(k)에 따른 Hadi-Simonoff 방법에 의한 잔차도

1. 특정 이상치탐지법에 따라 이상치군의 크기별로 이상치군을 구성한다 (이상치의 크기를 k라고 할 때

이상치를 제외한 양호치군으로 구성된 설명변수 행렬과 반응변수 벡터를 각각 X(k)와 Y (k)라고 하

자).

2. X(k)에 의해 설명변수의 평균과 공분산을 계산하고 (이를 각각 M(X(k))와 V (X(k))라고 하자)

X(k)와 Y (k)에의해모형을추정한다 (추정된모수와추정된오차의표준편차를각각 β̂(k), σ̂(k)라고

하자).

3. 각관찰치 i = 1, . . . , n 별로다음과같이 D
(k)
i 와 SR

(k)
i 를계산한다.

D
(k)
i =

√
(xi −M(X(k)))V (X(k))−1(xi −M(X(k)))T ,

SR
(k)
i =

r
(k)
i

σ̂(k)

이때 r
(k)
i = yi − xiβ̂

(k)이다.

4. X축에 D
(k)
i , Y축에 SR

(k)
i 를 지정한 잔차도를 작성하고 모든 관찰치는 이상치군과 양호치군으로 구

분하여표시한다.

5. k값의변화에따른잔차도의추세와이상치군의구성에급격한변화가있는지관찰한다.

서론에서 언급했듯이 이상치군을 탐지하는 방법들은 이상치군의 크기에 따른 각 단계별로 그 이전 단계
에서발견한이상치군에기반을둔방법과각단계별로독립적으로이상치군을탐지하는두가지종류로
구분될수있으며전자를종속적방법, 후자를독립적방법으로부르기로하자.

종속적 방법은 독립적방법보다 일반적으로 계산량이 적다는 장점이 있는 반면에 그 이전 단계의 결과에
의존함으로써 어느 단계에서 가면화현상 등으로 오류가 발생할 경우 그 이후 단계에서도 이상치군을 제
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(a) k = 4 (b) k = 3 (c) k = 2

(d) k = 1 (e) k = 0

그림 2.2. Paul-Fung 자료와 Gentleman-Wilk 방법에 의한 이상치군 크기(k)에 따른 잔차도

대로 탐지하지 못할 가능성이 크다는 단점이 있다. 반면에 독립적 방법은 이전 단계의 결과와 상관없
이 이상치군을 탐지함으로써 이전 단계에서의 오류에 영향을 받지 않지만 이 방법도 여전히 가면화현상
등으로 부터 자유롭지 못하다. 종속적 방법에 의해 탐지된 일련의 이상치군을 가지고 동적 잔차도를 구
현했을 때 이상치군의 패턴에 일관성이 있다면 두 가지 가능성을 예측해 볼 수 있다. 첫 번째는 이상치

군들이 오류 없이 성공적으로 탐지된 경우이고 두 번째는 최초 단계에서 발견된 기초 양호치군(혹은 이

상치군)의 오류로 인해 결과적으로 이상치군들이 잘못 탐지된 경우이다. 이와 관련하여 Paul과 Fung

(1991)의자료에대하여종속적방법인 Hadi-Simonoff 방법 (Hadi와 Simonoff, 1993)과독립적방법인

Gentleman-Wilk 방법 (Gentleman와 Wilk, 1975)에의해각각탐지된이상치군들의동적잔차도를보
기로 하자. 그림 2.1의 (a)는 자료의 산점도이며 관찰치 8과 9가 이상치군을 형성하고 있는 것을 알 수
있다. 그림 2.1의 (b)에서 (f)까지는 Hadi-Simonoff 방법에의해탐지된이상치군의잔차도들이며그림
에서 검은 점은 이상치군을 표시한다. 이상치군의 크기에 따라 생성되는 일련의 잔차도를 보면 이상치
군의 구성과 잔차 및 마할노비스 거리 값 등에서 일관성을 유지하는 것을 알 수 있다. 그러나 이 방법은
어느단계에서도제대로된이상치군을탐지하지못하고있으며이는최초기초양호치군을잘못선정함
에 원인이 있다. 반면에 그림 2.2의 Gentleman-Wilk 방법의 경우에서는 동적 산점도의 패턴이 일관성
을유지하면서성공적으로이상치를탐지하고있다.

앞의 예에서 보듯이 종속적인 방법의 효율성은 이상치군 탐색의 시작 시점에서 사용하는 기초군의 우량
여부에 의해 결정되며 이와 관련하여 Hadi와 Simonoff도 두 가지의 기초군선정 방법을 제시하고 있다.

따라서 상대적인 계산량 등을 고려해 볼 때 독립적인 방법에 의해 이상치군을 탐지해 가는 과정에서 일
관성이 결여되는 패턴이 나타나면 해당되는 두 단계의 결과를 기초군으로 삼아 종속적인 방법을 적용하
는것이효과적인전략이될수있다. 이러한전략을적용하여성공적으로이상치군을탐지한예를보기
로 하자. 그림 2.3의 (a)는 모의실험에 의해 생성된 자료를 나타내는 산점도이다. 크기 n = 25개의 자

료중 28개의자료는 Yi = Xi + ϵi, i = 8, . . . , 25에서생성되었으며 Xi ∼ U(0, 15)와 ϵi = N(0, 0.52)는
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(a) 모의자료 (b) k = 10 (c) k = 9

(d) k = 8 (e) k = 7 (f) k = 6

그림 2.3. 모의자료 산점도와 Gentleman-Wilk 방법에 의한 이상치크기(k)에 따른 잔차도 일부

각각 균등분포와 정규분포에서 생성되었다. 나머지 7개 자료 i = 1, . . . , 7는 추세선에서 4 또는 6 만큼

벗어나 이상치군을 형성하도록 생성되었다. 그림상의 직선은 28개의 정상관찰치 만으로 추정된 회귀선
이다. 그림 2.3의 (b)에서 (f)까지는모의자료에대하여독립적방법인 Gentleman-Wilk 방법에따라이

상치군을 탐지하여 작성한 잔차도의 일부이다. k = 10에서 k = 9까지의 잔차도는 일관성 있게 변하지
만 k = 8에서는 그 이전과 다른 패턴을 보여주고 결과적으로 k = 7에서 이상치군을 정확히 탐지하는데
실패하고 있다. 여기서 이상치군의 패턴변화가 발생한 k = 8과 k = 9를 기초군으로 Hadi-Simonoff 방

법을시도해보기로한다.

Hadi-Simonoff 방법은 기초양호군에서 시작하여 각 단계별로 이상치군의 크기를 줄여가면서 이상치군
에 대한 최종적인 이상치 여부를 순서통계량에 대한 t-검정의 결과를 적용하여 결정한다. 만약 현재 단

계의 이상치군 크기가 k라고 한다면 다음과 같이 양호치군에 속하는 관찰치에 대해서는 내부 스튜던
트 잔차(internally studentized residual)를 계산하고 이상치군에 속하는 관찰치에 대해서는 예측오류
를계산하여 di라고표시한다.

di =



yi − xTi β̂
(k)

σ̂(k)

√
1− xTi (X

(k)TX(k))−1xi

, 관찰치가양호치군에속할때,

yi − xTi β̂
(k)

σ̂(k)

√
1 + xTi (X

(k)TX(k))−1xi

, 관찰치가이상치군에속할때.

이상치군에 대한 이상치 여부는 di의 절대값을 오름차순으로 정리한 후 (k + 1)번째 값에 대한 t-검정으

로 판단한다. 즉 |d|(k+1)을 |d|의 (k + 1)번째 순서통계량이라고 할 때 |d|(k+1) ≥ t(α/{2(k+1)},k−p)이면

(n − k)개의 큰 순서관찰치를 이상치라고 판단하고 그렇지 않을 경우에는 이상치군의 크기를 하나 줄여
서다음단계의이상치탐색을시도한다.
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표 2.1. 고유방법에 의해 채택된 관찰치군을 기초군으로 이용하여 수행한 Hadi-Simonoff 결과

k 이상치군 검정

12 (1 5 6 7 8 9 10 14 15 16 20 21) N

11 (1 5 6 7 8 9 14 15 16 20 21) N

10 (1 5 6 7 8 9 14 15 16 20) N

9 (1 5 6 7 8 9 14 16 20) N

8 (1 5 6 7 8 9 16 20) N

7 (1 5 6 7 8 9 16) N

6 (1 5 6 7 8 9) N

5 (1 5 6 7 8) N

4 (1 5 8 15) N

3 (1 8 15) N

2 (1 8) N

1 (1) Y

표 2.2. 그림 2.3의 k = 9와 k = 8을 기초군으로 이용하여 수행한 Hadi-Simonoff 결과

k 이상치군 검정 k 이상치군 검정

9 (1 8 9 10 15 17 21 22 25) N

8 (1 8 9 10 15 21 22 25) N 8 (1 2 3 4 5 6 7 12) N

7 (1 8 9 10 15 21 22) N 7 (1 2 3 4 5 6 7) Y

6 (1 8 9 10 15 21) N

5 (1 8 10 15 21) N

4 (1 8 15 21) N

3 (1 8 15) N

2 (1 8) N

1 (1) Y

표 2.1은 Hadi-Simonoff 이 제안한 기초양호치군에 의하여 Hadi-Simonoff 과정을 적용할 결과이며 표

2.2는 Gentleman-Wilk 방법에서 k = 9와 k = 8의 결과(그림 2.3(c), (d))를 기초양호치군으로 삼아
Hadi-Simonoff 방법을 수행한 결과이다. 표 2.1에서 보듯이 원래의 Hadi-Simonoff 방법이 이상치군을
탐지하는데실패하는데반해동적잔차도에의하여패턴의이상단계를파악한 k = 8을기초양호군으로
적용한결과이상치군(1 2 3 4 5 6 7)을정확하게탐지하는것을알수있다.

3. 결론

본 연구에서 제안하는 동적그림에 의한 이상치군 탐색방법은 단계별로 나타나는 동적그림의 이상치 패
턴을 분석하여 가면화현상 등을 파악하는데 목적이 있다. 단계별로 이상치를 탐지하는 방법은 어떤 방

법도 가능하며 동적화의 대상인 잔차도도 다양한 종류가 사용될 수 있다. 본 논문에서는 마할로비스

거리와 표준화잔차를 이용한 일반적인 잔차도를 사용하였지만 이상치에 강건한 잔차도 (Rousseeuw와

Zomeren, 1990)를이용할수도있다. 예를들어마할라노비스거리는 M(X)와 V (X)의비강건성에의

해 자료의 극단치를 제대로 측정할 수 없는 단점이 있으므로 최소부피타원형추정량(Minimum Volume

Ellipsoid Estimator) 등 M(X)와 V (X)를 보다 강건한 추정량으로 대체할 수 있다. 잔차도의 Y축에

도 표준화 잔차인 ri/σ대신 강건통계량으로 대체될 수 있다. 일반적으로 사용되는 최소제곱잔차(least

squared residual) 대신 최소중위수제곱 잔차(least median squared residual)를 사용하거나 σ 또한 잔

차제곱의중위수로추정하여사용할수있다.
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Abstract
A linear regression method is commonly used to analyze data because of its simplicity and applicability;

however, it is well known that data may contain some outliers and influential cases that may have a harmful

effect on a statistical analysis. Thus detection and examination of outliers or influential cases are important

parts of data analysis. In detecting multiple outliers, masking effects usually occur and make it difficult

to identify the true outliers. We propose to use dynamic plots as a method resistant to masking effect.

The procedure using dynamic plots is useful to find appropriate basic sets with which a dependent outliers

detection method start and detect a true outliers set. Examples are given to demonstrate the effectiveness

of the suggested idea.
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