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Nonlinear PSE를 이용한 경계층의 비선형 안정성 해석
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ABSTRACT

Nonlinear Parabolized Stability Equations(NSPE) can be effectively used to study

more throughly the transition process. NPSE can efficiently analyze the stability of a

nonlinear region in transition process with low computational cost compared to Direct

Numerical Simulation(DNS). In this study, NPSE in general coordinate system is

formulated and a computer code to solve numerically the equations is developed.

Benchmark problems for incompressible and compressible boundary layers over a flat

plate are analyzed to validate the present code. It is confirmed that the NPSE

methodology constructed in this study is an efficient and effective tool for nonlinear

stability analysis.

초 록

비선형 포물형 안정성 방정식(Nonlinear Parabolized Stability Equations, NPSE)은 보

다 전체적인 천이 과정 연구에 효과적으로 사용될 수 있다. NPSE는 천이 과정에서 비선

형 구간의 안정성을 직접 수치 모사(Direct Numerical Simulation, DNS)에 비해 적은 계

산 비용을 사용하여 효율적으로 해석 할 수 있다. 본 연구에서는 일반 좌표계에서의

NPSE를 구성하고, 수치 계산을 위한 코드를 개발하였다. 코드의 검증을 위해 비압축성

및 압축성 평판 경계층에서의 벤치마크 문제들을 해석하였다. 본 연구의 NSPE 해석 기법

이 비선형 안정성 연구에 효율적이고 효과적인 방법임을 확인하였다.
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Ⅰ. 서 론

층류에서 난류로의 경계층 천이 현상은 항력

및 열전달과 같은 공기역학적 특성과 밀접한 관

련이 있기 때문에, 실용적 측면에서 관심의 대상

이 될 뿐만 아니라 다양한 분야에서 공학적 응용

가능성을 가진다. 항공기, 발사체, 유도무기, 터빈

블레이드 등 천이유동을 포함하는 공학적 대상의

설계 및 제어를 통한 성능 향상을 위해서는 천이

의 원인에 대한 이해가 선행되어야 한다. 하지만

오랜 기간 이론적, 실험적, 수치적 연구가 이루어

져 왔음에도 불구하고, 문제의 복잡성과 관련 파

라미터의 다양성으로 인해 천이 현상은 완전히

규명되지 못하고 있다.

천이는 발생 과정의 특성에 따라 자연 천이와



806 박동훈․박승오 韓國航空宇宙學會誌

바이패스 천이로 분류되는데, 고고도와 같이

작은 교란 환경에서 발생하는 자연 천이는 메

커니즘에 따라 다시 세분되어진다[1-2]. 발생

과정은 일반적으로 교란이 경계층으로 유입되

는 receptivity[3], 미소 교란이 독립적으로 성

장하는 선형 증폭 단계, 비선형 증폭 및 이어

지는 붕괴 단계(breakdown stage)를 거치게

된다.

천이 초기 단계에서 교란간의 비선형 상호작

용을 무시 할 수 있는 경우에는 선형 안정성 이

론(linear stability theory, LST)[4-5]이 주로 이

용된다. LST는 오랜 기간의 연구들을 통해 그

타당성과 실용성이 검증되었다. 천이 후반부의

비선형 과정은 교란의 선형 증폭 단계와 최종

붕괴 단계 사이를 연결하는 과정이기 때문에 이

론 연구에 있어 중요한 부분이다. 처음에는 해

석적 접근이 가능한 매우 단순화된 모델 문제에

대해 제한적으로 연구되었으나, 점차 수치적 접

근을 통해 실제적 문제들로 확대되었다[6-7]. 비

선형 안정성에 대한 이론적 연구 방법으로는 포

물형 안정성 방정식(Parabolized Stability

Equation, PSE)이 대표적이다. PSE는 선형 안정

성을 전진(marching) 계산을 통해 효율적으로

해석 할 수 있을 뿐 아니라, 비선형 항을 포함

시켜 비선형 안정성 해석도 수행 할 수 있다

[8-9]. 최근에는 DNS를 통해 이론적 결과들을

검증하고, 비선형 안정성에 대한 이해를 높였다

[10-13]. 하지만 DNS를 이론 연구 방법으로 사

용하기에는 많은 계산시간이 요구되기 때문에

실용성이 떨어진다.

현재 비선형 안정성 연구에 가장 현실적인 접

근 방법은 NPSE라 할 수 있다. 향후 국내의 고

속 비행체, 장거리 유도무기 개발 등에서 천이

관련 이론적 기반이 요구됨을 감안 할 때, 비선

형 안정성 해석 능력의 확보 또한 필연적이라 할

수 있다. 본 연구에서는 NPSE 해석 기법을 확보

하고, 이로부터 경계층의 비선형 안정성 특성을

해석 및 검증하고자 하였다.

본 논문은 다음과 같이 구성된다. 서론에 이어

본론에서는 NPSE의 공식화(formulation), 수치기

법 및 해석방법이 설명된다. 결과 및 해석에서는

비압축성 경계층에서 Tollmien-Schlichting(T-S)

파의 비선형 안정성과 subharmonic 2차 불안정

성 그리고 초음속 경계층에서 Mack’s 2차 모드

의 비선형 안정성과 경사 붕괴(oblique

breakdown)에 대한 해석 및 검증이 각각 소개된

다. 또한 파라미터 연구로의 적용 예를 소개한

후 결론이 제시된다.

Ⅱ. 본 론

2.1 비선형 포물형 안정성 방정식

PSE는 Bertolotti[14]에 의해 처음 제안 되었으

며 선형 안정성 이론[4-5]이나 다중 스케일 방법

(multiple scale method)[15]에 비해 향상된 선형

안정성 해석 뿐 아니라 비선형 안정성 해석도 가

능하다[16-17]. PSE는 유동의 비평행 효과를 고려

할 수 있으며, 선형 안정성 방정식과 같이 고유

치 문제[18]로 귀결되는 국소적 해석이 아닌 미

분방정식을 전진 계산하기 때문에 효율적이다.

이와 같은 장점 때문에 PSE는 1차 불안정성, 2차

불안정성 및 비선형 과정[19-21] 연구 등에 널리

이용되고 있으며 그 타당성이 입증되었다[11-13].

PSE는 교란 방정식을 주유동 방향에 대해 포

물화 한 편미분 방정식으로써 유도 과정이나 적

용하는 가정에 따라 얻어지는 최종 식은 유일하

지 않고, 개념적으로 포물화 된 교란 방정식들을

통틀어 일컫는다. 본 연구의 NPSE 방정식 및 안

정성 해석 과정은 다음과 같다.

2.1.1 NPSE 지배방정식

본 연구에서는 Chang과 Malik이 수행한 일련

의 연구들[9,20,22]과 유사하지만, 일반 좌표계의

개념을 적용하여 공식화 하였다. 기존의 연구들

은 직교 좌표계 또는 직교 곡선적 좌표계에서의

지배방정식을 기초로 하지만 본 연구에서는 일반

좌표계로의 변환을 적용하는 방식을 사용한다.

기존 방법들은 평평하거나 볼록한 표면과 같이,

직교 곡선적 좌표계 설정이 용이한 경우로 해석

범위가 제한된다. 이에 반해 본 연구의 방법은

오목한 표면이나 hump와 같은 형상에도 좌표계

를 직교성에 대한 제약 없이 간단히 정의하여 해

석할 수 있는 유연성을 갖는다. 일반 좌표계를

직교 곡선적 좌표계로 정의하게 되면 두 접근 방

법은 동일하게 회귀된다.

압축성 유동의 무차원 지배방정식에서 모든

변수들을 평균유동과 교란의 합으로 표현(e.g.

 ′ )하고 전개 한 후, 독립적으로 성립하

는 평균 유동에 대한 방정식을 빼고 정리하면,

밀도, 속도 및 온도 교란  ′  ′  ′  ′  ′
을 독립변수로 하는 직교좌표계에서의 전체 교란

방정식을 얻는다. , 는 각각 주유동 방향 및

폭 방향, 는 표면에서부터 멀어지는 방향으로

의 좌표인 일반 좌표계를 고려해 연쇄 법칙을 사

용하여 변환하면 식 (1)로 표현되는 교란 방정식

을 얻는다. 앞서 설명한 바 있듯이 평판의 경우

에는 일반좌표계가 직교좌표계와 동일해진다. 무
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차원화에 사용하는 기준 길이는 경계층 길이 스

케일을 사용한다.
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좌변은 선형 항들이고,  ,  ,  , ⋯,  들은

5×5 행렬들로써 원소들은 평균 유동 정보를 포

함한다.  는 교란의 비선형 항들을 나타내며,

LPSE에서는 충분히 작다는 가정 하에 무시된다.

비선형 항  은 Appendix에 나타내었다.

폭방향에 대해 독립적인 평균 유동장의 경우,

NPSE에서는 교란 가 시간과 폭 방향으로 주기

성을 갖는 푸리에 모드들의 합으로 이루어져 있

다고 가정하여, 빠르게 진동하는 파 부분과 진폭

분포의 의미를 가지는 형상함수(shape function)

의 조합으로 식 (2)와 같이 표현한다.
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여기서  , 는 각각 폭 방향 및 시간에 대한

기본 파수와 주파수이며 은 각 모드 

에 대한 주유동 방향의 파수를 의미한다. 이상적

으로는 무한개 모드의 합으로 교란을 표현해야

하지만, 실질적으로는 이를 유한개로 제한

(truncation)하여 해석을 수행한다. 과 은 해

석에 고려하는 교란의 모드 수이다.

교란 표현 (2)를 교란 방정식 (1)에 적용한 후,

각 모드 에 해당하는 항들끼리 모은다. 주

유동 방향으로의 형상 함수 변화가 라는

가정 하에   이하의 작은 항들을 무시하

면 방정식이 포물화 되어 각 모드의 형상 함수

    

에 대한 편미분

방정식계 (3)을 얻을 수 있다. 여기서 은 기준

길이를 기초로 한 레이놀즈수로써  으로 정

의된다. 식 (3)은 복소 변수에 대한 편미분방정식

으로써, 물리 공간에서의 교란 방정식 (1)을 시간

과 폭방향에 대해 스펙트럼 영역으로 푸리에 변

환한 것과 개념적으로 동일하다.













 


(3)

소스 항으로 기능하는 은 전체 비선형 항

 의 푸리에 성분이며, 비선형 항  에 2차원

푸리에 변환을 적용하면 을 얻는다.

  





 




  (4)

식 (3)은 의 양 경계에서 경계조건이 필요하

다. 표면( )에서는 모든 푸리에 모드 교란이

경계조건 (5)를 만족해야 한다.

    
  (5)

자유류(→∞)에서는  모드인 평균 유동

변형(mean flow distortion, MFD)에 대한 방정식

을 제외하고 표면에서와 동일한 경계조건 (5)를

적용한다. 하지만 평균 유동 변형에 대해서는 교

란 상호작용에 의한 변위 두께 변화를 보상하기

위해 경계조건 (6)을 적용한다.

  

 
   

   (6)

첫 번째 아래첨자는 반변(contra-variant) 속도

성분을 나타낸다. NPSE 해석에서는 모든 모드

에 대해 방정식 (3) 및 경계조건 (5-6)을 만

족하는 과 의 조합들을 결정하게 된다.

식 (2)의 가정에 의하면 과 은 모두 에

의존성을 가지기 때문에, 이들의 조합이 유일하

지 않다. PSE의 기본 가정(∼)에

충실한 해로 조합을 결정 하기위해 정규화 조건

(normalization condition)을 고려한다.


  

 




∞
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(7)

본 연구에서는 식 (7)의 정규화 조건을 사용해

를 갱신하여 수렴할 때 까지 반복 계산을 수

행한다. 수렴여부는 모든 모드에 대해 갱신을 통

한 변화가  이하가 되는 경우를 수렴으

로 판단하였다.

2.1.2 수치기법

식 (3)의 NPSE는 의 계산 격자로 변환하
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여 계산한다. 계산 격자계로의 변환은 경계층 두

께에 걸쳐(방향으로) 격자분포를 일정한 조밀

도로 하여 해석 가능하게 한다. 변환을 수행하면

식 (3)은 식 (8)과 같이 표현된다.









 

 



(8)

식 (8)을 유한 차분법을 이용하여 차분화 하면

대수 방정식 계를 얻을 수 있다.  방향으로는 4

차 정확도의 중앙 차분법, 주유동 방향()으로는

1차 또는 2차 정확도의 후방 차분법을 사용하여

차분한다. PSE는 주유동 방향으로 포물형이지만

여전히 일부 타원형 성질이 잔재한다. 이러한 수

학적 특성은  방향으로의 격자간격이 일정 수

준 이하가 되면 전진 계산시 수치적 불안정성을

발생시킨다[23-24]. 이를 완화하기 위한 방법으로

 항을 억제하는 기법을 사용한다[9,20].

비선형 항 는 매 반복 계산마다 전체 비선

형 항  을 물리적 공간에서 계산한 후, 스펙트

럼 도메인으로 푸리에 변환하여 추출한다

[9,20,22]. 복소 변수에 대한 2차원 푸리에 변환은

FFTPACK[25]으로 수행한다. 파수중첩오차

(aliasing)에 의한 높은 모드 정보가 간섭되지 않

도록 하기 위해 dealiasing을 적용한다.

평균 유동이 2차원인 경우, 음수 모드들에 대

칭 조건을 적용하면 계산 비용을 줄일 수 있다.

대칭 조건은 NPSE 방정식 (3)의 수학적 특성에

따라 식 (9)로 주어진다. 여기서 위첨자 †는 켤

레복소수를 의미한다.

 
  

†

     


  † 
† 

†  
† 

† 

  † 
† 

† 
† 

† 

(9)

PSE의 전진 계산을 위해서는 초기 조건이 요
구된다. 초기 조건으로 안정성 방정식을 국소적
으로 만족하는 해를 사용한다. 본 연구에서는 
LPSE에서 주유동 방향 미분항을 무시한 방정식
의 해를 사용한다. 이것은 을 고유치로 하는 
행렬 비선형 고유치 문제로 귀결 되는데, 고유치 
문제는 선형 안정성 이론에서와 동일한 수치적 
방법으로 와 을 계산한다[26]. 복소 변
수의 행렬 고유치 문제는 EISPACK[25]을 사용

하여 계산한다. 유동의 비평행성이 크거나 표면 
곡률이 큰 경우에는 국소 안정성 해석 결과로 얻
은 초기 조건이 PSE의 해로 적응해 가는 과도 
구간(transient region)이 나타남이 잘 알려져 있
다[19,27].
2.1.3 NPSE 해석 과정

PSE는 평균 유동 데이터를 계수로 하는 방정

식이다. 따라서 경계층의 속도 및 온도에 대한

평균 유동 데이터가 요구된다. 본 연구의 NSPE

코드 검증을 위한 평판 경계층 해석들에서는 층

류 상사해를 평균 유동 데이터로 사용한다.

그림 1은 NPSE 과정을 개략적으로 나타낸다.

가장 먼저, 해석을 시작하고자 하는 위치에서 초

기 조건을 계산한다. 초기조건에서부터 하류 방

향으로 전진 계산을 해나가는데, 각 위치에서 모

든 모드에 대해 수렴된 과 를 얻기 위한

반복 계산을 수행한다. 반복 계산을 위한 과

의 초기값은 이전 위치에서의 값으로 추측한

다.

과 들을 사용하여 식 (2)에 따라 비선

형 항  을 계산하고, 식 (4)에 의해 푸리에 변

환으로 을 얻는다. 각 모드에 대해 식 (8)으

로 을 다시 계산한다. 새로 얻어진 을 식

(7)에 적용하여 를 갱신한다. 식 (9)에 따라

대칭 모드들을 갱신한다. 모든 모드에 대한 결과

가 수렴될 때까지 일련의 과정을 반복한다. 수렴

된 해로 판별되면 주유동 방향의 다음 위치로 전

진한다.

그림 1. Procedure of NPSE analysis
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2.2 결과 및 해석

본 연구에서 개발된 코드의 검증을 위한 벤치

마크 문제를 선정하고 해석을 수행한 후, 기존

문헌의 결과들과 비교하였으며, 검토한 문제에

대한 자세한 서술은 아래와 같다.

2.2.1 T-S 파의 비선형 안정성

기초 벤치마크 문제로 주로 이용되는 비압축

성 경계층에서 2차원 교란(  )의 비선형 안정

성 해석을 수행하였다. 비압축성 경계층에서의 2

차원 불안정 교란은 잘 알려져 있는 T-S 파이다.

평균 유동은 Blasius 분포이며, 비평행 효과를 모

두 포함하기 위해 상사 변환의 정의에 따른 속도

성분 도 평균 유동 데이터에 포함한다.

해석 시작위치 에서 기본 주파

수가   이고 최대 RMS 진폭 m ax의 크기

가 0.25%인 T-S파가 하류로 전파해 감에 따른

비선형 성장을 해석하였다. 무차원 주파수 는

식 (10)으로 정의된다.

 





× (10)

여기서 는 물리적 값을 나타낸다. 해석에 이

용한 모드의 수 은 5이다. 2차원 교란 해석을

수행하기 때문에  인 모드들만을 고려한다.

그림 2는 기본 주파수() 교란인 (1,0)모드와

first harmonic()인 (2,0)모드, 그리고 평균 유

동 변형()인 (0,0)모드들의 max 크기 변화를

보여준다. 기본 주파수에 대한 선형 PSE(LPSE)

결과를 함께 나타내었다. 선형 안정성에 의한 증

그림 2. Linear and nonlinear evolution of

T-S wave with F=86 and A0=0.25%

at R=400

그림 3. Nonlinear evolution of T-S wave

with F=86 and A0=0.25% at

R=400

폭과 비교했을 때, 비선형 안정성에 의한 증폭이

더 크게 나타남을 알 수 있다. 교란의 크기가 작

은 초기에는 비선형 상호작용 역시 작아서 LPSE

와 NPSE의 결과가 일치하지만, 진폭이 일정이상

커지면 비선형 안정성이 더 큰 증폭을 발생시킨

다. 비선형 효과가 나타나기 시작하는 기본 모드

의 진폭 크기는 약 1.5%로 관찰되며, 이는 기존

의 연구로부터 알려진 사실과 잘 일치한다[20].

비선형 상호작용에 의해 두 배 주파수의 교란

()과 평균 유동 변형()의 발생을 알 수 있

다. 그림 2에서 본 연구의 계산 결과가 기존의

Chang et al.[9], Bertolotti[14], Herbert[19]의

NPSE 및 Joslin et al.[10]의 DNS 결과들과 잘

일치함을 알 수 있다.

그림 3에는 그림 2의 진폭을 로그 스케일로

나타내어 비교 하였다. 본 연구의 NPSE 해석 결

과가 기존 결과와 잘 일치함을 확인 할 수 있다.

계산된 고주파 모드들(∼)의 진폭 변화를

추가로 나타내었다. 비선형 상호작용에 의해 높

은 주파수의 교란들도 일제히 증폭됨을 알 수 있

다.  근방에서 평균 유동 변형() 크기

의 변화 경향이 바뀌는 것은 max의 위치가 다

른 peak로 옮겨가기 때문이며, 기존의 해석들에

서도 공통적으로 나타나는 특징이다[10-11,15,20].

그림 4는 에서 경계층 내의 교란 진폭

분포를 모드별로 보여준다. 본 연구의 NPSE 해

석 결과가 기존 문헌의 DNS 및 NPSE 결과들과

잘 일치함을 다시 확인 할 수 있다[11]. 평균 유

동 변형 모드의 진폭 분포에서 DNS와 NPSE 결

과가 일정 차이를 보이는 이유는 이 모드에 대해
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그림 4. RMS amplitude distribution at R=883

자유류 경계조건이 다르게 적용되기 때문이다.

그림 2부터 4의 결과들로부터 본 연구의 NPSE

해석 코드가 비압축성 경계층에서 T-S 파의 비선

형 안정성에 대한 적절한 해석 능력을 갖추고 있

다고 판단 할 수 있다.

2.2.2 Subharmonic 2차 불안정성

이어서 3차원 교란(≠ )을 포함한 해석 능

력을 검증하기 위해 2차 불안정성 해석을 수행하

였다. 비압축성 경계층에서 2차 불안정성은 크게

fundamental 불안정성과 subharmonic 불안정성,

detuned 불안정성으로 분류된다[28]. 증폭된 2차

원의 1차 파(primary wave)가 존재할 때, 파라미

터적 불안정성(parametric instability)에 의해 3차

원의 2차 파(secondary wave)가 급격하게 증폭

되어, 폭방향으로 주기성을 갖는 3차원 유동구조

를 일으키는 원인으로 잘 알려져 있다[28].

subharmonic 불안정성은 2차 파의 주파수가 1

차 파 주파수의 절반인 경우에 해당한다[29-30].

해석 조건은 Chang[22]이 LASTRAC을 사용한

사례 연구(case study)의 조건과 동일하게 하였

다. 1차 파는   인 T-S 파로 (2,0) 모드이고

2차 파는   , 에서  ±인 한

그림 5. Streamwise velocity disturbance

amplitude of subharmonic

secondary instability; A0 of

primary wave is 0.1%

그림 6. A0 of primary wave is 0.5% Case

쌍(pair)의 경사파(oblique wave)로써 (1,1)과

(1,-1)의 subharmonic 모드로 구성된다. 해석 시

작 지점은 이며 2차 파의 초기 진폭은

0.005%이다. 그림 5는 1차 파의 초기 진폭이

0.1%인 경우, , 로 수행한 해석 결과

에서 주요 모드들의 진폭 변화를 보여준다. 다른

조건들은 동일하게 유지하고, 1차 파의 초기 진

폭만을 0.5%로 크게 설정하여 해석한 결과는 그

림 6에 나타내었다. 두 경우 모두 Chang[22]의

해석결과를 함께 나타내었으며 이들이 서로 잘

일치함을 확인 할 수 있다.

그림 5와 6으로부터 subharmonic 2차 불안정

성의 특성을 확인 할 수 있다. 모두 초기에는 선

형 안정성에 의해 1차 파는 증폭되고 2차 파는

감쇠된다. 1차 파가 증폭 되면서 비선형 상호작

용에 의해 2차 파의 감쇠 경향이 증폭으로 전환
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된다. 1차 파의 초기 진폭이 작은 경우(그림 5)에

는 진폭이 급격한 비선형 증폭을 발생 시킬 만큼

충분하지 않아 하류로 가면서 모두 감쇠됨을 볼

수 있다. 하지만 1차 파의 초기 진폭이 큰 경우

(그림 6)는 2차 파의 급격한 증폭을 유발시키기

에 충분한 성장이 이루어져 모든 모드들이 급격

한 비선형 증폭을 겪게 된다. 이는 3차원 교란인

2차 파가 존재해야 할 뿐 아니라, 우선적으로 2

차원의 1차 파가 충분히 증폭되어야 비선형 증폭

에 이은 붕괴에 도달 할 수 있음을 확인시켜 준

다.

2.2.3 초음속 경계층의 Mack's 2차 모드

비압축성의 경우와는 달리 압축성의 경우에는

마하수가 증가함에 따라 에너지 방정식이 주요하

게 관여하고, 온도 교란의 비중이 점차 증가한다.

해석 코드의 완전한 검증을 위해서는 압축성 해

석에 관여하는 부분들이 정상적으로 기능하는지

확인이 필요하다. 벤치마크 문제로 많이 이용되

는 마하수 4.5 평판 경계층에서 Mack‘s 2차 모드

에 대한 비선형 안정성을 해석하였다. Mack's 2

차 모드는 고 마하수의 초음속 경계층에서 가장

큰 증폭을 나타내는 2차원 교란으로써, 오랜 기

간 동안의 안정성 연구들로부터 그 근원 및 특성

이 매우 잘 알려져 있다[2,4].

  , 온도 교란의 초기 진폭이 10%인

Mack's 2차 모드를 에서부터 ,

으로 해석하였다. 표면에서의 평균 유동의

온도는 단열 조건을 적용하였다. 그림 7은 레이

놀즈수에 따른 주요 모드의 최대 온도 교란의 크

기를 나타내었으며, 주요 모드에 대한 Pruett et

al.[11]의 NPSE 및 DNS 결과를 함께 나타내었

다. 기존의 결과들과 잘 일치함을 확인 할 수 있

으며, 초기의 높은 모드들에서 관찰되는 일정 차

그림 7. Maximum amplitude of temperature

fluctuation

이는 사용한 초기 조건 차이에 따른 과도 구간의

차이이다. 그림 7의 결과로부터 해석 코드의 압

축성 해석능력을 확인 할 수 있다.

2.2.4 초음속 경계층에서의 경사 붕괴

마하수 4이하에서 가장 큰 불안정성을 나타내

는 교란은 점성 불안정성에 근원을 둔 first 모드

중에서 3차원(≠)의 경사파임이 안정성 이론

으로부터 잘 알려져 있다[4-5]. 이에 근거하여 한

쌍의 경사파가 1차 파로써 증폭되고 이들 자체의

비선형 상호작용이 빠른 붕괴 및 천이를 유발한

다는 경사 붕괴 메커니즘이 제안되었다[20,31].

높지 않은 마하수의 초음속 경계층에서, 경사 붕

괴는 subharmonic 붕괴 및 fundamental 붕괴와

같은 2차 불안정성에 의한 붕괴보다도 천이를 발

생시킬 가능성이 높은 메커니즘으로 주목 받고

있다[13,24].

경사 붕괴의 해석에는 3차원 교란의 포함에

따른 폭방향 방정식과 압축성 해석에 따른 에너

지 방정식이 결합되어 모두 관여한다. 검증의

마지막 단계로써 경사 붕괴 해석을 수행하였다.

마하수 2, 단열 조건의 평판 경계층에서

  , 
 ±이고 초기 진폭이

1%인 한 쌍의 경사파를 부터 해석하였

다. 그림 8은 , 로 하여 얻은 계산 결

과에서 모든 모드의 주유동 방향 속도 진폭들을

보여준다. 기본 모드인 경사파 (1,1)과 주유동 방

향 와류 모드 (0,2)에 대한 Chang[22]의 결과를

함께 나타내었으며 두 결과가 잘 일치함을 다시

확인 할 수 있다. 초기에는 기본 모드를 제외한

모든 모드들의 진폭이 매우 작으나, 하류로 갈수

록 모두 급격하게 증폭되는 것을 볼 수 있다. 모

드들이 일제히 비슷한 수준으로 증폭되는 것은

그림 8. Evolution of disturbance amplitude

for Mach 2 flat plate under

oblique breakdown
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그림 9. Instantaneous spanwise vorticity

contours under oblique

breakdown

그림 10. Skin friction coefficient versus

R under oblique-breakdown

천이과정에서 관찰되는 스펙트럼 broadening에

대한 타당한 설명을 제공해 준다.

스펙트럼 broadening은 그림 9의 폭방향 와류

분포에서도 쉽게 확인 할 수 있는데, 하류로 진

행하면서 높은 파수 모드들의 증폭에 따른 복잡

한 구조가 형성됨을 알 수 있다. 그림 9는 폭 방

향으로의 다른 두 위치에서 특정 순간의 폭 방향

와류를 나타낸 것이다.

그림 10은 경사 붕괴에 의해 변형된 평균 유

동장의 표면 마찰 계수를 보여준다. 초기에는 층

류의 값과 잘 일치하지만 하류로 갈수록 상대적

으로 큰 값을 나타내기 시작하고, 그 차이가 점

점 커진다. 이것은 평균 유동 변형의 성장을 의

미한다. 수렴된 해가 얻어지는 영역의 끝 부분에

서는 천이 직전의 전형적인 현상과 같이 마찰계

수가 급격히 증가하는 모습을 보인다. 하지만 이

후에는 더 이상 수렴 된 해가 얻어지지 않는데,

이것은 교란 진폭이 커질수록 수렴된 해를 얻기

어려워지는 NPSE의 기본 성질에 따른 것이다

[22]. 물리적으로는 유한개의 이산화 된 주파수와

파수의 조합만으로는 이후 영역에서의 유동 및

교란 구조를 충분히 분해 할 수 없기 때문이다.

초기 경사파의 진폭이 0.02%, 0.5%인 경우의

해석 결과를 함께 나타내었다. 세 경우를 비교해

보면 초기 진폭이 클수록 붕괴가 상류에서 일어

남을 확인 할 수 있으며 이것은 천이에 대한 직

관과도 잘 일치한다.

2.2.5 파라미터 연구로의 적용 예

NPSE는 경계층 안정성에 대한 다양한 파리미

터 연구에 활용 가능하다. 하나의 예로, 표면 가

열 및 냉각이 초음속 경계층의 경사 붕괴에 미치

는 영향을 파악하였다. 앞서 다루었던 마하수 2

의 평판에서 단열 조건( ) 대신 표면 온

도 가 각각  ,  인 경우

를 고려하였다. 동일하게 진폭이 1%이고

  ,  ±인 한 쌍의 경사파를

에서의 초기조건으로 하였다.

계산된 표면 마찰 계수를 그림 10의 단열 조

건 결과와 함께 그림 11에 나타내었다. 표면 온

도가 높은 경우 붕괴가 빠르게 일어나며, 낮은

경우 붕괴가 지연되는 것을 확인 할 수 있다. 이

것은 기본 모드인 경사파가 first 모드이기 때문

이며, 이 모드가 표면 가열에 의해 불안정해지고

냉각에 의해 안정해 지는 특성은 선형 안정성 이

론으로부터 잘 알려져 있다[4-5]. 기본 모드의 빠

른 선형 증폭은 비선형 상호작용을 보다 상류에

서 시작되도록 하며, 반대로 선형 증폭 지연은

붕괴의 지연으로 이어진다.

또한 NSPE는 receptivity 해석[3,33]과  방법

[34]을 통합하여 천이 지점 예측[35,36]에도 활용

가능하다. 뿐만 아니라 제트 유동의 안정성[37],

제트 유동의 소음 특성 예측[38]을 비롯하여 그

활용성이 크다.

그림 11. Effect of wall temperature on the

skin friction coefficient in oblique

-breakdown
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Ⅲ. 결 론

본 연구에서는 경계층 비선형 안정성 해석을

위한 NPSE 코드 개발 및 검증을 수행하였다.

비압축성 평판 경계층에서의 T-S 파,

subharmonic 2차 불안정성, 마하수 4.5 경계층에

서의 Mack's 2차 모드, 마하수 2에서의 경사 붕

괴 해석들을 수행하였으며, 기존 문헌 결과들과

정성적, 정량적인 면에서 모두 잘 일치함을 확인

하였다. 비선형 상호 작용에 의해 기본 모드의

진폭이 선형 안정성 해석 결과보다 더 크게 증폭

되며, 기본 모드의 성장에 따라 다른 모드들도

유도 되어 증폭됨을 확인하였다. 비선형 안정성

에 따른 2차 불안정성 및 경사 붕괴 등의 전형적

인 특징들을 확인하였다.

본 연구에서 확보한 NPSE 해석 기법은 안정

성 문제에 대한 파라미터 연구 및 천이지점 예측

에 다양하게 활용될 수 있으며, 국내의 유동 안

정성 및 천이 이론 연구의 밑바탕이 될 것으로

판단된다.
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