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요 약

본 논문에서는 영 과잉 계수형 자료 분석을 위한 모형중의 하나인 영 과잉 포아송 모형의 베이지안 접근 방법에 대해
서 연구한다. 구체적으로는 베이지안 영 과잉 포아송 모형의 적합을 위한 사후 표본을 추출하는데 있어서, 깁스 표

집기(Gibbs sampler)를 이용하는 마르코프 연쇄 몬테칼로(MCMC) 방법과 역 베이즈공식(IBF)에 의한 표본추출

방법 두 가지를 고려한다. 이러한 두 가지 사후 표본 추출방법을 비교 설명하고, IBF를 통한 사후표본을 깁스 표집

기 사후표본의 수렴성 여부를 확인하는 방식에 대해서도 소개한다. 이를 바탕으로 베이지안 영 과잉 포아송 모형을

Trajan이라는 사과 품종의 발아자료(Trajan data, Marin 등, 1993)에 적용하고 모수에 대한 사후추론을 실시하고

기존의 결과와 비교한다. 또한 주어진 자료에 대하여 영 과잉 포아송 모형이 적합한지에 대한 여부를 여러 가지 모

형선택 기준을 통해서 살펴보고, 아울러 기존의 자료 분석 결과 (Rodrigues, 2003)를 보완하기 위하여 계층적 베이

지안모형과같은대안에대해서도논의해본다.

주요용어: 깁스표집기, 역베이즈공식, 베이지안카이제곱적합도, DIC, 계층적베이지안모형.

1. 서론

셀 수 있는 값들을 갖는 계수형 자료(count data)는 보건 행정학, 의학, 사회학, 체육학, 공학 등 실생활

과 관련된 여러 분야에서 관측될 수 있다. 이러한 계수형 자료 중에서 포아송 분포와 같은 일반적인 계

수형 자료 분포에서 발생하는 영(zero)의 개수보다 더 많은 영 자료(zero data)가 발생하는 경우가 종종

있는데 이러한 자료를 분석하는 모형을 영 과잉 모형(Zero Inflated model)이라 한다. 이러한 영 과잉

모형은 실제 응용분야에서 계수형 자료를 분석하는데 있어서 다양하게 사용되어 왔다. 특히 포아송 분

포 가정 하에서의 영 자료보다 더 많은 영 자료가 관측되는 모형을 영 과잉 포아송 분포(Zero Inflated

Poisson distribution; ZIP)라고 한다 (Johnson 등, 2005). 영 과잉 포아송 분포는 사망률 자료와 같은

의학 통계분야에서 활용되어 왔으며, 예를 들어, 희귀질병으로 인한 사망 자료(mortality data due to

rare diseases)에 대한 분석에 있어서는 ZIP 모형이 매우 유용하게 사용된다 (Ugarte와 Militino, 2004;

Gómez-Rubio와 López-Qúılez, 2010).

영 과잉 포아송 분포자료를 일반적인 포아송 모형으로 적합했을 때에는 영 과잉 부분에 대한 편향추

정(biased estimation)이 발생하게 되고 이러한 문제를 해결하기 위해서 ZIP 모형을 이용하는 여러 가

지 방법론이 제안되었고 실제 문제에 응용되었다. 예를 들어 Yip (1988)는 나뭇잎에 붙어있는 곤충의

개수를 분석하기 위하여 영 과잉 포아송(ZIP) 모형을 적용하였고 Lambert (1992)에 의해 ZIP 분포
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를 이용한 회귀분석 방법도 소개되었으며 Heilbron 등 (1989)은 영 과잉 포아송 분포와 더불어 이를

확장한 영 과잉 음이항 분포(Zero Inflated Negative Binomial distribution; ZINB)을 인간행동 연구
에적용하였다. 아울러이러한빈도론적인 방법론은영과잉이항모형(Zero Inflated Binomial model),

영 과잉 음이항 모형(Zero Inflated Negative Binomial model), 영 과잉 일반화 포아송 모형(Zero In-

flated Generalized Poisson model) 등으로 확대되었고 공변량을 포함시키는 다양한 영 과잉 회귀 모
형(Zero Inflated Regression model)이 제안되었다. 베이지안적 관점에서는 Rodrigues (2003), Ghosh

등 (2006) and Angers와 Biswas (2003)등에서MCMC(Markov Chain Monte Carlo)또는 Importance

Sampling을 통한 Monte Carlo 방법론 등을 이용해 영 과잉 포아송(ZIP) 모형의 사후분포로부터 표본

을 추출하고 모형을 적합하는 방법을 제시하였고 여러 가지 실제자료에 적용하였다. 이러한 베이지안

추론을 위해서 사용되는 MCMC와 같은 반복적 표본 추출 방법론(iterative sampling)은 표본 추출이

잘이루어졌는지에대한확인이필요하며반복추출횟수를수렴하기까지충분히크게해야하는번거로

움이 발생할 수 있다. 이와는달리 역 베이즈 공식 표집기(Inverse Bayes Formula(IBF) sampler)를 통

한 사후표본 추출방법 (Tan 등, 2003)은 정확 표집방법(exact sampling)으로서 조건부 표본 추출 방법

이기 때문에 MCMC 방법과 같은 반복적 표본 추출 방법에서 발생하는 수렴 확인(convergence check-

ing) 문제와 느린 수렴(slow convergence) 문제 혹은 많은 반복 횟수 문제를 피할 수 있다는 장점이 있

다. 또한 IBF 표집을 통한 사후표본들은 MCMC 방법을 통한 사후표본들의 수렴여부를 확인하는데 활

용될 수 있으며 (Tan 등, 2010), 선형혼합효과모형(linear mixed effects model)이나 결측자료 문제와

같은 다양한 응용문제에서도 정확 표집기로서 유용하게 활용되어 왔다 (Tian 등, 2007). 본 논문에서

는 이러한 영 과잉 포아송 모형의 베이지안 분석을 위하여, MCMC를 통한 반복적 추출방법과 역 베이

즈 공식 표집기에 의한 비 반복적 추출방법 두 가지를 고려하고 실제 응용문제에서의 자료에 대해 분석

하고 그 결과를 논의한다. 구체적으로, 2절에서는 베이지안 영 과잉 포아송 모형 적합을 위한 사후 표본

을 추출하는데 있어서, 깁스 표집기(Gibbs sampler)를 이용하는 MCMC 방법과 역 베이즈 공식 표집

기(IBF sampler)를 이용하는 방법을 설명한다. 또한 깁스 표집기로부터 추출된 사후표본의 수렴성 여

부를 확인하는 여러 가지 기준을 언급하고, 아울러 역 베이즈 공식 표집기를 통한 사후표본과 쿨백-라이

블러 발산(Kullback-Leibler divergence)기준을 이용하여 깁스 표집기 사후표본의 수렴성 여부를 확인

하는방식에대해서도소개한다. 3절에서는이를바탕으로베이지안영과잉포아송모형을 Trajan이라

는 사과 품종의 발아에 관한 실제 자료(Trajan data, Marin 등, 1993)에 적용하고 모수에 대한 사후추

론을 실시한다. 추가적으로 Trajan data에 대하여 영 과잉 포아송 모형이 적합한지에 대한 여부를 카

이제곱적합도, 사후확률검정및 DIC(Deviance Information Criterion)을사용하여확인해보고기존의

자료 분석 결과 (Rodrigues, 2003)에 대하여 비교 분석하고 보완하도록 한다. 아울러 기존의 자료 분석

결과 (Rodrigues, 2003)를 보완하기 위하여 계층적 베이지안 모형과 같은 대안에 대해서도 논의해본다.

끝으로 4절에서는결론을통해본논문을정리하고추가연구의방향에대해서논의한다.

2. 영 과잉 포아송 모형과 베이지안 적합 방법

2.1. 영 과잉 포아송 모형

이산형 확률 변수 YD가 모수 λ를 포함하는 f(y;λ)라는 확률 질량 함수를 가질 때, 모수 ϕ를 추가하여

다음과 같은 확률 질량 함수를 갖는 영 과잉 분포(zero inflated distribution; ZID), Y ∼ ZID(ϕ, λ)를

정의한다.

f(y;ϕ, λ) = ϕI(y=0) + (1− ϕ)f(y;λ), 0 ≤ ϕ ≤ 1. (2.1)

이 경우 영 과잉 확률변수 Y가 0일 확률은 f(0;ϕ, λ) = ϕ + (1 − ϕ)f(0;λ)이 되며 원래의 확률 변수
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YD가 0일 확률 f(0;λ)보다 높음(Pr(Y = 0) ≥ Pr(YD = 0))을 알 수 있고, 영 과잉 확률 변수 Y가

0보다 클 확률은 원래의 확률 변수 YD가 0보다 클 확률보다 작음(Pr(Y > 0) ≤ Pr(YD > 0))을 쉽

게 확인할 수 있다. 또한 영 과잉 분포는 영의 값만을 갖는 점 확률 분포와 일반적인 이산 확률 분포와

의 혼합 분포(mixture distribution)라고 할 수 있다. 이러한 영 과잉 분포 중에서 가장 간단한 형태 중

의 하나는 본 논문에서 고려하는 영 과잉 포아송 분포(Zero Inflated Poisson; ZIP)이며 식 (2.1)에서의

f(y;λ)를 포아송 확률 질량 함수 e−λλy/y!로 대체하여 다음과 같은 영 과잉 포아송 분포의 확률 질량

함수를얻는다.

f(y;ϕ, λ) = ϕI(y=0) + (1− ϕ)
e−λλy

y!
, y = 0, 1, 2, . . . , 0 ≤ ϕ ≤ 1, (2.2)

앞서 언급했듯이 식 (2.2)의 영 과잉 포아송 분포는 영의 값만을 갖는 점 확률 분포와 포아송 분포의 혼

합 분포로 간주 할 수 있고, 이 경우 혼합 비율(mixing proportion)은 모수 ϕ에 의해서 결정된다. 영

과잉 포아송 분포는 ϕ = 0이면 일반적인 포아송 분포와 같은 분포가 되고 ϕ가 커질수록 더 많은 영

자료를 포함되게 된다. 따라서 일반적인 포아송 분포가 하나의 모수 λ만 갖는 것에 비해 영 과잉 포아

송 분포는 두 개의 모수 ϕ와 λ를 갖는다. 따라서, 포아송 분포를 가정할 수 있는 이산형 자료를 분석

하는데 있어서, 실제로 관측된 영 자료가 주어진 포아송 분포로부터 예상되는 영 자료보다 더 많은 경
우에는, 일반적인 포아송 모형의 대안으로서 영 과잉 포아송 모형을 사용한다. 이러한 영 과잉 포아송

모형을 적합하기 위하여 먼저 모수 ϕ, λ의 가능도 함수(likelihood)를 알아보도록 한다 (Tan 등, 2010).

yobs = (y1, . . . , yn)를 n개의관측값이라고하면, 가능도함수는다음과같다.

L(ϕ, λ|yobs) = [ϕ+ (1− ϕ)e−λ]m × (1− ϕ)n−mΠyi /∈O
e−λλyi

yi!
. (2.3)

식 (2.3)에서 O = {yi : yi = 0, i = 1, 2, . . . , n}는 관측 값 yi들 중에서 영 자료들의 집합이고 m은 집

합 O의 원소의 개수를 의미한다. 집합 O의 원소, 즉 관측 값들 중에서 영의 값은 두 가지로 분류가 될
수 있는데, 하나는 영의 값만 갖는 분포로부터 얻은 경우와 포아송 분포에서 얻은 영의 경우 두 가지이

다. 첫 번째 경우와 같은 상황에서, 영의 값만 갖는 분포로 관측 값에 작용을 한 Z라는 임의의 잠재 변

수(latent variable)를 정의하면, m개의 영 관측 값 중에서 Z개의 영 관측값은 특정한 분포로부터 ϕ의

비율로나오고 m− Z개의영관측값은포아송분포로부터 (1− ϕ)e−λ의비율로나오는이항분포를따

르게 되고, 성공확률은 ϕ/(ϕ + (1 − ϕ)e−λ)가 됨을 알 수 있다. 구체적으로는 ϕ, λ와 Yobs가 주어졌을

때, Z에대하여다음과같은조건부예측분포(conditional predictive distribution)를정의할수있다.

Z|yobs, ϕ, λ ∼ Binomial

(
m,

ϕ

ϕ+ (1− ϕ)e−λ

)
. (2.4)

식 (2.4)와 같이 잠재 변수를 도입하는 방식은 혼합분포(mixture distribution)의 적합을 위한 깁스 표

집기나 EM 알고리즘 등에서 자료확대(data augmentation)을 통한 효율적인 계산을 위해서 사용된다

(예: Albert와 Chib (1993) 또는 Diebolt와 Robert (1994) 등). 이제새롭게도입된잠재변수 Z와기

존의 관측 값 Yobs를 포함한 (ϕ, λ)에 대한 완전 자료, D = (yobs, z)를 바탕으로 하는 가능도(complete-

data likelihood) 함수를정의하면다음과같다.

L(ϕ, λ|D) ∝ ϕz
[
(1− ϕ)e−λ

]m−z

× (1− ϕ)n−mΠyi /∈O
e−λλyi

yi!

∝ ϕz(1− ϕ)n−ze−(n−z)λλ
∑

yi /∈O yi . (2.5)

식 (2.5)에서 주어진 가능도 함수를 바탕으로 베이지안 적합을 하기 위해서는 적절한 사전분포(prior

distribution)를 고려해야하며 이를 위하여 공액사전분포(conjugate prior distribution)를 사용하도록
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한다. 가능도 함수의 형태를 살펴보면, 0과 1사이의 값을 갖는 모수 ϕ에 대해서는 이항분포의 공액 사

전 분포로서의 Beta(a, b)를 사전 분포로 사용하는 것이 합당하고, 포아송 분포의 모수인 λ에 대해서는

Gamma(c, d)를쓰는것이합당하다고여겨지며이두사전분포는서로독립이라고가정한다.

ϕ ∼ Beta(a, b), λ ∼ Gamma(c, d). (2.6)

따라서 식 (2.5)의 가능도 함수와 식 (2.6)의 사전분포를 결합하여 모수 (ϕ, λ)에 대하여 다음과 같은 결

합확대사후분포(joint augmented posterior distribution)를얻게된다.

p(ϕ, λ|D) ∝ L(ϕ, λ|D)× p(ϕ)p(λ)

∝ ϕz(1− ϕ)n−ze−(n−z)λλ
∑

yi /∈O yi × ϕa−1(1− ϕ)b−1λc−1e−dλ. (2.7)

또한식 (2.7)의결합확대사후분포는 λ와 ϕ 두확대사후분포의곱으로표현될수있으며각사후분포는

식 (2.8)과같이계산됨을알수있다.

ϕ|D ∼ Beta(z + a, n− z + b),

λ|D ∼ Gamma

∑
yi /∈O

yi + c, n− z + d

 . (2.8)

결론적으로 영 과잉 포아송 분포(ZIP)에 대한 가능도 함수를 바탕으로 적절한 사전분포 하에서 식

(2.8)의 사후분포를 유도하였다. 다음 절에서는 이를 바탕으로 사후표본을 추출하여 베이지안 추론을

시행하는데 있어서, 우리가 고려해 볼 수 있는 두 가지 수치적 방법, 깁스 표집기 알고리즘과 역 베이즈

공식표집기알고리즘에대해서구체적으로설명해보도록한다.

2.2. 깁스 표집기(Gibbs sampler)를 통한 사후 표본 추출

2.1절의 식 (2.8)에서 설명된 사후분포는 잠재변수 Z를 포함하는 완전자료D = (yobs, z)를 바탕으로 유

도된 것이므로 이를 통한 사후 표본추출에서는 잠재변수 Z에 대한 표본추출이 필요하다. 깁스 표집을

통한 사후표본 추출에서는 잠재변수 Z에 대한 표본추출을 위해서 식 (2.4)에서 설명된 이항분포를 따르

는 완전 조건부(full conditional)분포를 이용한다. 이를 바탕으로 완전자료를 구성하고 식 (2.8)의 사후

분포로부터 ϕ와 λ에 관한 사후 표본을 추출하도록 한다. 구체적으로 j번째 (j = 1, 2, . . .) 사후표본을

추출하기위해서다음과같은절차를거친다.

• 단계 1: (j−1)번째사후표본추출값 (ϕ(j−1), λ(j−1))으로부터얻어진식 (2.9)와같은이항분포에서

표본 Z(j)를추출해낸다.

Zj |yobs, ϕ(j−1), λ(j−1) ∼ Binomial

(
m,

ϕ(j−1)[
ϕ(j−1) + (1− ϕ(j−1))e−λ(j−1)

]) (2.9)

• 단계 2: 단계 1에서 얻은 표본 Z(j)를 식 (2.8)의 사후분포에 대입하여 얻은 각각의 사후분포로부터

모수에대한표본 ϕ(j)와 λ(j)를추출해낸다.

ϕ(j) ∼ Beta
(
Z(j) + a, n− Z(j) + b

)
,

λ(j) ∼ Gamma

∑
yi /∈O

yi + c, n− Z(j) + d

 (2.10)
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이렇게 얻은 각 단계에서의 표본들을 기록해두고 정해놓은 반복 횟수까지 계속해서 반복 추출해낸다.

이 경우, 표본 추출 후 확인해봐야 할 사항은 사후 표본의 수렴성(convergence) 여부이다. 깁스 표집

기를 이용한 - 일반적으로는 MCMC 방법을 통한 - 사후표본 추출에서는, 표본을 추출하기 위한 각각

의 마르코프 연쇄(Markov chain)의 정상 분포(stationary distribution)가 우리가 원하는 사후분포인

지, 즉 마르코프 연쇄가 사후분포로 수렴하는지 확인해야한다. 만약 수렴하지 않았다면 수렴할 때까지

반복횟수를 늘여야 하고 적당한 소각표본(burn-in sample)을 제외해야 한다. 처음의 반복 횟수보다 더

많은 반복 횟수를 필요로 하게 되며 수렴이 느리게 되는 문제(slow convergence problem)를 야기하기

도 한다. 이러한 수렴여부 진단(convergence diagnostics)을 위해서는 경험적으로 트레이스 그림(trace

plot)이나두개이상의병렬연쇄를사용하여확인할수있다. 또한수치적으로는 Gelman-Rubin 통계

량 (Rubin과 Gelman, 1992; Brooks와 Gelman, 1998) 등을이용하여수렴여부를진단할수있다.

2.3. 역 베이즈 공식(Inverse Bayes Formula; IBF)을 통한 사후 표본 추출

역 베이즈 공식 표집기(IBF sampler)는 2.2절의 깁스 표집기와는 달리 역 베이즈 공식을 이용한 정확

표집(exact sampling)을 통해 표본을 추출한다 (Tian 등, 2007; Tan 등, 2010). 베이즈 공식의 역방향

을 고려하는 역 베이즈 공식 (Tan 등, 2003, 2010)은 다음과 같이 두 조건부 확률밀도함수의 비를 통해

주변확률밀도함수를얻게되는공식을의미한다.

fY (y) =
fY |X(y|x)
fX|Y (x|y) · fX(x), fX(x) =

[∫
fY |X(y|x)
fX|Y (x|y)dy

]−1

(2.11)

=⇒ fX(x) =

[∫
fX|Y (x|y0)
fY |X(y0|x)

dx

]−1

·
fX|Y (x|y0)
fY |X(y0|x)

∝
fX|Y (x|y0)
fY |X(y0|x)

. (2.12)

식 (2.11)로부터 X와 Y를 바꾸어 놓고 임의로 주어진 값 y0를 대입하면 식 (2.12)를 얻게 된다 (Tan

등, 2010). 이러한 역 베이즈 공식을 바탕으로 제안된 역 베이즈 공식 표집기는 EM(Expectation Max-

imization)/DA(Data Augmentation) 알고리즘과 유사한 형태로 사용되며, 베이지안 추론에서는 확

대사후분포(augmented posterior distribution)나 조건부 예측분포(conditional predictive distribu-

tion)를 통한 사후표본 추출에서 주로 사용된다 (Tan 등, 2003). 역 베이즈 공식 표집기를 이용한 모

형적합 및 사후표본 추출은 결측(missing) 값을 포함하는 이산형 모형에서도 사용되었으며 (Tian 등,

2007), 본 논문에서 고려하는 영 과잉 포아송 모형에서도 쉽게 적용이 되며, 식 (2.4)에서 도입된 잠

재변수의 조건부 예측분포와 식 (2.7)과 (2.8)의 확대된 사후분포를 이용하여 역 베이즈 공식 표집기

를 구성한다. 보다 구체적으로 역 베이즈 공식 표집기의 절차를 설명하면 다음과 같다. 2.2절에서 설

명된 깁스 표집기를 이용하는 절차에서와 마찬가지로 잠재변수 Z에 대한 표본추출이 먼저 필요하며

역 베이즈 공식 표집기에서는 깁스 표집기와는 달리 잠재 변수의 조건부 분포 fZ|Yobs
(z|Yobs)으로부

터 표본 {Z(l)}Ll=1을 생성한다. l번째 표본 Z(l)과 관측값 Yobs를 결합한 완전자료 D(l) = (Yobs, Zl)

이용한 f(ϕ, λ|D(l)) 분포에서부터 추출한 표본 {(ϕ(l), λ(l))}Ll=1을 얻을 수 있다. 이 때 추출된 표

본{(ϕ(l), λ(l))}Ll=1은 사후분포 f(ϕ, λ|Yobs)로부터 얻은 독립이고 동일한 분포로부터 얻은 표본이라고

할 수 있고 f(ϕ, λ|Yobs) =
∫
f(ϕ, λ|Yobs, z)fZ|Yobs

(z|Yobs)dz의 관계로 설명이 가능하다. 따라서 역 베

이즈공식표집기의관건은잠재변수 Z에대한표본을구하는일이다. 식 (2.11)과 (2.12)에서 X의주

변확률밀도 fX(x)를 보다 일반적으로 조건부 확률밀도함수를 이용해서 나타낼 수 있으며, 구체적으로
Yobs가 주어졌을 때의 Z에 대한 조건부 예측 확률밀도함수 fZ|Yobs

(z|Yobs)로 대체하고, y0를 임의의 주

어진모수값 (ϕ0, λ0)로대체하면아래의식 (2.13)을얻게된다 (Tan 등, 2003, 2010).

fZ|Yobs
(z|Yobs) =

[∫
fZ|Yobs,ϕ,λ(z|Yobs, ϕ0, λ0)

fϕ,λ,Yobs|Z(ϕ0, λ0, Yobs|z)
dz

]−1 fZ|Yobs,ϕ,λ(z|Yobs, ϕ0, λ0)

fϕ,λ|Yobs,Z(ϕ0, λ0|Yobs, Z)



682 이지호, 최태련, 우윤성

∝
fZ|Yobs,ϕ,λ(z|Yobs, ϕ0, λ0)

fϕ,λ|Yobs,Z(ϕ0, λ0|Yobs, z)
. (2.13)

이경우, 잠재변수 Z가이산형확률변수이므로 fZ|Yobs
(zk|Yobs) = Pr{Z = zk|Yobs} = pk로대체되고,

Z의 분포를 알기 위해서는 확률질량함수 pk = f(zk|Yobs), k = 1, . . . ,K를 구하도록 한다. 구체적으로
식 (2.13)의역베이즈공식을활용하면식 (2.14)의 qk값들을얻게된다,

qk = qk(ϕ0, λ0) =
Pr{Z = zk|Yobs, ϕ0, λ0}

f(ϕ0, λ0|Yobs, zk)
, k = 1, . . . ,K. (2.14)

식 (2.13)의 역베이즈 공식에서 주어진 모수 값 (ϕ0, λ0)은 일반적으로 임의로 결정되며, 이를 이용한

qk의값은 (ϕ0, λ0)에의존하며,식 (2.14)와같이 qk(ϕ0, λ0)로표현된다. 따라서,역베이즈공식은이론

적으로는임의의모수값에대해항상성립하지만실제적으로는주어진모수값의영향을상당히받는것

으로알려져있다. 특히식 (2.14)에서분모에밀도함수가들어가는데이밀도함수값이 0에가까운경우

에가중치(weight) qk를지나치게크게만들고따라서소수의 qk가매우커져 qk의변동성(variation)을

크게 만들 수 있는 단점이 있다. 이 경우 fZ|Yobs
(z|Yobs)에 대하여 fZ|Yobs,ϕ,λ(z|Yobs, ϕ0, λ0)를 통한 근

사값 중에서 최적인 값(best approximation)에 대응하는 ϕ0와 λ0를 선택하도록 한다 (Tan 등, 2003).

실제 계산을 위해서는 사후 밀도 함수 f(ϕ, λ|Yobs)를 최대로 하는 값 (ϕ̂obs, λ̂obs), 즉 사후 분포 최빈

값(posterior mode)을선택하면충분하다는것이알려져있다 (Tan 등, 2003, Theorem 1).

이제, Z의 조건부 확률질량함수 또는 실제 확률에 대응하는 pk를 다음과 같이 구한다. 식 (2.14)로부터

얻어진 qk값들을 전체 대비 비율로 표준화하여, 즉 총합으로 나누어 계산하면 식 (2.15)의 pk값들을 얻

게된다,

pk =
qk(ϕ0, λ0)

K∑
k=1

qk(ϕ0, λ0)

, k = 1, . . . ,K. (2.15)

식 (2.15)의 확률 값 pk는 이산확률 변수 Z의 조건부 확률 질량함수 f(Z|Yobs)를 결정하며, 이를 바탕

으로표본 {Z(l)}Ll=1를표집한다. 따라서 j번째 (j = 1, 2, . . .) 사후표본을추출하기위한과정들을요약

하면다음과같다.

• 단계 1: 임의로 주어진 (ϕ0, λ0)로부터 식 (2.4)의 이항확률을 계산하고 식 (2.7)의 사후밀도함수를

계산하고두값의비율 qk를계산한다.

Pr(Z = k|yobs, ϕ0, λ0) =

(
m

k

)
ψk

0 (1− ψ0)
m−k, k = 0, 1, . . . ,m, ψ0 =

ϕ0

[ϕ0 + (1− ϕ0)e−λ0 ]

f(ϕ0, λ0|D) ∝ ϕk
0(1− ϕ0)

n−ke−(n−k)λ0λ
∑

yi /∈O yi

0 × ϕa−1
0

(
1− ϕb−1

0

)
λc−1
0 e−dλ0

qk = qk(ϕ0, λ0) =
Pr{Z = k|Yobs, ϕ0, λ0}

f(ϕ0, λ0|Yobs, k)
, k = 0, 1, . . . ,m.

• 단계 2: 단계 1에서얻은 qk를표준화하여 Z의조건부확률질량함수를얻는다.

f(Z = k|Yobs) = pk =
qk(θ0)

m∑
k=0

qk(θ0)
, k = 0, 1, . . . ,m.

• 단계 3: 단계 2에서 얻은 pk를 확률분포로 갖는 이산형 확률변수 Z로부터 L개의 표본 {Z(l)}Ll=1을

추출한다.
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• 단계 4: 단계 3에서 얻은 표본 Z(l)을 식 (2.8)의 사후분포에 대입하여 얻은 각각의 사후분포로부터

모수에대한표본 (ϕ(l), λ(l))을추출한다.

ϕ(l) ∼ Beta
(
Z(l) + a, n− Z(l) + b

)
,

λ(l) ∼ Gamma

∑
yi /∈O

yi + c, n− Z(l) + d

 .

이 경우, 역 베이즈 공식 표집기를 통해 추출된 사후표본 {(ϕ(l), λ(l))}Ll=1은 비 반복적인 정확표

집(noniterative exact sampling)이며 추출횟수 L을 증가시킴으로써, 실제 사후분포와 가깝게 된다.

따라서 반복적인 추출이 아니기 때문에 깁스 표집기를 통한 사후 표본과 같은 수렴성 여부를 조사할

필요가 없다는 장점이 있으며, 또한 깁스 표집기를 통한 사후 표본의 수렴성 조사에 있어서 하나의 기

준(benchmark)으로 활용될 수 있다. 구체적으로는 깁스 표집기와 역 베이즈 공식 표집기로부터 얻
은 사후표본들을 이용하여, 두 표본들 사이의 무질서도(entropy)가 얼마나 일치하는지를 쿨백 라이블

러 발산기준(Kullback-Leibler divergence)을 통해 비교할 수 있다. 이 경우 두 사후표본의 무질서도

의 비(ratio)에 로그를 취한 값이 쿨백 라이블러 발산으로 정의되므로, 무질서도가 비슷해질수록 그 비
율은 1이 되고 쿨백 라이블러 발산 값은 영에 가까운 값을 갖게 된다는 사실을 바탕으로 두 사후표본을

비교할 수 있다 (Tan 등, 2010). 반면에, 역 베이즈 공식 표집기를 사용하는 경우에는, 깁스 표본기법

에 비해 수렴성 문제가 없는 대신, 이전에 설명했던 바와 같이, qk의 안정성(stability)을 확인하는 것이

필요하다. 이러한 문제를 해결하기 위해서, 경험적으로, 여러가지 주어진 모수값 (ϕ0, λ0)을 이용하는

표집기 중에서 가장 안정적인, 즉 변동성이 작은 값을 선택하거나, 사후분포의 최빈값을 주어진 모수값

(ϕ0, λ0)으로 사용하는 역 베이즈 공식 표집기를 사용하도록 한다. 이러한 사실을 바탕으로, 두 사후 표

본에대한실제자료를통한실증적인비교는다음절에서소개된다.

3. 실제 자료 적용: Trajan 자료에 대한 분석 및 고찰

3절에서는앞절에서논의된깁스표집기와역베이즈공식표집기를이용하여베이지안영과잉모형에

서의 사후분포로부터 표본을 추출하고 이를 바탕으로 통계적 추론을 실시한다. 베이지안 영 과잉 모형

을통한자료적합을위하여 Trajan이라는사과품종의발아에관한실제자료(Trajan data, Marin 등,

1993)에 적용하고 기존의 자료 분석 결과 (Rodrigues, 2003)와 비교 분석하고 보완하도록 한다. 또한

Trajan 자료가 영 과잉 포아송 모형이 적합한지의 여부를 베이지안 모형 선택 및 가설 검정의 관점에서
살펴보고, 역 베이즈 공식 표집기 사후 표본을 이용하여 깁스 표집기 사후 표본의 수렴여부와 역 베이즈

공식표집기의안정성에대해서도살펴본다.

3.1. Trajan 자료에 대한 선행 연구: Rodrigues (2003)

표 3.1에 제시된 Trajan 자료는 사과 품종 Trajan의 발아된 싹의 개수를 기록한 자료로서 Marin 등

(1993)의 연구 결과로부터 제공된다. 이러한 Trajan 자료를 분석하기 위하여 기존의 자료 분석 (Ro-

drigues, 2003)에서는 베이지안 포아송 영 과잉 모형을 적용하였다. 구체적으로, 깁스 표집기를 이용한

MCMC 방법을 통하여 포아송 영 과잉 모형의 사후분포를 통한 통계적 추론을 실시하였다. 표 3.1의

Trajan 자료(또는 Trajan 사과 발아 자료)는 미소대량증식(mircopropgation)을 통해 발아된 Trajan

품종 270 싹(shoot)에 대한 뿌리(root) 개수의 빈도를 제공한다. 이러한 실험을 위하여, 광주기(빛을

쏘여준 시간, photoperiod)와 BAP라는 식물생장호르몬(cytokinin)의 농도 두 가지 인자(factor 또는
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표 3.1. Apple cultivar Trajan root data

Photoperiod

BAP 8 16

2.2 4.4 8.8 17.6 Total 2.2 4.4 8.8 17.2 Total

roots

0 0 0 0 2 2 15 16 12 19 62

1 3 0 0 0 3 0 2 3 2 7

2 2 3 1 0 6 2 1 2 2 7

3 3 0 2 2 7 2 1 1 4 8

4 6 1 4 2 13 1 2 2 3 8

5 3 0 4 5 12 2 1 2 1 6

6 2 3 4 5 14 1 2 3 4 10

7 2 7 4 4 17 0 0 1 3 4

8 3 3 7 8 21 1 1 0 0 2

9 1 5 5 3 14 3 0 2 2 7

10 2 3 4 4 13 1 3 0 0 4

11 1 4 1 4 10 1 0 1 0 2

12 0 0 2 0 2 1 1 1 0 3

>12 13, 17 13 14, 14 14 6

실험조건)를조절하고이에따라서발아된각각의싹에대한뿌리의개수를기록하였다. 광주기와 BAP

농도, 두 가지 인자에 대하여, 첫 번째로 광주기를 8시간과 16시간으로 구분하여 두 집단으로 나누었고,

두 번째로 각 집단에 대해 BAP의 농도를 4 단계(2.2, 4.4, 8.8, 17.2)로 나누어 발아된 싹에서의 뿌리의

개수를계측하였다. 그결과는표 3.1에기록된자료와같다.

자료 분석을 위해서 먼저 Rodrigues (2003)와 마찬가지로 BAP 농도별 4단계 실험조건은 고려하지 않

고 광주기에 따른 두 그룹(8시간/16시간)의 자료를 분석하기로 한다. 표 3.1에서 BAP 농도에 따른 차

이가 병합된 총계(Total)에 해당하는 뿌리의 개수가 관심 있는 계수형 자료(count data)가 된다. 특

히 광주기(photoperiod)가 16시간인 경우, 뿌리의 개수가 0인 싹의 개수가 62개로서 영 과잉 자료임

을 쉽게 확인할 수 있다. 따라서, 광주기가 16시간인 자료가 주 관심 대상이라고 하겠다. Rodrigues

(2003)에서는두계수형자료를분석하기위하여포아송(P) 모형과영과잉포아송(ZIP) 모델을사용하

여적합한결과를제시하였고광주기 16시간의적합결과는표 3.2와같다.

EP와 EZIP는 각각 포아송(P) 모형과 영 과잉 포아송(ZIP)을 사용하여 적합한 빈도(Fitted fre-

quency)를 나타내며 영 관측 값의 경우 포아송 모형에 비해서 영 과잉 포아송 모형이 잘 적합함을
알 수 있으며 그 외의 관측 값에 대해서는 포아송 모형이 과다추정의 경향을 영 과잉 포아송 모형이 과
소 추정의 경향을 보임을 알 수 있다. 또한 Rodrigues (2003)에서는 포아송 모형과 영 과잉 포아송 모

형(ZIP)간의 선택을 위한 기준으로 χ2 =
∑

i (Oi − Ei)
2/Ei값을 제공하였으며 표 3.2에 제시된 광주기

16시간 자료에 대한 두 적합 값, 2954와 49.85를 통해서 볼 때, 광주기(photoperiod) 16시간의 경우는

ZIP 모형이선호됨을알수있다.

3.2. 실제 자료에 대한 응용(Trajan Data) 및 분석 결과

본 논문에서의 Trajan 자료에 대한 분석에서는 Rodrigues (2003)에서 행해진 기존의 분석 결과를 비교
하고 보완하도록 한다. 구체적으로, Trajan 자료를 분석하기 위한 베이지안 ZIP 모형을 적합하는데 있

어서 앞 절에서 설명한 깁스 표집기와 역 베이즈 공식 표집기를 사용하여 사후표본을 추출하고 이를 바
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표 3.2. Rodrigues (2003)의 적합 결과: 광주기 16기간

No. of roots Obs EP EZIP

0 62 7.43 61.68

1 7 21.27 1.74

2 7 30.43 4.63

3 8 29.02 8.23

4 8 20.76 11.00

5 6 11.88 11.80

6 10 5.66 10.57

7 4 2.31 8.13

8 2 0.82 5.49

9 7 0.26 3.31

10 4 0.07 1.79

11 2 0.01 0.89

12 3 0.00 0.40

χ2
P = 2954 χ2

ZIP = 49.85

탕으로 다음과 같은 관점에서 자료 분석을 실시한다. 첫째, 깁스 표집기를 통한 사후표본의 추출에 있

어서, 본 논문에서는 실제 베이지안 자료 분석에서 많이 사용되는 WinBUGS (Spiegelhalter 등, 2003)

프로그램을 이용한다. WinBUGS에서는 베이지안 사후추론에서 필요한 다양한 통계량을 제공함으로써

사용자에게 편의를 제공한다 (Ntzoufras, 2009). 예를 들어 WinBUGS에서는 사후표본의 수렴 여부 확

인을 위하여 2절에서 언급되었던 트레이스 그림(trace plot)이나 Gelman-Rubin 통계량을 자동적으로

제공하기 때문에 이를 이용하여, 수렴여부 확인이 간략히 언급된 Rodrigues (2003)의 결과들을 보완

한다. 둘째, 역 베이즈 공식 표집기를 통한 사후표본을 이용하여 깁스 표집기를 통한 사후표본의 결과

와 비교한다. 또한 2절에서 설명된 것처럼 깁스 표집기를 통한 사후표본의 수렴성 여부를 역 베이즈 공

식 표집기 사후표본을 이용하는 대안적인 절차를 바탕으로 Trajan 자료를 적용하고 실증적으로 확인하

여 Rodrigues (2003)의 결과를 보완한다. 셋째, ZIP 모형선택을 위하여 Rodrigues (2003)에서 사용

한 전통적 χ2적합도 검정기준 뿐만 아니라 사후확률을 바탕으로 하는 베이지안 검정을 실시하고, 아울

러 베이지안 모형 적합에서 실용적으로 자주 사용되며 동시에 WinBUGS에서 제공되는 DIC(Deviance

Information Criterion, Spiegelhalter 등, 2002)를 이용하여 모형 선택 기준으로 활용하도록 한다. 마

지막으로, Trajan 자료를 적합하는데 있어서 Rodrigues (2003)에서 고려하지 않았던 BAP 농도에 따

른 차이를 고려한, 계층적 베이지안(hierarchical Bayesian) 영 과잉 모형에 대해서도 논의해본다. 이러

한 관점을 바탕으로 베이지안 영 과잉 포아송 모형을 적합하기 위하여 식 (3.1)에 주어진 모형구조와 무
정보적(noninformative) 사전분포를이용한다.

Yi ∼ ZIP(ϕ, λ), i = 1, . . . , n,

ϕ ∼ Beta(0.5, 0.5),

λ ∼ Gamma(0.001, 0.001). (3.1)

베이지안 ZIP 모형에서는, 일반적으로 0과 1사이의 값을 갖는 모수 ϕ에 대해서는 ϕ ∼ Beta(a, b)를 사

용하고 포아송 모수 λ에 대해서는 λ ∼ Gamma(c, d)의 형태를 사용한다 (Tan 등, 2003; Ghosh 등,

2006). 이 경우 각각의 사전분포는 Bernoulli(ϕ)와 Poisson(λ), 일반적으로는 Power series(PS) 분포

의공액사전분포로이해할수있다 (Ghosh 등, 2006). 기존의자료분석결과인 Rodrigues 등 (2003)에

서는 a = b = c = 1/2와 d = 0를 갖는 다소 불명확한 사전분포가 명시되어 있다. 본 논문에서는
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표 3.3. (ϕ0, λ0)에 따른 qk의 변동성 비교

(ϕ0, λ0) (0.5, 4.2) (0.55, 4.4) (0.4, 5) (ϕ̂obs, λ̂obs) = (0.4743, 5.4314) (0.45, 5.6)

Var(q) 289275.9 4291.446 0.01044 0.000058 0.00011

표 3.4. 깁스 표집기 (WinBUGS 이용)와 역 베이즈 공식 표집기를 통한 사후 표본 요약

사후표본 mean s.d 2.5 25 median 75 97.5

λ
깁스표집기(WinBUGS) 5.441 0.279 4.906 5.253 5.440 5.625 6.003

역베이즈공식표집기(R) 5.447 0.279 4.927 5.247 5.431 5.637 5.990

ϕ
깁스표집기(WinBUGS) 0.475 0.042 0.393 0.446 0.474 0.505 0.556

역베이즈공식표집기(R) 0.476 0.044 0.391 0.445 0.475 0.504 0.567

무정보적 사전분포(분산이 매우 큰, high variance)를 고려하기 위해서, 식 (3.1)에서는 a = b = 0.5,

c = d = 0.001을 사용하였으며, 이러한 무정보적 사전분포는 Ghosh (2006, Section 3)에서도 고려되었

다.

표 3.4은 식 (3.1)의 베이지안 영 과잉 포아송 모형의 사후 분포에 대한 추론을 위하여 깁스 표집기와

역 베이즈 공식 표집기를 통해 추출한 1000개의 사후표본에 대한 요약 통계량 (평균, 표준편차, 0.025,

0.25, 0.5, 0.75, 0.975 분위수)을 나타낸다. 깁스 표집기를 통한 사후 표본추출을 위하여 WinBUGS 프

로그램(부록의 코드 참조)을 이용하였고 사후표본추출에 있어서는 각각의 모수별로 5000번의 반복시행

을 하였고 4000개의 소각샘플(burn-in sample)을 제거하였다. 깁스 표집기의 수렴여부를 확인하기 위

하여 R-package 중의 하나인 CODA(Convergence Diagnosis and Output Analysis)에서 제공하는 다

양한 진단 통계량 및 검정(Geweke diagnostic (Geweke, 1992), Gelman-Rubin diagnostic (Gelman과

Rubin, 1992), Raftery-Lewis diagnostic (Raftery와 Lewis, 1992))을이용하여, 세개의병렬체인을사

용하는 WinBUGS를 통해 추출한 MCMC 결과물에 대한 수렴여부를 확인하였다. 또한 WinBUGS에

서 자체적으로 제공하는 다중 트레이스 그림과 BGR diagnostic (Gelman과 Rubin, 1992; Brooks와

Gelman, 1998)을 이용하여 ϕ와 λ 두 모수에 대한 사후표본의 수렴여부를 확인하였다. 수렴 여부를 확

인하기 위한 다양한 기준을 통해서 살펴 본 결과 깁스 표집기를 통한 사후표본은 각각의 사후분포로 수

렴함을알수있었다.

2절에서설명되었던것처럼, 역베이즈공식표집기를사용하는경우, 주어진모수값 (ϕ0, λ0)를결정하

기 위해서 사후 분포 최빈값을 사용하는 것이 바람직하며, 본 자료분석에서는 식 (3.1)의 베이지안 모형

으로 부터 결정되는 사후 분포 최빈값(posterior mode)을 사용하였다. 이를 위해서 R library 중의 하

나인 LearnBayes (Albert, 2007)에서 제공하는 laplace함수를 사용하여 수치적으로 사후 분포 최빈값

을 계산하였다. 이를 통하여, 사후 분포 최빈값은 (ϕ̂obs, λ̂obs) = (0.4743, 5.4314)로 얻어졌고, 이 값을

(ϕ0, λ0)로사용하였다. 또한 2절에서설명되었던것처럼, qk의값은 (ϕ0, λ0)에의존하며, (ϕ0, λ0)의값

에 따라 qk의 변동성을 크게 만들 수 있는 단점이 있다. 이를 보완하기 위하여, (ϕ0, λ0)값에 따른 qk의

변동성을 Var(q)로측정하였고, 이경우사후분포최빈값 (ϕ̂obs, λ̂obs)을 (ϕ0, λ0)로사용했을때의 qk의

변동성이 가장 작음을 확인할 수 있었다. 표 3.3은 이러한 수치적 비교를 위한 계산 값들 중, 몇 가지

Var(q)값들을 그러한 예로서 제시한 결과이다. 표 3.4의 역 베이즈 공식 표집기를 통한 결과는 사후 분

포최빈값 (ϕ̂obs, λ̂obs)을이용한결과이다.

표 3.4의 역 베이즈 공식 표집기를 사용한 결과는 깁스 표집기를 통한 결과와 비교하기 위해서 1000개

의 사후표본을 추출하였다. 병렬체인을 사용하고 소각과정을 거쳐야하며 또한 수렴여부를 확인 해야만

하는 깁스 표집기와는 달리 1000번의 반복만을 통해서도 깁스 표집기의 결과와 유사한 결과를 나타냄

을 확인할 수 있었다. 역 베이즈 공식 표집기의 결과는 정확 표집기(exact sampler)로 부터의 결과이므
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표 3.5. 깁스 표집기 반복 횟수에 따른 Kullback-Leibler divergence 값

iteration (J) 1000 10000 100000

KL divergence 0.006770828 −0.001573642 0.0003379718

로수렴여부를확인할필요가없으며, 동시에쿨백라이블러발산(Kullback-Leibler divergence) 평가기

법을 사용하여 깁스 표집기의 수렴여부를 확인하는 대안적인 방법에 활용될 수 있다. 구체적으로, 깁스

표집기와 역 베이즈 공식 표집기로 얻어진 사후표본을 이용하여 두 표본들 사이의 무질서도(entropy)가

얼마나 일치하는지를 확인하는 방법이 Kullback-Leibler 발산 평가 기법이며, 두 사후표본의 무질서도

의 비(ratio)에 로그를 취한 값이 쿨백 라이블러 발산으로 정의되므로, 무질서도가 비슷해질수록 그 비
율은 1에가까우며쿨백라이블러발산값은영에가까운값을갖게된다는사실을이용한다. 이를바탕

으로 Kullback-Leibler 표본 통계량을 계산하기위한 방식은 다음과 같다. 먼저, 깁스 표집기와 역 베이

즈공식표집기에서각각추출된표본들이식 (3.2)와같이주어졌다고하자.{
λ
(j)
Gibbs, ϕ

(j)
Gibbs, z

(j)
Gibbs

}J

j=1
,

{
λ
(k)
IBF , ϕ

(k)
IBF , z

(k)
IBF

}K

k=1
(3.2)

식 (3.2)의 결과들을 바탕으로 각각의 주변 사후분포(marginal posterior distribution)를 식 (3.3)과

(3.4)와같이근사적으로계산한다.

pGibbs (λ|yobs) =
∫
p(λ|yobs, z)pGibbs(z|yobs)dz ≈ 1

J

J∑
j=1

p
(
λ|yobs, z(j)Gibbs

)
, (3.3)

pIBF (λ|yobs) =
∫
p(λ|yobs, z)pIBF (z|yobs)dz ≈ 1

K

K∑
k=1

p
(
λ|yobs, z(k)IBF

)
. (3.4)

따라서 pIBF (λ|yobs)와 pGibbs(λ|yobs) 간의 쿨백 라이블러 발산은 식 (3.5)와 같이 정의되며 식 (3.3)과

(3.4)를이용하여식 (3.6)과같은근사식을얻는다.

KL
(
pIBF (λ|yobs), pGibbs(λ|yobs)

)
=

∫
pIBF (λ|yobs) log

pIBF (λ|yobs)
pGibbs(λ|yobs)

dλ (3.5)

≈ 1

L

L∑
l=1

log
pIBF (λ(l)|yobs)
pGibbs(λ(l)|yobs)

. (3.6)

식 (3.5)에서 λ(1), . . . , λ(L)은 pIBF (λ|yobs)로부터 추출된 랜덤표본을 의미한다. 식 (3.3)–(3.5)의 근사
식에서는 서로 다른 상수 J,K,L이 등장하는데 이 중 깁스 표집기의 반복 값인 J가 주 관심대상인 반
복수이며 깁스 표집기가 수렴하였다면 값이 증가함에 따라서 쿨백 라이블러 발산 값이 0에 수렴할 것으

로 기대할 수 있다 (Tan 등, 2010). 이러한 개념을 바탕으로 Trajan 자료에 적용한 결과가 표 3.5에 요

약되어 있다. 깁스 표집기의 반복 횟수가 커질수록 쿨백 라이블러 발산값이 0에 가까운 값으로 나타남

을 알 수 있는데 이는 깁스 표집기를 통한 사후 표본과 역 베이즈 공식 표집기로부터의 사후 표본 사이

의 무질서도(entropy)가 반복횟수가 커짐에 따라 점점 같아진다는 뜻이다. 즉, 역 베이즈 공식 표집기

는 수렴성 여부를 점검할 필요가 없는 정확 표집기이므로 깁스 표집기의 결과물들과 무질서도가 같아진

다는 것은 깁스 표집기의 수렴을 의미한다고 이해할 수 있으며 깁스 표집기 사후 표본의 수렴여부를 확

인하는대안적인방식으로역베이즈공식표집기가활용될수있다는것을의미한다. 역으로, 수렴여부

가 확인된 깁스 표집기 사후표본은 역 베이즈 공식 표집기에서의 표본추출이 제대로 이루어졌는가를 확

인하는데 같은 방식으로 사용될 수도 있을 것이다. 아울러, 2절에서의 언급과, 표 3.3의 결과에서처럼

역 베이즈 공식 표집기를 사용하는 경우에는, 사후분포의 최빈값을 주어진 모수값 (ϕ0, λ0)으로 사용함

으로써 qk의안정성(stability), 즉작은변동성(variation, Var(qk))을확보하도록한다.
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표 3.6. 광주기 16시간 자료 적합을 위한 포아송 모형과 ZIP 모형간의 비교

Poisson ZIP

DIC 842.6 381.8

베이지안 χ2 적합도 3265.148 56.73583

3.3. 베이지안 모형 선택 및 계층적 베이지안 모형: Rodrigues (2003) 보완

3.1절에서 언급된 바와 같이 Rodrigues (2003)에서는 계수형 자료인 Trajan 자료를 분석하기 위한 모

형으로서 포아송 모형과 영 과잉 포아송 모형을 고려했으며, 표 3.2의 적합 빈도(Fitted frequency)를

통해서 볼 때도 포아송 모형에 비해서 영 과잉 포아송 모형이 잘 적합함을 알 수 있으며, 두 모형 간의

선택 기준으로 카이제곱 적합 값을 제공하였고, 특히 광주기(photoperiod) 16시간의 경우는 영 과잉 모

형이 선호됨을 알 수 있었다. 다만, Rodrigues (2003)의 결과에는 표 3.2의 카이제곱 적합결과가 어떤

식으로 계산 되었는지에 대한 언급이 없으며, 몇 가지 미흡한 결과들이 보이기 때문에 다음과 같은 방

식으로 이러한 점들을 보완하고자 한다. 첫 번째로는, 표 3.2와 같은 카이제곱 적합도를 얻기 위하여 베

이지안 관점의 카이제곱 적합도 검정을 고려한다. 즉, 전통적인 카이제곱 적합도에 대응하는 개념인 베

이지안 카이제곱 적합도 검정은 사후분포로 부터 추출된 모수의 사후표본 값을 바탕으로 계산되는 카이

제곱 적합도 검정을 의미하며, 일반적인 정의와 그에 따른 이론적인 결과들은 Johnson (2004)을 참조

할 수 있다. 두 번째로는 Trajan data에 대하여 영 과잉 포아송 모형이 적합한지에 대한 여부를 카이제

곱 적합외에 대안으로서 DIC(Deviance Information Criterion)를 사용하여 확인해본다. 세 번째로는

Rodrigues (2003)의자료분석에서는고려하지않았던 BAP 농도에따른차이를모형화한다. 구체적으
로는 광주기 16시간에 따른 뿌리의 수 전체 합에 대한 모형 대신에 네 가지 BAP 농도 (2.2, 4.4, 8.8,

17.2)에 따른 뿌리의 수에 대하여 베이지안 영 과잉 모형을 적용한다. 또한 이 경우, 네 가지 농도 차에

따른 서로 다른 모수를 적합하기 위하여 계층적 베이지안 모형(hierarchical Bayesian model)의 사용도

추가적으로 고려하고 이를 바탕으로 사후 예측 점검을 통한 카이제곱 적합도를 계산해본다. 이러한 점

들을 보완한 광주기 16시간에 대한 추가적인 자료 분석 결과와 그에 따른 논의는 다음과 같다. Trajan

자료에 대하여 포아송 모형과 영 과잉 모형 사이에 어떤 모형이 더 적합하지를 위해서는 기본적으로 다

음과같은가설검정또는모형선택을고려한다.

H0 : ϕ = 0, vs. H1 : ϕ > 0

⇔M0 : Yobs ∼ Poisson(λ), vs. M1 : Yobs ∼ ZIP(ϕ, λ) (3.7)

Rodrigues (2003)에서는 식 (3.7)에 주어진 모형 선택을 위하여 카이제곱 적합도를 사용했고 빈도론

적 관점을 바탕으로, Broek (1995)에서는 스코어 검정(score test)을 제안했고, Ridout 등 (2001)에서

는 Trajan 자료에 대하여 스코어 검정을 이용하였다. 식 (3.7)에 대한 베이지안 모형 선택을 위해서는

베이지안 자료 분석에서 실제적으로 자주 사용되는 기준 중의 하나인 DIC(Deviance Information cri-

terion, Spiegelhalter 등, 2002)를 이용한다. DIC를 기준으로 모형을 선택하는 경우에는 더 작은 값

의 DIC를 갖는 모형이 선호되며, 특히 WinBUGS에서는 이러한 DIC 값을 자동적으로 제공하며 (Nt-

zoufras, 2009),실제자료분석에서유용하게사용된다 (Ghosh등, 2006; Johnson, 2004). 광주기 16시

간자료를바탕으로한식 (3.7)의검정및선택을위한 DIC를계산하면표 3.6과같다.

표 3.6의 결과에서 확인할 수 있는 것처럼 DIC를 통한 모형 비교에서는, 일반적인 포아송(Poisson) 모

형적합시보다영과잉포아송(ZIP) 적합을했을때더낮은 DIC 값을갖기때문에광주기 16시간자료

에 대해서는 영 과잉 포아송(ZIP) 모형적합이 더 타당해 보인다. 이러한 결과는 표 3.2에 나와 있는 실

제 관측값이나 Rodrigues (2003)의 카이제곱 적합 값이 보여주는 결과와 같은 결론을 보여준다. 그러
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표 3.7. 사후 표본 요약: 광주기 16시간/4가지 BAP 농도

사후표본 mean s.d 2.5 25 median 75 97.5

λ1 6.496 0.673 5.276 6.033 6.472 6.914 7.910

ϕ1 0.491 0.077 0.342 0.437 0.489 0.544 0.645

λ2 5.839 0.638 4.665 5.392 5.817 6.268 7.155

ϕ2 0.512 0.078 0.364 0.458 0.513 0.564 0.663

λ3 5.185 0.544 4.190 4.811 5.172 5.555 6.295

ϕ3 0.422 0.077 0.276 0.370 0.422 0.474 0.572

λ4 4.639 0.472 3.726 4.314 4.629 4.948 5.613

ϕ4 0.471 0.070 0.337 0.423 0.469 0.518 0.610

나, 표 3.2의 카이제곱 적합 값의 결과에서 알 수 있듯이 포아송 모형의 경우에 비해서 상대적으로 ZIP

모형의 카이제곱 적합 값이 작은 것이지만 실제로 자유도 10 (13 − 2 − 1)을 따르는 p-값을 계산해보면

거의 0에 가까운 값을 보여주며, 두 모형 다 적합하지 않음을 알 수 있다. 이러한 문제점을 보완하기 위

하여, 우리가 고려해보고자 하는 방식은 광주기 16시간 자료를 BAP농도에 따라서 구분하여, 각각 영

과잉 포아송 모형을 적용하는 것이다. 구체적으로는 광주기 16시간에 따른 뿌리의 수 전체 합에 대한

모형대신에네가지 BAP 농도 (2.2, 4.4, 8.8, 17.2) 에따른뿌리의수에대하여각각베이지안영과잉

포아송 모형을 적용한다. 또한 이 경우, 네 가지 농도 차에 따른 서로 다른 모수를 적합하기 위하여 식

(3.8)과같은계층적베이지안모형(hierarchical Bayesian model)을사용하고이를바탕으로사후예측

점검을통한카이제곱적합도를계산해본다.

Yij ∼ ZID(ϕj , λj), i = 1, . . . , nj

ϕj ∼ Beta(a, b),

η ∼ Beta(1, 1),

ψ ∼ Gamma(0.1, 0.1), a = η · ψ, b = (1− η) · ψ,

λj ∼ Gamma(c, d), j = 1, 2, 3, 4,

c ∼ Exp(1),

d ∼ Gamma(0.1, 1). (3.8)

식 (3.8)에서는 네 가지 서로 다른 BAP 농도(2.2, 4.4, 8.8, 17.2)를 나타내기 위하여 첨자 j =

1, 2, 3, 4를 사용하며, 계층적 베이지안 구조를 설명하기 위해서 초모수(hyperparameter)에 대한 사

전분포를 설정한다. 초모수 사전분포(hyperprior)를 설정하는데 있어서, ϕ에 대해서는 두 모수 a, b와

베타확률변수의 평균 및 분산과의 관계를 통해서 초모수 사전분포가 할당되었고, 포아송 모수 λ의 초모

수 c와 d에 대해서는 각각 지수분포와 감마분포를 초모수 사전분포로 설정하였다. 이와 같은 초모수 사

전분포는 이항모형에 대한 계층적 모형과 포아송 모형에 대한 계층적 베이지안 모형에서 많이 사용되는

초모수 사전분포이다 (George 등, 1993; Spiegelhalter 등, 2003, Pump data; Christensen 등, 2011;

등).

계층적 베이지안 모형 적합 결과는 표 3.7에 요약되어 있다. 표 3.7의 결과를 보면 서로 다른 농도에 따

른 뿌리의 개수를 설명하는 영 과잉 포아송 모형의 모수 (λ, ϕ)에 차이가 있음을 알 수 있으며, 실제 관
측 값과 사후 예측을 통한 적합 값을 통해서 볼 때도 서로 다름을 알 수 있었다. 특히 카이제곱 적합값

과 그에 따른 p-값을 살펴보면 표 3.8을 통해 볼 때 BAP 농도 2.2와 17.2의 자료의 경우 유의하지 않은

p-값으로서, 영 과잉 포아송 모형이 적합함을 나타내고 있으며 BAP 농도 4.4와 8.8은 0에 매우 가까운
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표 3.8. 사후 예측 적합: 광주기 16시간/4가지 BAP 농도

No. of roots Obs2.2 E2.2
ZIP Obs4.4 E4.4

ZIP Obs8.8 E8.8
ZIP Obs17.6 E17.6

ZIP

0 15 14.75 16 15.47 12 12.78 19 19.08

1 0 0.17 2 0.28 3 0.55 2 1.01

2 2 0.53 1 0.78 2 1.36 2 2.26

3 2 1.10 1 1.45 1 2.28 4 3.40

4 1 1.73 2 2.06 2 2.88 3 3.87

5 2 2.19 1 2.35 2 2.95 1 3.57

6 1 2.33 2 2.27 3 2.55 4 2.77

7 0 2.16 0 1.89 1 1.90 3 1.86

8 1 1.76 1 1.40 0 1.26 0 1.10

9 3 1.29 0 0.93 2 0.74 2 0.59

10 1 0.86 3 0.56 0 0.40 0 0.28

11 1 0.53 0 0.31 1 0.20 0 0.13

12 1 0.30 1 0.16 1 0.09 0 0.05

χ2 19.01 44.08 45.61 13.23

p-값 0.09 0.00 0.00 0.30

p-값, 즉 유의한 값을 가지며, 영 과잉 포아송 모형이 적합하지 않음을 나타내고 있다. 다만, BAP 농도

2.2에서의 p-값은 0.09로서다소모호한결과를나타낸다. 이러한결과들을 Rodrigues (2003)에서보여

주고 있는 광주기 16시간 전체를 모형화한 결과에서와 같은 영 과잉 포아송 모형의 부적합 결과를 보완

해주는결과라고할수있다.

4. 결론

본 논문에서는 영 과잉 포아송 모형의 베이지안 분석을 위하여 사후 표본 추출 시 고려해 볼 수 있는

두 가지 방법을 고려하였다. 이를 위하여 MCMC 방법을 통한 반복적 추출 방법과 역 베이즈 공식 표

집기에 의한 정확 표집법 두 가지를 고려하고 실제 응용문제에서의 자료에 대해 분석하고 그 결과를 논
의하였다. 구체적으로는 깁스 표집기(Gibbs sampler)를 이용하는 MCMC 방법을 설명하고 깁스 표집

기로부터 추출된 사후표본의 수렴성 여부를 확인하는 여러 가지 기준을 논의하였다. 아울러 역 베이즈

공식 표집기를 통한 사후표본 추출법을 설명하고 이를 이용하여 쿨백-라이블러 발산(Kullback-Leibler

divergence)기준을 통한 깁스 표집기 사후표본의 수렴성 여부를 확인하는 방식에 대해서도 설명하였다.

이러한 결과들을 바탕으로 Trajan이라는 사과 품종의 발아에 관한 실제 자료(Trajan data, Marin 등,

1993)를 분석하고 기존의 자료 분석 결과 (Rodrigues, 2003)에서 고려하지 않았던 부분을 비교하고 보
완하였다. 본 논문에서 고려한 방식인 BAP 농도에 따른 세부적인 분석이 더 향상된 결과를 보였으며

기존의 결과에서 보여주었던 베이지안 영 과잉 포아송 모형의 부적합성을 다소 완화할 수 있었다. 카이

제곱 적합도의 유의확률을 통해서 살펴 본 Trajan 자료에 대한 적합도 문제는 대안적으로 영 과잉 음

이항(Zero Inflated Negative Binomial; ZINB) 모형과 같은 또 다른 영 과잉 모형을 고려해 볼 수 있

는 향후 과제를 남긴다. 실제로 빈도론적인 관점에서 Ridout 등 (2001)에서는 스코어 검정을 통해서

Trajan 자료를사용하여 ZIP과 ZINB간의모형비교를실시하였다. 본논문에서고려하는방식을바탕

으로 ZIP과 ZINB모형간의 베이지안 모형 적합과 그에 따른 모형 선택을 고려하는 것은 흥미로운 향후
과제라고 할 수 있다. 또한 본 논문에서 소개한 역 베이즈 공식 표집기를 ZINB모형과 선형혼합(linear

mixed)모형으로확장하고역베이즈공식표집기사후표본을이용한베이즈인자(Bayes factor)계산과

이를 통한 모형 선택 방법론을 개발하고, 추가적으로 영 과잉 포아송 회귀 모형이나 영 과잉 음이항 회
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귀모형을본논문에서고찰한결과들을바탕으로베이지안관점에서고찰하고자료분석에활용하는것
이필요하다고여겨진다. 이러한추가연구들은본저자들에의해현재진행중이거나향후이루어질연
구방향이라고하겠다.

부록

본논문에서사용한기본적인 ZIP 모형 (3.1)의구현을위한 WinBUGS 코드는다음과같다.

model{

for(i in 1:n){

y[i]~dpois(mu[i])

mu[i]<-(1-u[i])*lambda

u[i]~dbern(phi)

}

lambda~dgamma(0.001,0.001)

phi~dbeta(0.5,0.5)

}
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Abstract
In this paper, we consider Bayesian approaches to zero inflated Poisson model, one of the popular models

to analyze zero inflated count data. To generate posterior samples, we deal with a Markov Chain Monte

Carlo method using a Gibbs sampler and an exact sampling method using an Inverse Bayes Formula(IBF).

Posterior sampling algorithms using two methods are compared, and a convergence checking for a Gibbs

sampler is discussed, in particular using posterior samples from IBF sampling. Based on these sampling

methods, a real data analysis is performed for Trajan data (Marin et al., 1993) and our results are compared

with existing Trajan data analysis. We also discuss model selection issues for Trajan data between the

Poisson model and zero inflated Poisson model using various criteria. In addition, we complement the

previous work by Rodrigues (2003) via further data analysis using a hierarchical Bayesian model.

Keywords: Gibbs sampler, Inverse Bayes Formula, Bayesian χ2 goodness of fit, DIC, hierarchical Bayesian

model.
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