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1. 서 론 

1.1 연구 배경 

본 연구는 비정렬 다변수 데이터를 B-스플라인 

기반의 표현모델에 의해 근사적으로 표현하는 근

사화 기법에 관한 것이다. 여기서 비정렬 데이터

란 구조화된 규칙적 배열을 가진 격자형 형식이 

아닌 불규칙적으로 순서 없이 산만하게 분포된 랜

덤 데이터를 말하며, 다변수 데이터란 데이터 존

재 공간의 차원이 다차원(데이터 독립변수의 개수

가 다수 개)임을 뜻한다. 즉 데이터 분포에 의존

하지 않으며 데이터 차원에 무관한 근사 표현 모

델을 제시하고 이에 기반을 둔 근사화 기법에 관

해 기술하고자 한다. 

본 연구에서 다루는 데이터 근사화 문제는 기초과

학을 포함하여 여러 공학 분야에서 자주 등장하며 그 

물리적 의미가 다를 뿐 공통적으로 고민하는 기본 문

제이며, 이에 기초한 다양한 형태의 응용 사례들이 

존재한다. 예를 들어, 1) CAD 분야에서 곡선 적합 및 

근사 곡면의 생성, 2) 의료분야에서 MRI 및 CAT스캐

닝 장비로부터 획득한 의료 영상으로부터 인체 형상 

모델링, 3) 역공학 분야에서 3D스캐너로 추출된 측정 

점을 가지고 삼각형 형태의 폴리곤 곡면 재건, 4) 최

적화 분야에서 근사 최적화를 위한 반응 표면의 계산, 
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초록: 본 연구는 B-스플라인 하이퍼볼륨을 사용하여 주어진 비정렬 데이터를 근사화하는 데이터 근사 

기법에 관한 것이다. 개발 구현을 위한 B-스플라인 하이퍼볼륨의 자료 구조가 기술되며 해당 메모리 

크기의 측정을 통해 간결한 표현 모델임을 보인다. 제안하는 근사 기법은 두 가지 알고리즘으로 

구성된다. 하나는 B-스플라인 하이퍼볼륨의 절점 벡터 결정에 관한 것이고, 다른 하나는 조정점 결정에 

관한 것으로 최소자승 최소화 문제의 해를 구함으로써 얻게 된다. 여기서 구한 해는 데이터 복잡성에 

의존하지 않는다. 본 연구 방식은 다양한 형태의 데이터 분포를 가지고 근사 정밀도, 메모리 사용량, 

계산 시간 등의 근사화 성능(수준)을 평가한다. 더불어 기존 방법과의 비교를 통해 유용성을 보이며, 

비구속 최적화 예제를 통하여 다양한 응용 분야로의 가능성을 보여준다. 

Abstract: This paper presents a data-fitting technique in which a B-spline hypervolume is used to approximate a given 

data set of scattered data samples. We describe the implementation of the data structure of a B-spline hypervolume, and 

we measure its memory size to show that the representation is compact. The proposed technique includes two 

algorithms. One is for the determination of the knot vectors of a B-spline hypervolume. The other is for the control 

points, which are determined by solving a linear least-squares minimization problem where the solution is independent 

of the data-set complexity. The proposed approach is demonstrated with various data-set configurations to reveal its 

performance in terms of approximation accuracy, memory use, and running time. In addition, we compare our approach 

with existing methods and present unconstrained optimization examples to show the potential for various applications. 
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5) CAE 분야에서 유한 개의 노드 점에서 계산한 등가 

응력 데이터를 가지고 임의의 특정 위치에서의 응력 

분포 계산 및 데이터 가시화, 6) 지질학 분야에서 측

정된 지질 정보로부터 등고선 지도 생성, 7) 유동 가

시화 분야에서 계산된 유속 데이터로부터 와류 등과 

같은 특징적 유동 구조 추출. 이상과 같이 본 연구에

서 다루는 데이터 근사화 문제(해법)는 여러 응용 분

야에서 효과적인 데이터 모델링 방법을 지원하며, 원

시 데이터 내부에 내재된 특이 정보의 추출 및 분석, 

그래픽 처리를 통한 데이터 가시화 등 과학적 데이터

의 효과적 처리를 위한 기반 기술로서 그 활용 가치

가 높다고 말할 수 있다. 

일반적으로 데이터 근사화 기법의 성능 혹은 유

용성을 여러 관점에서 평가하기 위하여 고려되어

야 하는 사항(논점)(1,2)들을 살펴보면 다음과 같다. 

 

○ 근사 정밀도: 근사 모델이 얼마나 정확하게 원

시 데이터를 근사하고 있는지에 관한 문제로서, 

대개 원시 데이터의 복원 정밀도를 RMS 방식에 

의해 측정한다. 

○ 데이터 복잡성: 처리 가능한 원시 데이터의 개

수 및 데이터 분포 형태에 관한 것으로, 대용량 

데이터의 경우 또는 비균일 데이터 분포의 경우 

계산 처리가 불가능할 수 있다. 

○ 메모리 효율: 근사화 과정 혹은 최종 근사 모

델이 필요로 하는 메모리 크기에 관한 것으로, 대

용량 데이터 저장 크기와 근사 모델 사용 메모리 

크기를 상대 비교하여 메모리 사용량 효율을 측정

할 수 있다. 

○ 계산 복잡성: 근사화 과정에 소요된 계산 시간 

및 임의 위치에서의 근사 모델 evaluation 시간에 

관한 것으로, 빠른 계산 결과를 필요로 하는 실시

간 작업의 경우에 매우 중요하다. 

○ 계산 안정성: 원시 데이터의 크기 및 분포 등

에 무관하게 근사화 과정이 수치적으로 안정되게 

계산되는 지에 관한 것으로, 대부분의 기존 근사 

모델의 경우, 수치적 어려움을 가지고 있다. 

○ 근사 완만성: 근사 모델의 완만성(smoothness)

에 관한 것으로, 근사 정밀도와 상충하는 부분이

다. 즉 근사 정밀도가 높다고 최적의 근사 결과라

고 평가할 수 없다. 교차검증(cross validation)(3)에 

관한 고려가 필요하다. 

○ 국부 수정: 기존 데이터가 일부 변경되거나 새

로운 데이터가 삽입되었을 때 이를 효율적으로 처

리할 수 있는지에 관한 것으로, 근사 모델의 국부

적 성질과 관련이 많다. 

이상의 논점 측면에서 과거 40 년 동안 제시되

어 왔던 기존 방법들을 살펴보면 위에서 기술한 

사항 모두를 만족시켜 주는 최선의 근사 모델(혹

은 기법)은 존재하지 않는다.(2) 또한 Nielson 논문(4)

에 의하면 모든 응용 분야에 활용 가능한 단 하나

의 최적 근사 모델은 없으며, 응용 분야별로 각 

모델마다 장단점이 있으며, 데이터의 차원, 크기, 

분포 등에 의존하여 경우마다 다르다. 

본 연구에서 제시하는 근사화 기법도 마찬가지 

경우이다. 위의 열거한 모든 측면에서 기존의 타 

방법들보다 항상 우수한 결과를 보여주는 것은 아

니다. 그러나, 이들 논점 가운데, 기존 방법들의 

치명적 결함이며 이로 인해 다른 논점 사항들조차 

문제를 일으키는 항목이 바로 메모리 효율이다. 

사용하고 있는 근사 모델의 표현 구조와 관련되기 

때문에 모델 정의 자체를 변경하지 않는 한 극복

하기 어렵다. 바로 이 메모리 효율이 본 연구 제

안 모델의 강점으로 현저히 나타난다. (추후 소개

할 적용 예제들을 통하여 확인할 수 있다.) 일반

적으로 근사 모델 자체가 필요로 하는 메모리 크

기가 작을수록, 대규모 데이터의 간결한 근사 표

현이 가능하며, 이로 인해 신속한 데이터 처리와 

쾌속의 계산을 기대할 수 있다. 결국 위에서 언급

한 여러 논점 가운데 메모리 효율은 다른 논점들

에 비해 그 영향력이 크며 실용적 측면에서 반드

시 고려되어야 할 사항으로써 본 연구 제안 모델

의 유용성을 보여주는 것이다. 참고로 근사 정밀

도 역시 근사 기법의 성능과 직결되는 사항으로 

메모리 효율과는 무관하나 근사 완만성과 반드시 

연계하여 함께 고려되어야 한다. 

1.2 관련 연구 

현재까지 알려진 대표적인 데이터 근사화 모델 

혹은 방법으로 Shepard(5) 방식과 RBF(radial basis 

function)(6) 모델이 있다. Shepard 방식은 거리에 반

비례하는 가중치를 사용하여 데이터 값을 보간하

는 방식이다. 이 방식은 입력된 데이터 위치(독립

변수)에 국부적인 극대 혹은 극소 모양의 데이터 

값(종속변수) 분포가 나타나기 때문에 데이터 내

부에 내재된 어떠한 국부적 정보도 추출할 수 없

는 결함을 가지고 있다. 또한 데이터의 국부적 수

정 시 이를 반영시키기 위해 모든 데이터 위치에

서의 가중치 값을 재계산해야 하는 문제점을 가지

고 있다. 이러한 문제점을 해결하기 위해 Franke

와 Nielson 은 MQS(modified quadratic Shepard)(7)을 

제시하였는데, Shepard 방식에서 가중치 계산을 국

부화시켰고, 데이터 값 자리에 가중치 최소자승법
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에 의해 계산되는 2 차 다항식을 삽입하여 사용하

였다. 

RBF 모델은 관련 기저함수의 형태에 따라 다양

한 형태의 개선 모델이 가능하여 최근까지도 여러 

분야에서 다양한 호칭으로 사용되고 있다. 대부분 

거리 개념의 3 차 기저함수를 사용하는데 비정렬 

데이터가 존재하는 볼륨 공간을 보간하는 일종의 

볼륨 스플라인 모델이다. 주어진 데이터를 RBF 

모델에 대입하여 선형대수 방정식을 유도하고, 이

로부터 미지의 계수를 계산함으로써 최종 근사 모

델을 생성한다. 여기서 대용량 데이터의 경우, 유

도된 선형대수 방정식의 행렬이 이론적으로 정칙 

행렬이지만 수치적으로 불량조건(ill-conditioned) 

문제이기에 실제 계산이 매우 느리며 불안한 수치 

결과를 보여준다. 이러한 문제점을 극복하기 위해 

제안된 것이 CS-RBF(compactly supported RBF)(8)이

다. 이것은 기존의 무한 영역의 기저함수 영향 범

위를 한정된 유한 영역으로 조정함으로써 국부적 

성질을 가지게 하여 안정된 수치 계산을 유도한 

것이다. 이밖에 RBF 와 유사한 볼륨 표현 모델로

서 Hardy 가 multiquadratics(9) 모델을 제안하였고, 

Duchon 는 곡률 에너지 최소화 개념의 thin plate 

splines(10)을 제안하였다. 

2. B-스플라인 하이퍼볼륨 

비정렬 다변수 데이터의 효율적 근사화를 위해 

본 연구에서 사용한 근사 모델은 B-스플라인 하이

퍼볼륨(B-spline hypervolume)(11)이다. 이 표현 모델

은 다차원의 스칼라 장(scalar field)을 격자 형태의 

조정점 망(control net)에 의해 정의하는 일종의 텐

서곱 스플라인(tensor product spline) 형태를 갖는다. 

 

2.1 수학적 정의 

B-스플라인 하이퍼볼륨(B-spline hypervolume)은 

마치 B-스플라인 곡선의 매개변수(parameter) 공간

을 한 차원 확장하면 2 차원 곡면이 되는 것처럼, 

매개변수 공간을 임의의 e 차원으로 확장하고, 나

아가 3 차원의 조정점(control point) 벡터의 크기를 

임의의 s 개로 확장한, 일반화된 형태의 매개변수

형 볼륨 표현 모델이다. 식 (1)은 이 볼륨 표현 모

델의 수학적 정의를 보여주고 있다. 

e 차원 유클리드 공간 상에 s 개의 스칼라 장

(scalar field)이 존재할 때, 이를 식 (1)과 같이 B-스

플라인 하이퍼볼륨으로 표현할 수 있다. 
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여기서 uj 는 e 차원 유클리드 공간 상의 j 방향 좌

표이며, 
eii⋯1

A ∈ Rs 는 인덱스 좌표 (i1,···,ie)에 해

당하는 조정점이며, nj와 kj는 uj방향으로의 조정점 

개수 및 차수(order)를 말하고, )(
, j

k

i
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jj T
는 차수가 

kj 인 정규화된 B-스플라인 기저함수로서 아래의 

절점 벡터(knot vector) 상에서 정의된다. 
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위에서 소개한 B-스플라인 하이퍼볼륨은 추후에 

소개될 근사법 알고리즘의 간결한 수식 전개를 위

하여 아래의 식 (2)와 같이 간결한 표현으로 재 

작성할 수 있다. 
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2.2 자료구조 및 메모리 사용량 

본 연구에서 구현한 B-스플라인 하이퍼볼륨의 

자료 구조를 살펴보면 Fig. 1 과 같으며, 이것에 근

거하여 식 (1) 혹은 (2)가 요구하는 메모리 크기는 

Table 1 과 같다. 

 

 

class B-spline_Hypervolume 

{ 

int      m_e;  // space dimension (= e) 

int      m_s;  // vector size of AI (= s) 

int*     m_n;  // number of control points (= nj) 

int*     m_k;  // order of B-spline function (= kj) 

float**  m_T;  // knot vectors (= Tj) 

float**  m_A;  // control points (= AI) 

}; 

 
Fig. 1 Data structure of a B-spline hypervolume with the 

class in C++ 

 



박   상   근 

 

924 

Table 1 Memory usage of a B-spline hypervolume. 

자료형 구성요소 개수 

정수형

(4byte) 

m_e 1 

m_s 1 

m_n e 

m_k e 

실수형

(4byte) 

m_T ∑
=

+
e

j

jj kn

1

)(  

m_A )( 1 enns ××× ⋯  

 

 

Table 1 과 같이 B-스플라인 하이퍼볼륨은 정수

형 자료로서 2(1+e) × 4 bytes 의 메모리가 사용되며, 

실수형 자료로서 (∑
=

+
e

j

jj kn

1

)( + )( 1 enns ××× ⋯ ) × 4 

bytes 의 메모리가 필요하다. 한편, 메모리 사용량 

효율을 살펴보면, e = 3, s = 1, n1 = n2 = n3 = 7, k1 = k2 = 

k3 = 4 의 경우에 B-스플라인 하이퍼볼륨의 메모리 

크기는 384 byte 로서, 대략 686 개의 데이터 점을 

효과적으로 근사할 수 있다(4.3 절의 “조정점 개수

의 결정” 부분 참조). 이는 입력 데이터가 차지하

는 메모리 크기 대비 14%에 해당하는 크기이다. 

3. 데이터 근사화 기법 

순서없이 산만하게 분산된 M 개의 데이터 집합 

D가 주어졌을 때, 

 

D = } 1,,0 , ,  ),{( −=∈∈ Mis
i

e
iii ⋯RfRxfx  

 

이를 식 (2)의 B-스플라인 하이퍼볼륨에 의해 근

사적으로 표현하는 근사화 기법은 다음과 같다. 

B-스플라인 하이퍼볼륨을 생성하기 위해서는 

Fig. 1 과 같이 e, s, nj, kj, Tj, AI가 정의되어야 한다. 

여기서 j ∈ {1,···,e}, I ∈ {0,···, N–1}이다. M개의 입

력 데이터 D 로부터 e 와 s 는 결정되며, nj와 kj가 

주어졌을 때(추후 추가설명 있음), Tj 는 아래와 같

은 알고리즘(12,13)에 의해 결정하며, AI는 3.1~3.3 절

의 제시 방법에 의해 계산한다. 
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(2) 절점벡터 뒷부분 (i = nj, ··· , nj + kj – 1) 

)(
max

)(

1

)( jj

kn

j

n
xtt

jjj
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(3) 절점벡터 중간부분 (i = kj, ··· , nj – 1) 

d = (M – 1) / (nj – kj + 1) 

l = int ( (kj –1+i) × d ) 

α = (kj –1+i) × d – l 
)(
1

)()(  )1(
j

l
j

l
j

i xxt +⋅+⋅−= αα  

 

여기서  
)(

min
j

x 와  
)(

min
j

x 는 
)(

max
)()(

min  
jj

i
j

xxx ≤≤ (i = 0, ···, 

M–1)로서 입력된 데이터 집합으로부터 계산된다. 

 

○ 조정점 AI  계산 알고리즘 

조정점은 아래의 식 (3)과 같은 최소화 문제의 

해를 구함으로써 계산된다. 
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여기서 식 (3)은 식 (4)과 같이 선형대수 방정식 

형태로 재 작성할 수 있다. 
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3.1 과결정 문제 

식 (4)에서 M ≥ N이고, 행렬 N의 계수 rank[N] = 

N 일 때, 식 (4)의 최소화 문제는 유일 해(unique 

solution)를 가지며, 이를 과결정(overdetermined) 문

제라 부르며, 여기서 구한 해를 최소제곱해(least 

squares solution)라 부른다. 목적함수가 양수이고 2

차이므로 목적함수가 최소가 될 필요충분 조건은 

다음의 식 (5)와 같이 편미분식이 0 일 때이다. 

 

( ) ( )

( ) 0}]{[}{][ 2

}]{[}{}]{[}{2

 }]{[}{ 
2

2

=−=

−⋅−
∂
∂

=

−
∂
∂

ANfN

ANfANf
A

ANf
A

T

 
(5) 

 



비정렬 다변수 데이터의 B-스플라인 근사화 기법 

 

   

 

925 

위의 식 (5)에서 미지수 {A}에 관해 정리하면 

다음의 식 (6)을 얻을 수 있어 결국 N 개의 조정

점을 구하게 된다. 

 

}{][])[]([}{ 1
fNNNA

TT −=  (6) 

 

3.2 미결정 문제 

식 (4)에서 M < N 이고 rank[N] = M일 때, 식 (4)

의 목적함수 값이 0 이 되는 해가 무한 개 존재하

는데, 이를 미결정(underdetermined) 문제라 부르며, 

흔히 유클리드 노름(Euclidean norm)이 최소인 해를 

구한다. 이 해는 유일 해로서 최소노름해(minimum 

norm solution)라 부른다. 수치적으로 Pseudo-inverse 

기법을 적용하면 다음의 식 (7)를 얻을 수 있으며, 

이를 통하여 해에 해당하는 N 개의 조정점 {A}를 

구한다. 

 

}{)]][([][}{ 1
fNNNA

−= TT
 (7) 

 

앞 절에서 소개한 과결정 문제와 본 절의 미결정 

문제는 모두 행렬 [N]이 완전계수(full rank)라 가정하

였을 때의 경우로서 수치적으로 양호조건(well-

conditioned)에 해당하는 문제이다. 대개 M >> N 인 

경우 또는 M << N인 경우에 그러하다. 그러나, 일반

적인 경우에 행렬 [N]의 계수(rank)가 부족하다. 

 

3.3 불량조건 문제 

행렬 [N] ∈ RM×N 의 계수(rank)가 부족할 경우, 

즉 rank[N] < M이며 rank[N] < N인 경우, 일반적으

로 식 (4)의 목적함수 값과 미지수의 유클리드 노

름이 동시에 최소인 해를 찾는다. 이 문제는 수치

적으로 안정된 해를 구하기 어려운 불량 조건(ill-

conditioned) 문제에 해당한다. 본 연구에서는 수치 

해를 구하기 위해 SVD(singular value decomposition) 

알고리즘과 Pseudo-inverse 기법을 사용하여 근사 

해를 구한다. 대개 불량 조건은 행렬 [N]의 대각

선 주변의 요소 크기가 비대각선 요소의 크기에 

비해 작을 때 나타난다. 추후 소개될 본 연구 예

제들의 경우, M ≈ N 일 때 자주 나타나며, 데이터

의 분포 형태와도 관련된다. 예를 들어 균일하게 

데이터 점들이 분포되어 있지 않으면, 즉 데이터

가 존재하는 공간 내부에 데이터 점이 존재하지 

않는 영역의 공간이 크다면, 불량 조건일 경우가 

크며 이때의 근사 정밀도는 대체적으로 낮게 나타

난다. 이러한 사실은 본 연구 적용 예제를 통하여 

확인할 수 있다. 

4. 수치결과 및 토의 

4.1 테스트 함수 및 근사 정밀도 측정 

본 연구 근사화 기법의 수행 결과 및 성능 분석

을 위하여, 아래와 같은 6 개의 테스트 함수(4)를 

사용하였다. 데이터의 독립변수로 (x, y, z)가 있고, 

종속변수로 f가 있다. (e = 3, s = 1 인 경우임.) 
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그리고 테스트 함수에서 사용된 데이터 점의 개

수(M)는 4.1 절에서 소규모 크기로 M = 50 ~ 400 개

를 사용하였고, 4.2 절에서 대규모 크기로 M = 1000 

~ 4000 개를 사용하였다. 또한 데이터 분포 형태로

서 Fig. 2 와 같이 (a) 랜덤 형태, (b) 라인 형태, (c) 

평면 형태, 그리고 (d) 클러스터 형태로 구분하여 

사용하였다. 

한편, 이렇게 생성된 데이터의 근사 정밀도는 

RMS(root mean square) 오차에 의해 측정하는데, 식 

(8)은 입력된 데이터 위치(점)에서의 RMS 오차를, 

식 (9)는 데이터가 존재하는 볼륨 공간 내에서 일

정 간격으로 생성된 격자 점 위치에서의 RMS 오

차를 나타낸다. 

 

○ 데이터 점에서의 정규 RMS 오차 

)(
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uu

         (8) 

여기서 f 는 테스트 함수를, fmin와 fmax는 f 의 최소

값과 최대값을 나타내며, A 는 본 연구 모델을, 

),,( iiii zyx=u 는 데이터 점을 나타낸다. 
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(a) Random 

 

(b) Line 

 

  
(d) Plane (d) Cluster 

 
Fig. 2 Data set configurations 

 

○ 격자 점에서의 정규 RMS 오차 
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여기서 












=

kji
i

M

k

M

j

M

i
,,u 는 격자 점을 말하며, 

Mi = Mj = Mk = 20 을 사용하였다. 

 

4.2 조정점 개수와 RMS오차 

Fig. 3 은 조정점 개수 변화에 따른 RMS 오차를 

보여주고 있다. 사용된 입력 데이터는 R50, R100, 

R200, R400 이고, 각 경우마다 앞 절에서 소개한 6

개 테스트 함수 각각에 관해 RMS 오차를 계산한 

후 이를 평균하여 사용하였다. Fig. 3(a)는 입력 데

이터 점에서 오차를 측정한 경우이고, (b)는 격자 

점에서 측정한 결과이다. 

데이터 점에서 측정한 경우(Fig. 3(a)), 조정점 개

수(N)가 많을수록 측정 RMS 오차가 감소됨을 확

인할 수 있다. 이것은 B-스플라인 하이퍼볼륨의 

조정점 개수가 증가하면 그만큼 기저함수의 개수

가 증가, 다시 말하면, 데이터 근사를 위한 모델의 

표현 능력이 증가됨을 뜻하며, 이로 인해 측정  

 

(a) Average errors measured at data points 

 

 

(b) Average errors measured at grid points 

 
Fig. 3 Normalized RMS errors averaged over 6 test 

functions for random data sets, R50, R100, R200, 
and R400 

 

오차가 감소됨을 의미한다. 

반면에, 격자 점에서 측정한 경우(Fig. 3(b)), 조

정점 개수가 증가하면 측정 오차는 감소하다가 증

가됨을 확인할 수 있다. 그 이유는 조정점 개수가 

증가하면 그만큼 각 조정점의 지배 영역은 좁아지

는데, 좁아진 각 조정점이 오직 데이터 점 근처에

서의 오차 감소에 활용되기 때문이다. 

여기서 주목해야 할 점은 바로 근사 완만성이다. 

조정점 개수가 많아지면 국부적 성질이 강해지며 

이로 인해 전체적인 완만성을 놓치기 쉽다. 전체

적으로 부드러운 완만성을 가지기 위해서는 각 조

정점은 함께 변화해 주어야 한다. 현재 이에 관한 

개선 안을 개발 중에 있다. Table 2(a)는 Fig. 3 작성

에 사용되었던 수치 자료이고, (b)는 근사기법 수

행에 소요된 계산 시간이다. 여기서 계산 시간은 

조정점 개수가 증가할 때 선형적으로 증가하며, 

데이터 점의 경우는 1) 조정점 개수가 2~6 일 때 

선형적으로 증가하며, 2) 7~10 일 때 기하급수적으

로 증가한다. 참고로 본 연구의 모든 계산 작업은 

3.06GHz Intel Xeon CPU 에서 수행되었다. 
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Table 2 Numerical results shown in Fig. 3. (The symbol 
‘N’ stands for the number of control points.) 

 
(a) Normalized RMS errors 

 
Data points Grid points 

N R50 R100 R200 R400 R50 R100 R200 R400 

2 0.139 0.138 0.137 0.072 0.154 0.145 0.144 0.144 

3 0.037 0.043 0.046 0.062 0.075 0.059 0.056 0.056 

4 0.017 0.028 0.033 0.039 0.114 0.062 0.047 0.046 

5 0.000 0.006 0.010 0.013 0.075 0.033 0.021 0.017 

6 0.000 0.002 0.007 0.057 0.064 0.037 0.026 0.018 

7 0.000 0.000 0.003 0.051 0.072 0.035 0.018 0.010 

8 0.000 0.000 0.001 0.045 0.097 0.050 0.023 0.012 

9 0.000 0.000 0.000 0.039 0.128 0.073 0.029 0.012 

10 0.000 0.000 0.000 0.000 0.157 0.105 0.052 0.016 

 
(b) CPU time measured in seconds 

N R50 R100 R200 R400 

2 0.0027 0.0027 0.0102 0.0103 

3 0.0027 0.0052 0.0157 0.0290 

4 0.0103 0.0207 0.0313 0.0600 

5 0.0155 0.0417 0.0833 0.1772 

6 0.0208 0.0547 0.1925 0.3697 

7 0.0285 0.0832 0.2602 1.0492 

8 0.0338 0.0938 0.3153 2.1277 

9 0.0467 0.1198 0.4247 2.0678 

10 0.0620 0.1640 0.5338 2.4742 

 

4.3 데이터 분포 형태와 RMS오차 

Fig. 4 는 테스트 함수 f1에 관해 데이터 분포 형

태에 따른 RMS 오차를 보여주고 있다. 사용된 데

이터는 아래와 같다. 즉, 

 

▪ 랜덤 형태로서 R1000, R2000, R3000, R4000 

▪ 라인 형태로서 L1000, L2000, L3000, L4000 

▪ 평면 형태로서 P1000, P2000, P3000, P4000 

▪ 클러스터 형태로서 C1000, C2000, C3000, C4000 

 

Fig. 4 (a)는 데이터 점에서 측정한 오차를 보여

주고 있으며, (b)는 격자 점에서의 오차를 측정한 

결과를 보여주고 있다. 

데이터 점에서 오차 측정한 경우(Fig. 4 (a))에 데

이터 분포 형태에 무관하게 비교적 작은 RMS 오

차가 측정됨을 확인할 수 있다. 반면에 격자 점에

서의 오차 측정인 경우(Fig. 4 (b))엔 데이터 점의 

경우에 비해 큰 RMS 오차가 측정되었다. 그리고 

데이터 분포 형태에 따라 차이가 나타남을 볼 수 

있는데, 랜덤 및 클러스터의 경우보다 라인 및 평

면의 경우가 상대적으로 큰 오차가 발생했음을 확

인할 수 있다. 이는 Fig. 2 에서 보는 바와 같이 라

인 및 평면의 경우엔 데이터 점이 존재하지 않는 

영역이 존재하기 때문이다. 영역 내에 데이터 점

이 없으므로 그 영역에 관한 정보가 없어 이 영역

에서 오차가 커지는 것은 당연한 일이다. 즉 정밀

한 근사를 위해서는 해당 영역에 데이터 점들이 

균등하게 분포되어 있어야 한다. Table 3 (a)은 Fig. 

4 작성에 사용되었던 수치 자료이며, (b)는 데이터 

분포 형태 별로 소요된 계산 시간을 보여준다. 

Table 3 (b)의 결과로부터 근사화 소요 시간은 데이

터 분포 형태와 무관하며 데이터 개수(M)가 증가

할수록 기하 급수적으로 증가함을 확인할 수 있다. 

 

○ 조정점 개수의 결정 

본 절의 입력 데이터들을 근사화하기 위해 사용

된 B-스플라인 하이퍼볼륨의 조정점 개수는 식 

(10)에 의해 결정하였다. 즉 입력 데이터의 개수 

M에 관하여, 조정점 개수 N를 경험적으로 N = M 

/ 2 에 의해 결정하였고, N 을 각 방향으로 균등하

게 분배한 것이다. 

 

( )e
e Mnn 2/int1 ===⋯                (10) 

 

여기서 N = enn ××⋯1 이며, ni 은 i 방향의 조정점 

개수이다. 그리고 int(a)는 실수 a 보다 작은 최대 

정수를 반환하는 함수를 나타낸다. 

대규모 데이터를 가지고 근사 모델을 구할 때, 

미결정(3.2 절)의 경우보다 식 (10)과 같은 과결정

(3.1 절)의 경우가 메모리 사용량 측면과 계산 시

간 측면에서 유리하다. 그 이유는 다음과 같다. 데

이터 개수 M 에 관해, 과결정 조정점 개수 Nover 

과 미결정 조정점 개수 Nunder 사이에 Nover < M < 

Nunder 가 성립하므로 생성된 근사 모델의 메모리 

크기는 과결정 경우가 적다. 또한 근사화 과정 중

에 다루는 행렬 크기를 비교해 보면, 과결정 경우

에 Nover × Nover 이며 미결정 경우에 M × M이므로 

역시 과결정 경우가 사용하는 메모리 크기도 작으

며 동시에 계산 시간도 적게 걸린다. 

 

4.4 기존 연구와의 비교 

입력 데이터 R200 에 관하여 RMS 오차 측면에

서 기존의 근사화 방법(4)과 본 연구 방법을 비교

한 결과가 Table 4 와 같다. 기존 연구 방법의 각 

RMS 오차를 평균한 값과 B 로 표시된 본 연구 방

법을 비교해 보면, 본 연구가 f3, f4, f6의 경우 우세

하며 나머지는 열세이다. 즉 대등함을 확인할 수 

있다. 
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Table 3 Numerical results shown in Fig. 4. (The symbol 
‘M’ denotes the number of data points.) 

 
(a) Normalized RMS errors 

 
Data points Grid points 

M R L P C M L P C 

1000 0.0088 0.0060 0.0082 0.0045 0.0112 0.0905 0.0392 0.0386

2000 0.0049 0.0037 0.0061 0.0022 0.0068 0.1063 0.0567 0.0231

3000 0.0037 0.0020 0.0039 0.0009 0.0048 0.1243 0.0781 0.0133

4000 0.0033 0.0018 0.0036 0.0008 0.0041 0.1343 0.0862 0.0139

 
(b) CPU time measured in seconds 

M R L P C 

1000 1.7650 1.5470 1.4530 1.7660 

2000 13.3440 12.3440 10.5160 12.2660 

3000 65.0780 65.7340 55.8750 59.0320 

4000 169.6560 212.5780 165.4380 172.6560 

 

 

 
(a) Errors measured at data points 

 

 
(b) Errors measured at grid points 

 
Fig. 4 Normalized RMS errors for data set configurations 

for test function f1. 

 

그리고, 테스트 함수 f1에 관하여 다양한 데이터 

분포 형태를 가지고 RMS 오차를 비교한 결과가 

Table 5 와 같다. 앞에서 비교한 방식 데로 비교하

면, 본 연구가 R1000, C200 의 경우 우세하며 나머

지는 열세이다. 

Table 4 RMS errors produced by the previous methods 
compared to the proposed approach for data set 
R200 

 f1 f2 f3 f4 f5 f6 

Q 0.0237 0.0134 0.0127 0.0033 0.0089 0.0012 

V 0.0120 0.0014 0.0068 0.0006 0.0020 0.0015 

H 0.0109 0.0126 0.0042 0.0003 0.0007 0.0018 

N 0.0190 0.0121 0.0128 0.0019 0.0045 0.0030 

R 0.0131 0.0117 0.0078 0.0008 0.0026 0.0017 

B 0.0183 0.0118 0.0052 0.0013 0.0038 0.0012 

Q = modified quadratic Shepard 

V = volume spline 

H = multiquadric 

N = volume minimum norm network 

R = local volume splines 

B = B-spline hypervolume (proposed in this paper) 

 
한편, 메모리 사용량 측면에서 기존 연구와 비

교해 보면 다음과 같다. 1.2 절의 관련 연구에서 언

급했던 식 (11)의 Shepard 모델과 식 (12)의 RBF 모

델의 메모리 요구량은 다음과 같이 계산된다. 여

기서 주목할 부분은 두 식 모두 모델 정의를 위하

여 입력 데이터가 필요하다는 것이다. 
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여기서 xi 는 입력 데이터 위치, fi 는 데이터 값, ci 

및 a, b, c, d 는 데이터로부터 계산되는 계수이다. 

e 차원 공간에 데이터 종속변수의 크기가 s 인 

M 개의 데이터가 존재할 경우, 식 (11)과 식 (12)

의 메모리 크기는 각각 아래와 같다. 

 

Shepard 모델 : (e+s) × M × 4 bytes 

RBF 모델 : ((e+s) × M + s×4) × 4 bytes 

 

예를 들어, e = 3, s = 1, M = 686 인 경우에 Shepard

모델은 10,976 bytes 가 사용되며, RBF 모델은 

10,992 bytes 가 사용된다. 이 결과는 2.2 절에서 언

급한 본 연구 모델인 B-스플라인 하이퍼볼륨의 메

모리 사용량 크기의 약 29 배에 해당한다. 결국 메

모리 측면에서 본 연구 방식이 식 (11)의 Shepard

모델과 식 (12)의 RBF 모델보다 상당히 우세함을 

확인할 수 있다. 
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Table 5 RMS errors compared between the existing 
methods and the proposed approach for test 
function f1 

 R125 R200 R1000 L200 P200 C200 

Q 0.0293 0.0237 0.0150 0.0328 0.0332 0.0454 

V 0.0265 0.0120 - 0.0237 0.0206 0.0268 

H 0.0218 0.0109 - 0.0177 0.0135 0.0349 

N 0.0327 0.0190 0.0040 0.0346 0.0257 0.0429 

R 0.0259 0.0131 0.0014 0.0235 0.0217 0.0257 

B 0.0276 0.0183 0.0045 0.0693 0.0256 0.0237 

 

 

4.5 타 분야 응용 사례 

본 연구에서 제시한 데이터 근사 방법은 서론에

서 언급한 바와 같이 다양한 형태의 응용 분야에 

활용될 수 있다. 그 응용 사례로서 비구속 최적화 

문제로의 활용 예를 살펴보면 다음과 같다. 

설계변수가 2 개인 비구속 최적화 문제는 식 

(13)과 같이 정의할 수 있으며, 최적 해를 구하기 

위한 필요조건은 식 (14)와 같다. 

 

),( Minimize 21 xxf                         (13) 

0  ,0
21

=
∂
∂

=
∂
∂

x

f

x

f
                          (14) 

 

그리고 식 (14)의 해를 구하기 위한 수치적 방

법으로 식 (15)와 같은 Newton-Raphson 방법을 사

용할 수 있다. 
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이 방법은 계산 속도 면에서 비교적 빠르지만 이

를 위해선 최적 해 근처의 초기치가 필요하며, 단

점으로 목적함수 f의 2 차 미분 값을 요구한다. 

그러나, 본 연구 근사 모델은 이러한 초기치와 

2 차 미분 값을 수치적으로 안정되며 신속하게 제

공할 수 있다. 먼저 주어진 설계 공간 상에서 아

래의 식 (16)과 같은 M개의 데이터를 구성한다. 

 

} 1,,0 ,,|),{( 2 −=∈∈= Miff iiii ⋯RRxxD  (16) 

 

그리고 식 (16)의 입력 데이터를 가지고 3 장의 근

사 기법을 사용하여 식 (17)의 B-스플라인 하이퍼

볼륨 근사 모델을 생성한다. 

Step 1 Find p and q such that 

( ) )1,,0 ,1,,0( min 21 −=−== njniff ijpq ⋯⋯

 

Step 2 Compute the Greville abscissa by using  

11

)1(
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1
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= −++

k

tt
kpp ⋯
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1
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tt
kqq ⋯

ξ  

Step 3 Return the initial guess, ),( 210 ξξ=x  

 
Fig. 5 Finding initial guess to be used for Eq. (15) 

 

Step 1 Set ),( 210 ξξ=x and 0xx =  

Repeat until k < kmax 

{ 

Step 2 
Compute the partial derivatives, 

21 xx

f
ji

ji

∂∂

∂ +
 

Step 3 Solve the system of linear equations Eq. (15) 

Step 4 If xε<∆x or ff ε<∂∂ x  

Then set xx =* and return the solution, *x  

Step 5 Set xxx ∆+=  

} 

 
Fig. 6 Newton-Raphson algorithm for solving Eq. (15) 
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식 (17)로부터 Fig. 5 의 초기치 결정 알고리즘에 

의해 최적 해에 근접한 초기 해를 구한다. 즉, 조

정값이 최소인 조정점의 인덱스 좌표 (p, q)를 구

한 후, 이에 해당하는 Greville abscissa(14)를 구하면 

이것이 바로 초기 해가 된다. 

마지막으로 구해진 초기 해를 가지고 Fig. 6 의 

반복순환 알고리즘에 의해 최종 해를 구한다. Fig. 

6 에서 k 는 반복 회수를 나타내며, εx 와 εf 는 

10-6 로 설정하였다. 그리고 step 2 의 편미분 계산

은 deBoor 알고리즘(13)에 의해 구한다. 

결국, 식 (13)의 비구속 최적화 문제는 B-스플라

인 하이퍼볼륨에서 제공하는 Greville abscissa 를 

사용한 초기치와 deBoor 알고리즘에 의한 편미분 

계산에 의해 쉽게 해결된다. 여기서 목적함수가 

반드시 명시적으로 정의될 필요는 없다. 즉 입력 

데이터만 있어도 식 (17)의 근사 모델을 생성할 

수 있다. 
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○ 간단한 수학 문제 

앞에서 기술한 B-스플라인 하이퍼볼륨 기반의 

최적화 기법을 사용하여, 식 (18)과 같은 수학 문

제의 최적 해를 구해보면 Table 6 (a)와 같이 상대

오차가 0.0621 %인 비교적 정확한 해를 빠르게 얻

을 수 있었다. 본 예제에서 사용된 비정렬 데이터

는 R100 이며, 차수는 k1 = k2 = 4 로 설정하였고, 조

정점 개수는 식 (10)에 의해 n1 = n2 = 7 을 사용하

였다. 

 
2

1
22

1221 )1()(),( xxxxxf −+−=              (18) 

 

○ 2개 막대로 이루어진 트러스 문제 

기계공학 분야의 전형적인 샘플 문제로서 Fig. 7 

(a)와 같이 2 개의 막대로 이루어진 트러스에 힘 

P1 과 P2 가 가해졌을 때 점 R 의 변위요소 x1 과 x2

을 계산하는 문제이다. 이 문제의 해는 아래에 주

어진 위치 에너지 f 를 최소화함으로써 얻어진다. 

본 예제의 해를 구하기 위해 사용된 입력 데이터

는 R32 이고, 차수는 k1 = k2 = 4 로 설정하였고, 조

정점 개수는 식 (10)에 의해 n1 = n2 = 4 를 사용하

였다. 수치 결과는 Table 6 (b)와 같이 단 한번의 

반복순환에 의해 정답을 구할 수 있었다. 
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여기서 E는 탄성계수, A는 각 막대의 단면적, s는 

각 막대의 길이, L은 밑면의 길이, P1과 P2는 수평

과 수직방향으로 작용하는 하중이다. (H = 30 in, E 

= 30 × 106 psi, A = 1 in2, L = s = 20 3 in) 

 

○ 1차원 핀 열전달 문제 

본 예제는 간단한 1 차원 열전달 문제로서, Fig. 

7 (b)와 같이 1 차원 핀의 점 1 과 2 에서 정상 상

태의 온도 T1, T2 를 구하는 문제이다. 이 문제는 

식 (20)를 최소화함으로써 해를 얻을 수 있는데, 

이를 위해 사용된 입력 데이터는 R50, 차수는 k1 = 

k2 = 4, 조정점 개수는 식 (10)에 의해 n1 = n2 = 5 을 

사용하였다. 수치 결과는 Table 6 (c)와 같이 한번

의 반복순환에 의해 비교적 정확한 근사 해를 구

할 수 있었다. 
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Table 6 Iteration history for the sample unconstrained 
optimization problems 

 
(a) Simple mathematical problem, Eq. (18) 

Iteration x1 x2 
Absolute 

Error 
2)
 

Relative 

Error 
3)
 

0 1) 1.211729 1.659639 0.692786 0.489874 

1 1.047018 1.132305 0.140411 0.099286 

2 0.969576 0.920460 0.085160 0.060217 

3 1.001091 1.000172 0.001104 0.000781 

4 1.000146 0.999135 0.000877 0.000620 

5 1.000145 0.999134 0.000878 0.000621 

x
true 1.000000 1.000000   

 
(b) Two bar truss problem, Eq. (19) 

Iteration x1 x2 
Absolute 

Error 
2)
 

Relative 

Error 
3)
 

0 1) 0.016495 0.016802 0.021770 9.355220 

1 0.002309 0.000289 0.000000 0.000000 

x
true 0.002309 0.000289   

 
(c) One dimensional pin problem, Eq. (20) 

Iteration x1 x2 
Absolute 

Error 
2)
 

Relative 

Error 
3)
 

0 1) 48.397880 41.611682 1.033759 0.015978 

1 49.421905 41.755421 0.000306 0.000005 

x
true 49.421600 41.755400   

1) initial guess computed from the algorithm shown in Fig. 5 

2) absolute error measured from || x*-xtrue || 

3) relative error measured from || x*-xtrue || / || xtrue || 

 

 
(a) Two bar truss 

 
(b) One dimensional pin 

 
Fig. 7 Engineering sample problems 
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5. 결 론 

본 연구에서는 비정렬 다변수 데이터를 효율적

으로 근사화하기 위하여, 근사화 모델로서 B-스플

라인 하이퍼볼륨에 관해 소개하였고, 이에 기반을 

둔 근사화 기법에 관해 기술하였다. 그리고 조정

점 개수 변화에 따른 RMS 오차의 변화 추이를 살

펴보았고, 4 가지의 데이터 분포 형태 별로 측정된 

RMS 오차를 가지고 본 연구 기법의 유용성을 확

인할 수 있었고, 또한 기존 연구와의 비교를 통하

여 근사 정밀도 및 메모리 사용량 측면에서 경쟁

력이 존재함을 확인할 수 있었다. 한편, 본 연구 

근사화 기법의 타 분야 응용 사례로서 비구속 최

적화 문제의 근사해 계산 과정을 소개하였고, 샘

플 문제의 수렴성 확인을 통해 본 연구 방식의 응

용 가능성을 확인하였다. 

본 연구 근사화 기법의 주요 특징을 살펴보면 

다음과 같이 요약된다. 1) 본 연구 근사화 기법은 

데이터 크기(개수)에 제한을 받지 않으며 그 순서

에도 무관하다. 또한 2) 데이터 분포 형태가 비균

일한 경우(예: Fig. 2 의 라인 형태, 평면 형태, 클러

스터 형태)에도 즉 불량 조건의 문제임에도 안정

된 근사 결과를 제공한다. 3) 비교적 적은 양의 메

모리를 가지고 기존 방법과 대등한 근사 정밀도를 

제공할 수 있다. 4) 조정점 개수의 증감을 통해 근

사 정밀도를 조정할 수 있다. (과결정 문제의 경우

에 조정점 개수가 증가시켜 근사 정밀도는 높일 

수 있다.) 5) 데이터 공간 상의 임의의 위치에서 0

차 미분을 포함하여 1 차 이상의 미분 값을 저렴

하게 제공할 수 있다. 6) 데이터 근사화 이후, B-스

플라인 연관 분야에서 기 연구된 유용한 성질(예: 

convex hull) 등을 활용하여 데이터 상에 내재된 유

용한 정보를 추출할 수 있다. (예: 최적화 수행에 

필요한 초기해 계산) 

향후 연구 과제로서 1) 근사 정밀도와 더불어 

근사 완만성도 함께 고려하는 가중치 근사 기법에 

관한 연구, 2) 본 연구 방식의 반복 적용을 통한 

다중 레벨 형태의 계층적 근사화 기법에 관한 연

구 등이 근사화 품질 개선을 위해 필요하다. 더불

어 3) 주어진 오차 범위 내에서 데이터를 효과적

으로 근사화 하는 오차 유계(error-bounded) 근사화 

기법에 관한 연구도 필요하다. 
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