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방향그래프의 최소신장트리 알고리즘

A Minimum Spanning Tree Algorithm for Directed Graph

최명복*, 이상운**

Myeong-Bok Choi, Sang-Un Lee

요  약  본 논문에서는 방향 그래프의 최소신장트리(Directed Graph Minimum Spanning Tree, DMST)를 구하는 알고
리즘을 제안하였다. 기존의 Chu-Liu/Edmonds DMST 알고리즘은 DMST를 찾지 못하거나 ST의 가중치 합이 최소가 되
지 못하는 경우가 발생한다. 제안된 알고리즘은 Chu-Liu/Edmonds DMST 알고리즘의 단점을 보완하여 항상 DMST를 
찾을 수 있도록 하였다. 먼저, 근 노드를 포함한 모든 노드의 최소 가중치를 갖는 유입 호 (Minimum-Weight Arc, 

MWA)를 선택하여 오름차순으로 정렬시킨 후 사이클이 발생하는 호를 제거하는 과정을 거쳤다. 이 과정에서 최소신장 
포레스트 (Minimum Spanning Forest, MSF)가 얻어진다. 만약 MSF가 1개이면 DMST가 얻어지며, MSF가 2개 이상인 
경우, MSF 유입 호들 중 최소 가중치를 갖는 호를 결정하기 위해 직접 가중치 합을 계산하는 방법을 택하여 
Chu-Liu/Edmonds DMST 알고리즘의 사이클 해결을 위한 유입 호 가중치 수정 과정을 단순화 시켰다. 제안된 Sulee 

DMST 알고리즘은 근 노드가 지정되어 있거나 미 지정된 경우 모두 항상 호들의 가중치를 최소화 시키는 DMST를 
얻을 수 있으며, 그래프의 가중치가 최소화된 ST의 근 노드를 찾는 장점도 갖고 있다.

Abstract  This paper suggests an algorithm that obtains the Minimum Spanning Tree for directed graph (DMST). 
The existing Chu-Liu/Edmonds DMST algorithm has chances of the algorithm not being able to find DMST or 
of the sum of ST not being the least. The suggested algorithm is made in such a way that it always finds 
DMST, rectifying the disadvantage of Chu-Liu/Edmonds DMST algorithm. Firstly, it chooses the Minimum- 
Weight Arc (MWA) from all the nodes including a root node, and gets rid of the nodes in which cycle occurs 
after sorting them in an ascending order. In this process, Minimum Spanning Forest (MST) is obtained. If there 
is only one MSF, DMST is obtained. And if there are more than 2 MSFs, to determine MWA among all MST 
nodes, it chooses a method of directly calculating the sum of all the weights, and hence simplifies the 
emendation process for solving a cycle problem of Chu-Liu/Edmonds DMST algorithm. The suggested Sulee 
DMST algorithm can always obtain DMST that minimizes the weight of the arcs no matter if the root node is 
set or not, and it is also capable to find the root node of a graph with minimized weight.
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Spanning Forest 
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Ⅰ. 서  론 

그래프 (Graph)는 정점들 (Vertices)과 간선들(Edges)

로 구성되어 있으며, 정점들이 간선들로 연결되어 있고 

(Connected), 간선들은 방향성 (Directed)과 무방향성 

(Undirected)으로 구분된다. 또한 가중치가 있는 경우 

(Weighted)와 없는 경우 (Unweighted)로 구분된다. 무방

향 그래프 (Undirected Graph)는   로 표기하며, 

방향 그래프 (Directed Graph)는   는 로 표기한
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다. 노드 (Nodes,  )는 정점 (Vertices,  )이라 하며, 호 

(Arcs, )는 간선 (Edges,  )또는 화살표 (Arrows)라고

도 한다.

그래프가 연결되어 있고, 무방향성이며, 가중치를 갖

고 있는 경우 신장트리 (Spanning Tree, ST)를 구할 수 

있다. ST는 사이클이 발생하지 않는 상태에서 그래프의 

모든 정점들을 간선으로 연결한 트리이다. 하나의 그래

프에서는 다수의 ST가 존재할 수 있다. 최소신장트리 

(Minimum Spanning Tree, MST)는 그래프가 갖고 있는 

다수의 ST들 중 모든 정점들을 연결하는 간선들의 가중

치의 합이 최소가 되면서 사이클이 발생하지 않는 ST를 

찾는 것으로 전기, 전화, 가스 또는 수도 분야에 활용될 

수 있다.[1] 대표적인 MST 알고리즘으로는 Borůvka[2,3], 

Prim[4]과 Kruskal[5]이 있다. Borůvka MST 알고리즘[2,3]

은 모든 간선들의 가중치가 서로 상이한 (Distinct) 그래

프에서 MST를 찾는 알고리즘으로 제안되었으며, 현재

는 Prim과 Kruskal MST 알고리즘이 널리 사용되고 있

다.[1] 

MST 알고리즘을 방향 그래프 (Directed Graph)에 적

용할 수 있는가? 방향 그래프는 일반적으로 근 (Root) 

이 지정되어 있으며, 근 로부터 방향 경로 (Directed 

path)를 통해 의 모든 노드에 도달할 수 있어야 한다. 

이 조건을 만족시키기 위해서는 근을 제외한 모든 노드

는 유입 차수 (In-degree, 유입되는 호의 수)가 반드시 1

개이어야 하며, 유출 차수 (Out-degree, 유출되는 호의 

수)는 0 또는 1개 이상이어도 상관없다. 방향그래프의 신

장트리 (Directed Spanning Tree, DST)를 찾는 문제는 

근 노드 에서 임의의 모든 모드로 직접 경로를 갖도록 

하는 트리를 형성하는 것이며, DMST (Directed 

Minimum-weight ST)는 방향그래프에 대해 사이클이 

없는 신장트리를 형성하면서, 연결된 호들의 가중치 합

이 최소가 되도록 하는 것이다.
[6-10]

DMST를 찾는 대표적인 알고리즘으로는 Chu-Liu/ 

Edmonds 알고리즘[9,11]을 적용할 수 있다. 그러나 

Chu-Liu/Edmonds 알고리즘[9,11]을 적용할 경우 어떤 그

래프에서는 DMST를 찾지 못하는 경우도 발생하며, 사

이클 발생시 이를 해결하는 과정이 복잡한 단점을 갖고 

있다. 또한, 방향성이 없는 간선들과 방향성이 있는 호의 

차이로 인해 MST 알고리즘을 DMST를 찾는데 그대로 

적용할 수는 없으며, 방향 그래프에 적합하도록 수정하

여 적용하여야만 한다. 본 논문에서는 무방향 그래프의 

MST를 찾는 Prim MST 알고리즘[4]과 Chu-Liu/ 

Edmonds DMST 알고리즘
[9,11]을 적용하여 방향 그래프

의 DMST를 구하는 문제점을 고찰해 보고, 간단하면서

도 항상 DMST를 찾을 수 있는 새로운 알고리즘을 제안

한다.

2장에서는 방향 그래프 MST에 대한 기본 개념을 살

펴보고, 실제 그래프에 Prim
[4] 과 Chu-Liu/Edmonds 알

고리즘[9,11]을 적용한 문제점을 고찰해 본다. 3장에서는 

DMST를 보다 쉽게 찾을 수 있는 알고리즘을 제안한다. 

4장에서는 15개의 다양한 실제 그래프들에 대해 제안된 

DMST 알고리즘을 Prim
[4]과 Chu-Liu/Edmonds 알고리

즘[9,11]과 비교하여 알고리즘의 적용성을 평가해 본다.

Ⅱ. 관련 연구와 연구 배경

1. 개념 정의

무방향 그래프   의 간선은    로, 방향 

그래프   의 호는 방향성이므로 순서쌍    

로 표기한다. 여기서, 는 꼬리 (Tail), 는 머리 (Head)

라 하며, 노드 은 유출 차수와 유입 차수를 갖는다. 방향

그래프   를 트리로 볼 때, 하나의 노드를 근 

(Root, ) 으로 지정한 경우를 “근이 있는 트리 (Rooted 

Tree)”라 하며, 근을 지정하지 않은 경우를 “자유 트리 

(Free Tree)”라 한다.[12]

방향 그래프는 유입 분기 (In-branching)와 유출 분기 

(Out-branching)로 구분할 수 있다. 유입 분기는 근 에 

근원을 두고 분기하는 트리로 임의의 노드에서 근 로 

방향 경로를 갖고 있는 경우이며, 유출 분기는 근 은 방

향 경로를 통해 의 모든 노드에 도달할 수 있다.[13] 방

향그래프의 신장트리 (DST)를 찾는 문제는 근 노드 에

서 임의의 모든 노드로 방향 경로를 갖도록 하는 트리를 

형성하는 것이다. 여기서 방향 경로는 경로의 합이 최소

가 되는 신장트리 (Minimum ST)와 최대가 되는 신장 트

리 (Maximum ST)로 구분할 수 있다. 그러나 일반적으

로는 최소신장트리를 찾고자 한다. 이는 도로와 전화망 

분야에 활용될 수 있다.
[14]

유입 분기 DMST에 대한 정의는 Krishnan과 

Raghavachari[13]와 UNO[14]가 있다. Krishnan와 

Raghavachari[13]는 ”방향그래프  와 근 노드 

 ∊이 주어졌을 때, 의 모든 노드에서 근 노드 로 
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도달 가능하다. 을 제외한 각 노드는 정확히 하나의 유

출 호 (꼬리)를 가져야 하며, 은 유출 호를 갖지 않는다

“고 정의하고 있다. UNO[14]는 ”DST는 2개의 호가 꼬리

를 공유하지 않는 ST로 근 을 제외한 각 노드는 정확히 

한 호의 꼬리이다“고 정의하고 있다. 이들은 유입 분기 

DMST를 정의하고 있으며, 근 을 제외한 모든 노드는 

   ≥ ,     , 근 은    ≥ , 

      조건을 만족시켜야 한다.

반면에, 유출 분기 DMST에 대해서는 Jensen
[6], 

Boyd[7], Duhamen et al.[8], Yang[9]과 Schrijver[10]가 있다. 

Jensen[6]은 “DST는  개의 호로 구성되어 있으며, 호

들은 지정된 근 노드 로부터 모든 다른 노드로 유일한 

방향 경로를 갖고 있다."고 하였다. Boyd
[7]와 Duhamen 

et al.[8]은 “MCA (Minimum Cost Arborescence)는 가중

치를 갖는 방향 그래프   와 근 노드  ∊가 지정

되어 있을 때, 에 근원을 둔 의 나뭇가지 

(Arborescence)는 에 근원을 둔 의 DST이다. 즉, 트

리에서 근 로부터 모든 다른 노드로 유일한 방향경로가 

존재한다. 따라서 MCA 문제는 에 근원을 둔 의 

MCA를 찾는 것이다.”고 하였다. Yang
[9]은 방향 그래프 

 에서, RDST (Rooted Directed Spanning Tree) 

 :  ∊ 는 에 있는 모든 호의 비용 (가중치)의 

합이 최소인 ST이며,  는 근을 제외한 각 노드는 

단지 하나의 유입 호만을 가져야 하며, 연결되어 있고, 사

이클이 없으며,  개의 호를 가진 모든 노드들로 구성

된 그래프이다.“고 정의하고 있다. 즉, 근 을 제외한 모

든 노드가      ,   ≥ 를 갖는 

ST이다. Schrijver[10]는 ”OB (Optimum Branchings)는 

근 을 가진 방향 그래프 에서,  가 근 을 

가진 트리라면, 의 부분집합 는 근 을 가진 분기이

며, 이를 r-분기 (r-branching) 또는 r-나무가지 

(r-arborescence)라 한다. 만약 가 r-분기라면, 각 

 ∊ 에 대해 에는 단지 하나의 r-s 경로가 존재하며, 

로부터 에 있는 각 노드로 도달할 수 있으면, 는 r-

분기이다.”고 정의하고 있다. 이와 같이 방향 그래프의 

정의에 대해 유입 분기와 유출 분기로, 최소신장트리를 

MDST, DMST, MCA, RDST, OB 등 다양한 용어로 정

의하고 있다. 본 논문에서는 유출 분기 방향 그래프의 최

소 신장트리를 찾는 문제에 초점을 맞추며, 이를 “DMST” 

용어로 통일한다.

2. 무방향 그래프의 최소신장트리 (MST)

최소신장트리 (MST)는 일반적으로 무방향 그래프의 

모든 정점을 연결하는 간선들의 가중치 합이 최소가 되

는 신장트리를 찾는 문제로 알려져 있다. MST를 찾는 

대표적인 알고리즘으로는 Borůvka
[2,3]

, Prim
[4]
과 Kruskal

[5]

이 있다. Borůvka MST 알고리즘[2,3]은 각 정점에 연결된 

MWE (Minimum-Weight Edge)를 선택하고 사이클 (루

프)이 발생하는 간선들을 삭제한다. 선택된 MWE들을 

연결하여 MSF (Minimum Spanning Forest)를 생성한

다. 다음으로 MSF 간 MWE를 선택하여 사이클 (병렬)

이 발생하는 간선들을 삭제하면 최종적으로 MST를 얻

는다. Prim MST 알고리즘
[4]은 임의의 정점을 선택하고, 

이에 연결된 간선들 중에서 MWE를 선택한다. 이 간선

에 연결된 정점의 간선들 가중치와 기존에 선택된 정점

에서 선택되지 않은 간선들 가중치 중에서 MWE를 선택

하는 방법이다. (단, 이 과정에서 사이클이 발생하는 간

선은 무시한다.) 이 방법을 모든 정점들이 선택될 때까지 

수행한다. Kruskal MST 알고리즘[5]은 그래프의 모든 간

선들을 대상으로 오름차순으로 정렬시키고, 첫 번째 

MWE부터 시작하여 사이클이 발생하지 않는 한 간선들

을   개가 될 때까지 선택하는 방법이다.

Borůvka[2,3]와 Kruskal[5] MST 알고리즘은 그래프의 

간선들을 대상으로 최소 가중치를 갖는 간선들을 선택하

여 신장시키는 방법이며, Prim MST 알고리즘
[4]은 정점

들을 최소 가중치를 갖는 간선들로 신장시키는 방법이다. 

무방향 그래프에 적용된 MST 알고리즘을 방향 그래프

에 적용시키려면 Borůvka[2,3]와 Kruskal[5] MST 알고리

즘으로 DMST를 찾는 과정에서 “방향그래프의 한 노드

의     이 되어야 하며, 근 로부터 다른 모든 

노드로 방향경로가 설정되어야 한다”는 조건을 만족시키

지 못하는 경우가 빈번히 발생할 수 있다. 따라서 

Borůvka[2,3]와 Kruskal[5] MST 알고리즘으로는 DMST에 

적용할 수 없다. 반면에 Prim MST 알고리즘[4]은 근 노

드로부터 방향 경로를 갖도록 노드들을 연결하는 방법으

로 방향그래프의 신장트리를 얻는 조건은 만족시킬 수 

있다. Prim MST 알고리즘[4]을 방향 그래프에 적용하기 

위해 수정된 형태의 DMST 알고리즘은 그림 1에 제시하

였다.
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Candidate Arcs : ST를 구성하기 위해 연결에 이용될 후보 Arc들 (  )

  : 새로 추가되는 Node의 Out-degree Arcs,   : 삭제되지 않고 남아 있는 Arcs

  : MSF Nodes로 이미 선택되었거나 사이클 발생으로 삭제되는 Arcs

MWA : Minimum-Weight Arc   , MSF = MSF Nodes + MSF Arcs

 ×   Adjacency 행렬 작성

Step 1.  에서 근 노드 선택, MSF Nodes에 저장, 에서 근 노드 삭제

Step 2.  FOR      do

              MSF Nodes에 추가된 노드의 Out-degree Arcs들을 Candidate Arcs에 추가()

              IF   Candidate Arcs     중 ∊   THEN Candidate Arcs에서 삭제    

                   /* 사이클 발생 Arc 삭제
              END

              Candidate Arcs에 남아 있는 Arcs들     중 MWA 선택(단, 가 동일한 값이 다수  

             존재시 모두 선택, 가 동일한 값이 다수 존재시 하나만 선택, 나머지는 삭제)

              선택된 MWA를 MSF Arcs에 추가, Candidate Arcs에서 삭제

              선택된 MWA의   에서 를 MSF Nodes에 저장, 에서 삭제

          END

그림 1. Prim DMST 알고리즘
Fig. 1. Prim DMST Algorithm

3. 방향 그래프의 최소신장트리 (DMST)

Chu-Liu/Edmonds DMST 알고리즘[9,11]은 다음과 같

이 수행된다.

Step 1. ① 만약 근 노드로 유입되는 호가 있다면 삭제

한다. 

       ② 근을 제외한 모든 노드에 대해 최소 가중치

를 가진 유입 호를 선택하고, 선택된  

개의 호로   집합을 생성한다.

       ③ 가 사이클이 형성되지 않으면  는 

MST가 되며,  알고리즘을 종료한다. 만약 

그렇지 않으면 Step 2를 수행한다.

Step 2. ④ 각 사이클에 대해, 사이클에 있는 노드들을 

Pseudo-node 로  축소시키고, 사이클 외

부의 어떤 노드 에서 사이클에 있는 노드 

로 유입 호의 가중치를          

          로 수정한다. 여기

서    는 사이클에 있는 임의의 노드에

서   노드로 유입되는 호의 가중치이다.

Step 3. ⑤ 각 Pseudo-node에 대해, 수정된 최소 가중

치를 가진 유입  호를 선택한다. 

       ⑥ 선택된 사이클 유입 호를 사이클에 존재하

는 동일한 실제  노드로 유입되는 호와 교

체한다.

       ⑦ 만약 사이클이 추가로 존재하면 Step 2로 

복귀한다.

4. 알고리즘 적용 문제점과 연구 배경

그림 2의 3개 그래프에 대해 Prim[4] MST 알고리즘과 

Chu-Liu/Edmonds DMST 알고리즘[9,11]을 적용하여 보

자.   그래프는 Yang[9]에서 인용되었으며,     

인 근 노드가 ①임을 알 수 있다.   그래프는 Llewelly[15]

에서,   그래프는 Ikeda[16]에서 인용되었다. 와   그래

프는 근 노드가 없어 DMST를 구하기 위해서는 임의로 

근 노드를 설정하여야 한다. 본 논문에서는 편의상 노드 

ⓐ를 근 노드로 설정하고 알고리즘을 적용하였다.


그래프

1

3

4 5

6

2

1

8

7

2

4 6

3

9

5

11

10

1

3

4 5

6

2

1

8

7

2

4 6

3

9

5

11

10

   ,   

1   2   3   4   5   6

1
2
3
4
5
6

-   1  10   -   -   5
-   -   8   -   -   2
-   -   -   -   6   -
-   7   4   -   -   -
-   -   -   3   -   -
-   -   -   9  11   -


그래프

a

e

h

b

i

f

c

j

g

d

k

4 1

4 1 3 5 4 2

4

1
95

2 2

9 1 3

1

1

a

e

h

b

i

f

c

j

g

d

k

4 1

4 1 3 5 4 2

4

1
95

2 2

9 1 3

1

1

   ,   

a  b  c  d  e  f   g  h  i  j  k

a
b
c
d
e
f
g
h
i
j
k

-  4  -  -  4  -  -  -  -  -  -
-  -  1  -  -  -  -  -  -  -  -
-  -  -  -  -  -  -  -  -  -  -
-  -  -  -  -  -  -  -  -  -  1
-  1  3  -  -  -  -  -  5  -  -
-  -  5  4  -  -  -  -  -  1  -
-  -  -  2  -  -  -  -  -  -  1
4  -  -  -  1  9  -  -  -  -  -
-  -  -  -  -  9  -  2  -  -  -
-  -  -  -  -  -  3  -  2  -  -
-  -  -  -  -  -  -  -  -  -  -


그래프

a

b

f

h

e g c

d

1
3

4

3 3

7 3

2 3

5

3 4

a

b

f

h

e g c

d

1
3

4

3 3

7 3

2 3

5

3 4

   ,   

a  b  c  d  e  f   g  h 

a
b
c
d
e
f
g
h

-  1  -  3  -  -  -  -
-  -  5  -  -  -  -  -
-  -  -  -  -  -  -  -
-  -  4  -  -  -  -  -
2  -  -  -  -  7  -  -
-  3  -  -  -  -  3  -
-  -  3  -  -  -  -  3
-  -  -  4  3  -  -  -

그림 2. 알고리즘에 사용된 그래프
Fig. 2. Graphs for Algorithm

  그래프에 대해 Prim DMST 알고리즘[4]과 

Chu-Liu/Edmonds DMST 알고리즘[9,11]을 적용한 결과

는 표 1에 제시되어 있다. Prim DMST 알고리즘[4]은 근 

노드 ①로부터 모든 노드로 유일한 방향 경로가 설정되

었고, 사이클이 없고, 근 노드를 제외한 모든 노드의 

    이며,   인 MST를 얻었다. 

Chu-Liu/Edmonds DMST 알고리즘[9,11]은 ③-④-⑤에서 

사이클이 발생하여 이 사이클로 유입되는 최소 가중치 

호인    이 선택되고 ③ 노드로 유입되는    

가 삭제되었다. 따라서 근 노드 ①로부터 모든 노드로 유

일한 방향 경로가 설정되었으며, 사이클이 발생하지 않

았으며, 근 노드를 제외한 모든 노드의     이

며,   인 MST를 얻을 수 있었다. 
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표 1.  그래프의 DMST 알고리즘 적용
Table 1. DMST Algorithm Application of Graph 
(a) Prim DMST 알고리즘

 MSF
Nodes

Candidate Arcs MWA 선정
Candidate Arcs

(  )

MSF
Arcs

(MWA)  Cycle ()

{1,2,3,4,5,6} ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅

{2,3,4,5,6} {1}
(1,2)=1,(1,3)=10

(1,6)=5
∅ ∅

(1,2)=1,(1,3)=10
(1,6)=5

(1,2)=1

{3,4,5,6} {1,2} (2,3)=8,(2,6)=2 (1,3)=10,(1,6)=5 ∅
(1,3)=10,(1,6)=5
(2,3)=8,(2,6)=2

(2,6)=2

{3,4,5} {1,2,6} (6,4)=9,(6,5)=11
(1,3)=10,(1,6)=5

(2,3)=8
(1,6)=5

(1,3)=10,(2,3)=8
(6,4)=9,(6,5)=11

(2,3)=8

{4,5} {1,2,6,3} (3,5)=6
(1,3)=10,(6,4)=9

(6,5)=11
(1,3)=10

(6,4)=9,(6,5)=11
(3,5)=6

(3,5)=6

{4} {1,2,6,3,5} (5,4)=3 (6,4)=9,(6,5)=11 (6,5)=11 (6,4)=9,(5,4)=3 (5,4)=3

∅ {1,2,6,3,5,4} (4,2)=7,(4,3)=4 (6,4)=9
(6,4)=9,(4,2)=7

(4,3)=4
∅ -

(b) Chu-Liu/Edmonds DMST 알고리즘

Node

노드 유입 
MWA MSF 

Arcs
MSF 유입 MWA

DMST 
Arcs

ALL 선택

1
2
3
4
5
6

-
(1,2)=1
(4,3)=4
(5,4)=3
(3,6)=6
(2,6)=2

-
(1,2)=1
(4,3)=4
(5,4)=3
(3,6)=6
(2,6)=2

-
(1,2)=1
(4,3)=4
(5,4)=3
(3,6)=6
(2,6)=2

2

1

3

4 5

6

2

1

8

6

3

10

2

3

4 5

2 8

4 6

3

1

3

4 5

6

1

8

7 4 6

3

9

5

11

10

2

1

k

6

2
8

9 11

10 10-(4-3)=9

8-(4-3)=7

11-(6-3)=89-(3-3)=9

1

k

6

2 7

9 8

9

2

1

3

4 5

6

2

1

8

6

3

10

2

3

4 5

2 8

4 6

3

1

3

4 5

6

1

8

7 4 6

3

9

5

11

10

2

1

k

6

2
8

9 11

10 10-(4-3)=9

8-(4-3)=7

11-(6-3)=89-(3-3)=9

1

k

6

2 7

9 8

9

(2,k)= 8:  8-(4-3)=7 ⇒ (4,3)=4 → (2,3)=8
(1,k)=10: 10-(4-3)=9 
(6,k)= 9:  9-(3-3)=9
(6,k)=11: 11-(6-3)=8

-
(1,2)=1
(2,3)=8
(5,4)=3
(3,6)=6
(2,6)=2

  그래프에 대해 Prim DMST 알고리즘[4]과 

Chu-Liu/Edmonds DMST 알고리즘[9,11]을 적용한 결과

는 표 2에 제시되어 있다.

표 2.  그래프의 DMST 알고리즘 적용
Table 2. DMST Algorithm Application of Graph 
(a) Prim DMST 알고리즘

 MSF
Nodes

Candidate Arcs MWA선정
Candidate Arcs

(  )

MSF
Arcs

(MWA)
  Cycle ()

[a,b,c,d,e,f,g,
h,i,j,k}

∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅

{b,c,d,e,f,g,h,
i,j,k}

{a} (a,b)=4,(a,e)=4 ∅ ∅ (a,b)=4,(a,e)=4
(a,b)=4
(a,e)=4

{c,d,f,g,h,i,j, 
k}

{a,b,e}
(b,c)=1,(e,b)=1
(e,c)=3,(e,i)=5

∅ (e,b)=1
(b,c)=1,(e,c)=3

(e,i)=5
(b,c)=1

{d,f,g,h,i,j,k} {a,b,e,c} ∅ (e,c)=3,(e,i)=5 (e,c)=3 (e,i)=5 (e,i)=5

{d,f,g,h,j,k} {a,b,e,c,i} (i,f)=9,(i,h)=2 ∅ ∅ (i,f)=9,(i,h)=2 (i,h)=2

{d,f,g,j,k} {a,b,e,c,i,h}
(h,a)=4,(h,e)=1

(h,f)=9
(i,f)=9 (h,a)=4,(h,e)=1 (i,f)=9,(h,f)=9 (i,f)=9

{d,g,j,k}
{a,b,e,c,i,h, 

f}
(f,c)=5,(f,d)=4

(f,j)=1
∅ (f,c)=5 (f,d)=4,(f,j)=1 (f,j)=1

{d,g,k}
{a,b,e,c,i,h,

f,j}
(j,g)=3,(j,i)=2 (f,d)=4 (j,i)=2 (f,d)=4,(j,g)=3 (j,g)=3

{d,k}
{a,b,e,c,i,h,
f,j,g}

(g,d)=2,(g,k)=1 (f,d)=4 ∅
(f,d)=4,(g,d)=2

(g,k)=1
(g,k)=1

{d}
{a,b,e,c,i,h,
f,j,g,k}

∅ (f,d)=4,(g,d)=2 ∅ (f,d)=4,(g,d)=2 (g,d)=2

∅
{a,b,e,c,i,h,
f,j,g,k,d}

(d,k)=1 (f,d)=4 (f,d)=4,(d,k)=1 ∅ -

(b) Chu-Liu/Edmonds DMST 알고리즘

Node
노드 유입 MWA MSF 

Arcs
MSF 유입 MWA

DMST 
ArcsALL 선택

a
b
c
d
e
f
g
h
i
j
k

(h,a)=4
(e,b)=1
(b,c)=1
(g,d)=2
(h,e)=1

(h,f)=9,(i,f)=9
(j,g)=3
(i,h)=2
(j,i)=2
(f,j)=1

(d,k)=1,(g,k)=1

-
(e,b)=1
(b,c)=1
(g,d)=2
(h,e)=1
(h,f)=9
(j,g)=3
(i,h)=2
(j,i)=2
(f,j)=1
(d,k)=1

-
(e,b)=1
(b,c)=1
(g,d)=2
(h,e)=1
(h,f)=9
(j,g)=3
(i,h)=2
(j,i)=2
(f,j)=1
(d,k)=1

a

e

h

b

i

f

c

j

g

d

k

1

1 2

1
9

2 2

1
3

1

e

h i

f

j
9

5

2 2

1

a

e

h

b

i

f

c

j

g

d

k

1

4 1 2

9 5

2

1 3

1

a

e

h i

f

j

4

1 9 5

2

1

a

e

h

b

i

f

c

j

g

d

k

1

1 2

1
9

2 2

1
3

1

e

h i

f

j
9

5

2 2

1

a

e

h

b

i

f

c

j

g

d

k

1

4 1 2

9 5

2

1 3

1

a

e

h i

f

j

4

1 9 5

2

1

(e,k)=5: 5-(2-1)=4 ⇒ (j,i)=2 → (e,i)=5
(a,k)=4: 4-(1-1)=4 ⇒ (h,e)=1 → (a,e)=4

-
(e,b)=1
(b,c)=1
(g,d)=2
(a,e)=4
(h,f)=9
(j,g)=3
(i,h)=2
(e,i)=5
(f,j)=1
(d,k)=1

Prim DMST 알고리즘[4]은 근 노드 ⓐ로부터 모든 노

드로 방향경로가 설정되었으며,   를 얻었다. 

Chu-Liu/Edmonds DMST 알고리즘은 최소 가중치를 가

진 유입 호가 다수 발생하였을 경우 어떤 호를 선택하는

지에 대해 명확히 제시하지 않고 있다. 그러나 DMST는 

근을 제외한 모든 노드의 유입 호가 1개만이 존재해야 하

므로 본 논문에서는 1개만을 선택하였다. 

Chu-Liu/Edmonds DMST 알고리즘[9,11]은 근 노드를 

ⓐ라 할 때, ⓗ-ⓕ-ⓘ-ⓙ에 사이클이 발생하였다. 사이클

로 유입되는 호는     만 존재하며, 이를 연결하는 

경우 ⓘ 노드로 유입되는       호가 삭제된다. 이 경

우 다시 ⓗ-ⓔ-ⓘ가 사이클이 발생하였으며, 이 사이클

로 유입되는 호는    만 존재하여    이 

   로 대체되었다. 결국,   인 MST를 얻었

다. 결국 Chu-Liu/Edmonds DMST 알고리즘이 Prim 

DMST 알고리즘보다 호들의 가중치 합이 작은 DMST

를 얻을 수 있었다. 

  그래프에 대해 Prim DMST 알고리즘[4]과 

Chu-Liu/Edmonds DMST 알고리즘[9,11]을 적용한 결과

는 표 3에 제시되어 있다. Prim DMST 알고리즘
[4]은 ⓒ 

노드에서 더 이상의 유출 호가 존재하지 않아 알고리즘

이 종료되었으며, ST를 얻는데 실패하였다. 또한, 

Chu-Liu/Edmonds DMST 알고리즘[9,11]도 ⓔ-ⓕ-ⓖ-ⓗ

에서 사이클이 발생하였으나 이 사이클로 유입되는 호가 

없어 알고리즘이 수행되지 못하였으며, ST를 얻는데 실

패하였다.
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표 3.  그래프의 DMST 알고리즘 적용
Table 3. DMST Algorithm Application of Graph 
(a) Prim DMST 알고리즘

 MSF
Nodes

Candidate Arcs MWA 선정
Candidate Arcs

(  )

MSF
Arcs

(MWA)  Cycle ()

{a,b,c,d,e,f,g,h} ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅

{b,c,d,e,f,g,h} {a} (a,b)=1,(a,d)=3 ∅ ∅ (a,b)=1,(a,d)=3 (a,b)=1

{c,d,e,f,g,h} {a,b} (b,c)=5 (a,d)=3 ∅ (a,d)=3,(b,c)=5 (a,d)=3

{c,e,f,g,h} {a,b,d} (d,c)=4 (b,c)=5 ∅ (b,c)=5,(d,c)=4 (d,c)=4

{e,f,g,h} {a,b,d,c} ∅ (b,c)=5 (b,c)=5 ∅ -

알고리즘 수행 불가

(b) Chu-Liu/Edmonds DMST 알고리즘

Node
노드 유입 MWA MSF 

Arcs
MSF 유입 MWA

DMST 
ArcsALL 선택

a
b
c
d
e
f
g
h

(e,a)=2
(a,b)=1
(g,c)=3
(a,d)=3
(h,e)=3
(e,f)=7
(f,g)=3
(g,h)=3

-
(a,b)=1
(g,c)=3
(a,d)=3
(h,e)=3
(e,f)=7
(f,g)=3
(g,h)=3

-
(a,b)=1
(g,c)=3
(a,d)=3
(h,e)=3
(e,f)=7
(f,g)=3
(g,h)=3

a

b

f

h

e g c

d

1

3 3

7 3

3

3

a

b

f

h

e g c

d

1
3

4

3 3

7 3

2 3

3

a

b

f

h

e g c

d

1

3 3

7 3

3

3

a

b

f

h

e g c

d

1
3

4

3 3

7 3

2 3

3

ⓔ-ⓕ-ⓖ-ⓗ 사이클로 유입되는 호가 없어 MST를 
구하지 못함

실패

그림 2의 3개 그래프에 대해 Prim[4]과 Chu-Liu/Edmonds 

DMST 알고리즘[9,11]을 적용하여 얻은 DMST는 그림 3

에 제시되어 있다.

구분   그래프   그래프   그래프

Prim DMST 
알고리즘

1

3

4 5

6

2

1

8

2

6

3

1

3

4 5

6

2

1

8

2

6

3

a

e

h

b

i

f

c

j

g

d

k

4 1

4 2

5

2

9 1 3 1

a

e

h

b

i

f

c

j

g

d

k

4 1

4 2

5

2

9 1 3 1

a

b

f

h

e g c

d

1

3 4

a

b

f

h

e g c

d

1

3 4

Chu-Liu/
Edmonds 
DMST 
알고리즘

1

3

4 5

6

2

1

8
6

3

10

2

a

e

h

b

i

f

c

j

g

d

k

1
4 1 2

9 5

2

1 3

1 a

b

f

h

e g c

d

1

3 3

7 3

3

3

a

b

f

h

e g c

d

1

3 3

7 3

3

3

그림 3. DMST
Fig. 3. DMST

결국, 방향 그래프에 Prim[4]과 Chu-Liu/Edmonds 

MST 알고리즘[9,11]을 적용시 다음과 같은 의문이 제기된다.

(1) Chu-Liu/Edmonds MST 알고리즘처럼 그래프에

서 직접 MST를 찾는 수동적 방법에서 인접 행렬 

(Adjacency Matrix)을 이용하여 MST를 구하는 

프로그램을 구현할 수 있는가?

(2)   그래프처럼 근 노드가 명확히 정의되지 않은 

경우, 근 노드를 임의로 노드 ⓐ로 설정하지 않고 

가중치 합을 최대로 줄일 수 있는 MST를 얻으면

서 근 노드를 찾는 방법은 없는가?

(3)   그래프처럼 근 노드가 명확히 정의되지 않은 

경우, 근 노드를 임의로 노드 ⓐ로 설정하고 알고

리즘을 수행시 MST를 얻지 못하는 문제점을 해

결할 수 있는가?

(4) Chu-Liu/Edmonds MST 알고리즘의 사이클을 제

거하는 과정을 단순화 시킬 수 있는 방법은 없는

가?

Ⅲ. DMST 알고리즘

1. 알고리즘 제안

방향 그래프의 MST (DMST)는 다음 조건을 만족시

켜야만 한다. (1) 근 노드 의     가 되어야 

한다. 만약에 근 노드의   가 존재하면 이를 무

시한다. (2) 근 노드 로부터 다른 모든 노드로 유일한 방

향 경로가 설정되어야 한다. 따라서 근 노드를 제외한 모

든 노드는 반드시     이 되어야만 한다. 단, 

  ≥ 또는    이어도 상관없다. 

(3) 사이클 (닫힌 경로)이 발생하지 않아야 한다. (4) 모

든 호들의 가중치 합이 다른 ST와 비교시 최소가 되어야 

한다. 이러한 조건을 만족시키기 위해 Chu-Liu/Edmonds 

DMST 알고리즘[9,11]은 한 노드의 유입 호 중 최소의 가

중치를 갖는 호를 선택하는 방법으로 제안되었다. 그러

나   그래프처럼 사이클이 발생하지 않고 알고리즘이 

종료되었음에도 불구하고  MST를 얻지 못하는 문제점

을 발생시켰다. 따라서 이러한 문제점을 해결할 수 있는 

DMST 알고리즘을 다음과 같이 제안한다.

Step 1. ① 근 노드를 포함한 모든 노드에 대해 최소 

가중치를 갖는 유입 호 (In-degree MWA)

를 선택한다. 단, 근 노드의 유입 호를 삭

제하지 않는다. 또한 만약 하나의 노드에

서 동일한 가중치를 가진 유입 호가 다수 

존재시 1개만 선택한다.)

Step 2. ② 선택된 MWA들을 오름차순으로 정렬한다.

   ③ 최소 가중치를 갖는 MWA부터 순서대로 

노드들을 연결하는 MSF를 생성하면서 사

이클이 발생하는 호 (하나의 MSF 에 머리

와 꼬리가 모두 속한 경우)를 제거한다.
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   ④ 만약 MSF가 1개이면 DMST가 얻어지며, 

알고리즘을 종료한다. 만약 그렇지 않으면 

Step 3을 수행한다.

Step 3. ⑤ 모든 MSF의 유입 호들을 선택한다.

   ⑥ 유입 호가 2개 이상인 MSF에 대해, MSF 

유입 호와 머리가 동일한 MSF의 호 (각 

노드는 유입 호가 1개만이 존재해야 함)는 

제거한다. MSF 유입 호와 MSF의 나머지 

호들의 가중치를 합한다. 

   ⑦ 각 MSF에서 가중치 합이 최소인 유입 호

를 동일한 머리를 가진 MSF 호와 대체시

킨다.

제안된 알고리즘을 Sulee DMST 알고리즘이라 하며, 

그림 4에 제시되어 있다. 제안된 알고리즘은       

인 노드가 존재하는 그래프의 경우  Chu-Liu/Edmonds 

DMST 알고리즘과 동일한 DMST를 얻는다. 그러나 

    인 노드가 없는 그래프에서는 가중치 합

을 최소로 하는 DMST를 얻으면서 이에 따른 근 노드도 

함께 구할 수 있는 장점이 있다. 또한, Chu-Liu/Edmonds 

DMST 알고리즘의 사이클 발생 문제점을 해결하는 가중

치 수정 과정을 생략할 수 있다.

2. 적용 방법

그림 2의 3개 그래프에 Sulee DMST 알고리즘을 적용

한 과정은 표 4에, 적용 결과 얻은 MST는 그림 5에 제시

되어 있다.   그래프는   으로 Chu-Liu/ 

Edmonds DMST 알고리즘[9,11]과 동일한 가중치 합과 

MST를 얻었으며, Pseudo-node를 적용하고 유입 호의 

가중치를 수정하는 알고리즘이 생략되어 알고리즘이 간

략화 되었음을 알 수 있다.   그래프는   을 얻

어 Chu-Liu/Edmonds DMST 알고리즘[9,11]의 

  를 능가하는 실질적인 MST를 얻었으며, 근 

노드는 ⓐ가 아닌 ⓕ로 변경되었다. 따라서 근 노드를 ⓕ

로 설정하면 가중치 합이 가장 적은 MST를 얻을 수 있

다.   그래프에 대해, Chu-Liu/Edmonds DMST 알고리

즘[9,11]은 MST를 얻는데 실패하였으나 Sulee DMST 알

고리즘은   인 MST를 얻었으며, 근 노드는 ⓐ

가 아닌 ⓕ로 변경되었다.

Adjacency 행렬       ⋯   작성

MWA : Minimum-weight Arc, MSF : Minimum Spanning Forest
MST  : Minimum Spanning Tree
  : Candidate Arcs (Node Incoming Minimum Arcs)

  : MSF Nodes

  : MSF Incoming Arcs

/* 1
st
 Stage : 각 열 노드에 대해 MWA (노드 유입 MWA) 선택, MSF생성

1-1. 근 노드를 포함한 모든 열 노드의 최소 가중치를 갖는 호 선택 (단, 동일한 가중치가 다수 존 
     재시 1개만 선택), Candidate Arcs에 저장
1-2  Candidate Arcs (를 오름차순으로 정렬

1-3  사이클 발생 호 제거, MSF    생성

     FOR 1 to   do /* Candidate Arcs의 최소 가중치를 가진 호부터 MSF Arcs 선택

          IF        와   ∊하나의   THEN Skip /* 사이클 발생 호 제거

          ELSE IF  와   ∊  MSF의 두   원소

                    해당 Arc를 MSF Arcs에 추가, 해당 Arc를 해당 MSF에 연결

           ELSE IF  와   ∉    THEN

                    해당 Arc를 MSF Arcs에 추가, 해당 Arc로 새로운 MSF 생성
          ENDIF
     END

     IF            THEN  알고리즘 종료

     ELSE  IF  ≥   THEN  2
nd
 Stage 수행

     ENDIF

/* 2nd Stage : MSF를 연결하는 MWA (MSF 유입 MWA) 선택, MST를 찾음

2-1. FOR 1 to    do /* MSF의 유입 호 선택

          각 MSF를 형성하는 노드들에 대해 인접행렬의 열 (유입) 호 선택
          선택된 호들의 Tail이 MSF의 노드와 동일한 호 삭제
     END

2-2. FOR 1 to  ≥  do /* 유입 호가 2개 이상인 MSF의 MFT 유입 MWA 선택

          MSF에 포함된 호들 중 MSF 유입 호와 Head가 동일한 호 삭제
          MSF 유입 호와 MSF의 나머지 호들의 가중치 합 계산, 최소 가중치를 갖는 외부 유입  
           호 선택
          가중치 합이 최소인 MSF 유입 호 계산에 사용된 호들을 MSF Arcs에 추가, MSF 유입  
          호와 동일한 Head를 가진 호 삭제
     END

그림 4. Sulee DMST 알고리즘
Fig. 4. Sulee DMST Algorithm

만약 와 에 대해 모든 노드의 최소 가중치를 갖는 

In-degree MWA를 선택한 후 이들을 오름차순으로 정

렬하지 않을 경우, 사이클 검증 과정에서 가중치가 보다 

큰 호가 선택되어 MST를 얻지 못하는 경우가 발생한다. 

이에 대한 예는 표 5에 제시하였다.

표 4. Sulee DMST 알고리즘 적용
Table 4. Sulee DMST Algorithm Application

(a)   그래프

Node

노드 유입 MWA MSF

ALL 선택 정렬
Cycle 
Check

Nodes Arcs

1
2
3
4
5
6

-
(1,2)=1
(4,3)=4
(5,4)=3
(3,5)=6
(2,6)=2

-
(1,2)=1
(4,3)=4
(5,4)=3
(3,5)=6
(2,6)=2

-
(1,2)=1
(2,6)=2
(5,4)=3
(4,3)=4
(3,5)=6

-
x
x
x
x
O

1-2
1-2-6

1-2-6, 4-5
1-2-6, 3-4-5
1-2-6, 3-4-5

(1,2)=1
(2,6)=2
(5,4)=3
(4,3)=4

-

MSF
MSF 유입 MWA MSF

Arcs
DMST 
Arcs유입 호 대상 선택 가중치 계산

: {1,2,6}
(1,2)=1,(2,6)=2

(1,2)=1,(4,2)=7
(1,6)=5,(2,6)=2

(4,2)=7 - - (1,2)=1
(2,6)=2
(5,4)=3
(4,3)=4

(1,2)=1
(2,6)=2
(5,4)=3
(2,3)=8
(3,5)=6

: {3,4,5}
(5,4)=3,(4,3)=4

(3,5)=6

(1,3)=10,(2,3)=8
(4,3)=4,(5,4)=3
(6,4)=9,(3,5)=6

(6,5)=11

(1,3)=10
(2,3)= 8
(6,4)= 9
(6,5)=11

(1,3)=10
(2,3)= 8
(6,4)= 9
(6,5)=11

(1,3)+(3,5)+(5,4)=10+6+3=19
(2,3)+(3,5)+(5,4)=8+6+3=17
(6,4)+(4,3)+(3,5)=9+4+6=19
(6,5)+(5,4)+(4,3)=11+3+4=18
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(b)   그래프

Node

노드 유입 MWA MSF

ALL 선택 정렬
Cycle 
Check

Nodes Arcs

a
b
c
d
e
f
g
h
i
j
k

(h,a)=4
(e,b)=1
(b,c)=1
(g,d)=2
(h,e)=1

(h,f)=9,(i,f)=9
(j,g)=3
(i,h)=2
(j,i)=2
(f,j)=1

(d,k)=1,(g,k)=1

(h,a)=4
(e,b)=1
(b,c)=1
(g,d)=2
(h,e)=1
(h,f)=9
(j,g)=3
(i,h)=2
(j,i)=2
(f,j)=1
(d,k)=1

(e,b)=1
(b,c)=1
(h,e)=1
(f,j)=1
(d,k)=1
(g,d)=2
(i,h)=2
(j,i)=2
(j,g)=3
(h,a)=4
(h,f)=9

x
x
x
x
x
x
x
x
x
x
O

-
b-e
b-c-e
b-c-e-h

b-c-e-h, f-j
b-c-e-h, f-j, d-k

b-c-e-h, f-j, d-g-k
b-c-e-h-i, f-j, d-g-k
b-c-e-f-h-i-j, d-g-k
b-c-d-e-f-g-h-i-j-k

a-b-c-d-e-f-g-h-i-j-k
a-b-c-d-e-f-g-h-i-j-k

(e,b)=1
(b,c)=1
(h,e)=1
(f,j)=1
(d,k)=1
(g,d)=2
(i,h)=2
(j,i)=2
(j,g)=3
(h,a)=4

-

(c)   그래프

Node

노드 유입 MWA MSF

ALL 선택 정렬
Cycle 
Check

Nodes Arcs

a
b
c
d
e
f
g
h

(e,a)=2
(a,b)=1
(g,c)=3
(a,d)=3
(h,e)=3
(e,f)=7
(f,g)=3
(g,h)=3

(e,a)=2
(a,b)=1
(g,c)=3
(a,d)=3
(h,e)=3
(e,f)=7
(f,g)=3
(g,h)=3

(a,b)=1
(e,a)=2
(g,c)=3
(a,d)=3
(h,e)=3
(f,g)=3
(g,h)=3
(e,f)=7

x
x
x
x
x
x
x
O

-
a-b
a-b-e

a-b-e, c-g
a-b-d-e, c-g

a-b-d-e-h, c-g
a-b-d-e-h, c-f-g
a-b-c-d-e-f-g-h
a-b-c-d-e-f-g-h

(a,b)=1
(e,a)=2
(g,c)=3
(a,d)=3
(h,e)=3
(f,g)=3
(g,h)=3

-
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(a)   그래프            (b)   그래프           (c)   그래프

그림 5. Sulee DMST 알고리즘의 MST
Fig. 5. MST of the Sulee DMST

표 5. 정렬을 하지 않은 Sulee DMST 알고리즘 적용
Table 5. Sulee DMST Algorithm Application 
           without sorting
(a)   그래프

Node

In-degree MWA MSF

ALL 선택
Cycle 
Check

Nodes Arcs

a
b
c
d
e
f
g
h
i
j
k

(h,a)=4
(e,b)=1
(b,c)=1
(g,d)=2
(h,e)=1

(h,f)=9,(i,f)=9
(j,g)=3
(i,h)=2
(j,i)=2
(f,j)=1

(d,k)=1,(g,k)=1

(h,a)=4
(e,b)=1
(b,c)=1
(g,d)=2
(h,e)=1
(h,f)=9
(j,g)=3
(i,h)=2
(j,i)=2
(f,j)=1
(d,k)=1

x
x
x
x
x
x
x
x
x
O
x

-
a-h

a-h, b-e
a-h, b-c-e

a-h, b-c-e, d-g
a-b-c-e-h, d-g
a-b-c-e-f-h, d-g
a-b-c-e-f-h, d-g-j
a-b-c-e-f-h-i, d-g-j
a-b-c-d-e-f-g-h-i-j
a-b-c-d-e-f-g-h-i-j

a-b-c-d-e-f-g-h-i-j-k

(h,a)=4
(e,b)=1
(b,c)=1
(g,d)=2
(h,e)=1
(h,f)=9
(j,g)=3
(i,h)=2
(j,i)=2
-

(d,k)=1

(b)   그래프

Node

In-degree MWA MSF

ALL 선택
Cycle 
Check

Nodes Arcs

a
b
c
d
e
f
g
h

(e,a)=2
(a,b)=1
(g,c)=3
(a,d)=3
(h,e)=3
(e,f)=7
(f,g)=3
(g,h)=3

(e,a)=2
(a,b)=1
(g,c)=3
(a,d)=3
(h,e)=3
(e,f)=7
(f,g)=3
(g,h)=3

x
x
x
x
x
x
x
O

-
a-e
a-b-e

a-b-e, c-g
a-b-d-e, c-g

a-b-d-e-h, c-g
a-b-d-e-f-h, c-g
a-b-c-d-e-f-g-h
a-b-c-d-e-f-g-h

(e,a)=2
(a,b)=1
(g,c)=3
(a,d)=3
(h,e)=3
(e,f)=7
(f,g)=3

-

표 5에서 MWA를 정렬시키지 않은 경우,   그래프는 

   ,   그래프는   로 ST는 얻었지만 

MST 구하는데 실패하였다. 따라서 Sulee DMST 알고리

즘은 MWA를 오름차순 (가중치, Head 노드 순)으로 정

렬시키는 방법을 채택한다.

Ⅳ. Sulee MST 알고리즘 적용성 평가

1. 실험에 적용된 그래프

본 절에서는 그림 6과 같이 그래프 상으로 근 노드가 

명확히 알 수 있는 11개 그래프와 근 노드를 명확히 알 

수 없는 3개 그래프를 대상으로 Sulee DMST 알고리즘

의 적용성을 평가해 본다. 와   그래프는 Chen[17]에

서,   그래프는 Wenger[18],   그래프는 Llewellyn[15]에

서,   그래프는 Forbes[19]에서,     그래프는 

Ikeda[16]에서,     그래프는 List[20]에서,    

그래프는 Boyd[7]에서 인용되었다.
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(a) 근 노드가 지정된 그래프
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43

1

4

(  그래프)

(b) 근 노드가 지정되지 않은 그래프

그림 6. 실험에 적용된 그래프
Fig. 6. Graphs for Experiment

2. 근 노드가 지정된 그래프 적용 결과

근 노드가 지정된 그래프는 인접행렬에서     

인 열 노드가 반드시 하나는 존재하는 경우이며, 예로   

그래프에서는 ⓐ가 이에 해당된다. 노드 ⓐ는 

        인 경우이다. 11개의 그래

프 모두 근 노드가 지정된 경우이며, 각 열 노드의 MWA

를 선택(단, 동일한 가중치를 갖는 In-degree가 다수 존

재하면 DST의 조건을 만족시키지 못하므로 하나만 선택

한다.)하면 사이클이 발생하지 않는 DMST를 얻을 수 있

다. 즉, Chu-Liu/Edmonds와 Sulee DMST 알고리즘이 

동일한 MST를 얻는다. 이렇게 얻은 DMST를 그림 7에 

제시하였다.
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그림 7. 근 노드가 지정된 그래프의 DMST
Fig. 7. DMST of Graph with Root Node

3. 근 노드가 지정되지 않은 그래프 적용 결과

근 노드가 지정되지 않은 그래프 (즉, 인접행렬에서 

    인 열 노드가 없을 경우)에 대해 

Chu-Liu/Edmonds 알고리즘은 먼저 임의의 노드를 근으

로 가정하고 알고리즘을 수행하였으며, Sulee DMST 알

고리즘은 근 노드를 가정하지 않고 알고리즘을 수행하였

다. 마지막으로 Sulee DMST 알고리즘으로 얻은 근에 대

해 Chu-Liu/Edmonds 알고리즘을 수행한 결과를 제시하

였다.

  그래프에 대한 Chu-Liu/Edmonds와 Sulee DMST 

알고리즘을 적용한 결과는 표 6에 제시하였다.   그래프

의 경우 근을 ⓜ으로 가정한 Chu-Liu/Edmonds DMST 

알고리즘은   를 얻은 반면, 근을 가정하지 않은 

Sulee DMST 알고리즘은   를 얻고 근을 ⓒ로 

결정할 수 있었다. Sulee DMST 알고리즘에서 얻은 노드 

ⓒ를 근으로 가정한 Chu-Liu/Edmonds DMST 알고리즘

은 Sulee DMST 알고리즘과 동일하게   을 얻

을 수 있었다.

표 6.  그래프의 DMST
Table 6. DMST of Graph 
(a) Chu-Liu/Edmonds DMST 알고리즘 (근 노드= m)

Node
노드 유입 MWA MSF 

Arcs
MSF 유입 MWA

DMST 
ArcsALL 선택

a
b
c
d
e
f
g
h
i
j
k
l
m

(m,a)=2
(d,b)=1
(b,c)=3
(c,d)=2
(g,e)=2
(e,f)=3
(f,g)=1
(d,h)=5
(j,i)=2
(k,j)=3
(i,k)=1
(m,l)=2

-

(m,a)=2
(d,b)=1
(b,c)=3
(c,d)=2
(g,e)=2
(e,f)=3
(f,g)=1
(d,h)=5
(j,i)=2
(k,j)=3
(i,k)=1
(m,l)=2

-

(m,a)=2
(d,b)=1
(b,c)=3
(c,d)=2
(g,e)=2
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(f,g)=1
(d,h)=5
(j,i)=2
(k,j)=3
(i,k)=1
(m,l)=2

-

e f

g

j

i

k

h

l
6

4 2

3
1

5

5

2

3
1

e f

g

c
d

b

j

i

k

h

a

m

l
2

2

1

2

2

3
1

5
2

3
1

4-(2-1)=3

5-(1-1)=5

5-(2-1)=4

6-(1-1)=6

e f

g

j

i

k

3
1

5

3
1

4

e f

gc

d

b j

i

k

h

a

m

l
2

2

2

3
1

5

3
1

5
4

3 c
d

b

1

2

3

a
12

c
d

b

2

3

a
12

12

3

e f

g

j

i

k

h

l
6

4 2

3
1

5

5

2

3
1

e f

g

c
d

b

j

i

k

h

a

m

l
2

2

1

2

2

3
1

5
2

3
1

4-(2-1)=3

5-(1-1)=5

5-(2-1)=4

6-(1-1)=6

e f

g

j

i

k

3
1

5

3
1

4

e f

gc

d

b j

i

k

h

a

m

l
2

2

2

3
1

5

3
1

5
4

3 c
d

b

1

2

3

a
12

c
d

b

2

3

a
12

12

3

(m,a)=2
(a,b)=12
(b,c)=3
(c,d)=2
(c,e)=4
(e,f)=3
(f,g)=1
(d,h)=5
(f,i)=5
(k,j)=3
(i,k)=1
(m,l)=2

-

(b) Sulee DMST 알고리즘

Node
노드 유입 MWA MSF

ALL 선택 정렬 Cycle Nodes Arcs

a
b
c
d
e
f
g
h
i
j
k
l
m

(m,a)=2
(d,b)=1
(b,c)=3
(c,d)=2
(g,e)=2
(e,f)=3
(f,g)=1
(d,h)=5
(j,i)=2
(k,j)=3
(i,k)=1
(m,l)=2
(c,m)=1

(m,a)=2
(d,b)=1
(b,c)=3
(c,d)=2
(g,e)=2
(e,f)=3
(f,g)=1
(d,h)=5
(j,i)=2
(k,j)=3
(i,k)=1
(m,l)=2
(c,m)=1

(d,b)=1
(f,g)=1
(i,k)=1
(c,m)=1
(m,a)=2
(c,d)=2
(g,e)=2
(j,i)=2
(m,l)=2
(b,c)=3
(e,f)=3
(k,j)=3
(d,h)=5

x
x
x
x
x
x
x
x
x
O
O
O
x

-
b-d

b-d, f-g
b-d, f-g, i-k

b-d, f-g, i-k, c-m
b-d, f-g, i-k, a-c-m
a-b-c-d-m, f-g, i-k
a-b-c-d-m, e-f-g, i-k
a-b-c-d-m, e-f-g, i-j-k
a-b-c-d-l-m, e-f-g, i-j-k
a-b-c-d-l-m, e-f-g, i-j-k
a-b-c-d-l-m, e-f-g, i-j-k
a-b-c-d-l-m, e-f-g, i-j-k
a-b-c-d-h-l-m, e-f-g, i-j-k

(d,b)=1
(f,g)=1
(i,k)=1
(c,m)=1
(m,a)=2
(c,d)=2
(g,e)=2
(j,i)=2
(m,l)=2

-
-
-

(d,h)=5
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MSF

MSF 유입 MWA
Candidate
MWA

DMST 
Arcs유입 호

MWA 

대상 선택 가중치 계산


{a,b,c,d,h,l,m}

(m,a)=2,(a,b)=12
(d,h)=1,(b,c)=3
(c,d)=2,(d,h)=5
(j,h)=5,(m,l)=2

(c,m)=1

(j,h)=5 - -

(d,b)=1
(f,g)=1
(i,k)=1
(c,m)=1
(m,a)=2
(c,d)=2
(g,e)=2
(j,i)=2
(m,l)=2
(b,c)=3
(e,f)=3
(k,j)=3
(d,h)=5

(d,b)=1
(f,g)=1
(i,k)=1
(c,m)=1
(m,a)=2
(c,d)=2
(c,e)=4
(f,i)=5
(m,l)=2

-
(e,f)=3
(k,j)=3
(d,h)=5

: [e,f,g}
(g,e)=2,(e,f)=3

(f,g)=1

(c,e)=4,(g,e)=4
(e,f)=3,(h,g)=5

(f,g)=1

(c,e)=4
(h,g)=5

(c,e)=4
(h,g)=5

(c,e)+(e,f)+(f,g)=4+3+1= 8
[추가:(c,e)=4, 삭제:(g,e)=2]

(h,g)+(g,e)+(e,f)=5+2+3=10

: {i,j,k}
(j,i)=5,(k,j)=3

(i,k)=1

(f,i)=5,(j,i)=5
(k,j)=3,(i,k)=1

(l,k)=6

(f,i)=5
(l,k)=6

(f,i)=5
(l,k)=6

(f,i)+(i,k)+(k,j)=5+1+3= 9
[추가:(f,j)=5, 삭제:(k,j)=3]

(l,k)+(j,i)+(k,j)=6+2+3=11

(c) Chu-Liu/Edmonds DMST 알고리즘 (근 노드=c)

Node
노드 유입 MWA MSF 

Arcs
MSF 유입 MWA

DMST 
ArcsALL 선택

a
b
c
d
e
f
g
h
i
j
k
l
m

(m,a)=2
(d,b)=1

-
(c,d)=2
(g,e)=2
(e,f)=3
(f,g)=1
(d,h)=5
(j,i)=2
(k,j)=3
(i,k)=1
(m,l)=2
(c,m)=1

(m,a)=2
(d,b)=1

-
(c,d)=2
(g,e)=2
(e,f)=3
(f,g)=1
(d,h)=5
(j,i)=2
(k,j)=3
(i,k)=1
(m,l)=2
(c,m)=1

(m,a)=2
(d,b)=1

-
(c,d)=2
(g,e)=2
(e,f)=3
(f,g)=1
(d,h)=5
(j,i)=2
(k,j)=3
(i,k)=1
(m,l)=2
(c,m)=1

e f

gc

j

i

k

h

l
6

4 2

3
1

5

5

2

3
1

e f

g

c
d

b
j

i

k

h

a

m

l
2

2

1
2

2

3
1

5
2

3
1

1

4-(2-1)=3

5-(1-1)=5

5-(2-1)=4

6-(1-1)=6

e f

gc

j

i

k

3
1

5

3
1

4

e f

g

c d

b
j

i

k

h

a

m

l
2

2

1
2

3
1

5

3
1

1

54

e f

gc

j

i

k

h

l
6

4 2

3
1

5

5

2

3
1

e f

g

c
d

b
j

i

k

h

a

m

l
2

2

1
2

2

3
1

5
2

3
1

1

e f

g

c
d

b
j

i

k

h

a

m

l
2

2

1
2

2

3
1

5
2

3
1

1

4-(2-1)=3

5-(1-1)=5

5-(2-1)=4

6-(1-1)=6

e f

gc

j

i

k

3
1

5

3
1

4

e f

g

c d

b
j

i

k

h

a

m

l
2

2

1
2

3
1

5

3
1

1

54

(m,a)=2
(d,b)=1

-
(c,d)=2
(c,e)=4
(e,f)=3
(f,g)=1
(d,h)=5
(f,i)=5
(k,j)=3
(i,k)=1
(m,l)=2
(c,m)=1

  그래프에 대한 Chu-Liu/Edmonds와 Sulee DMST 

알고리즘을 적용한 결과는 표 7에 제시하였다.   그래프

의 경우 근을 ①로 가정한 Chu-Liu/Edmonds DMST 알

고리즘은   를 얻은 반면, 근을 가정하지 않은 

Sulee DMST 알고리즘은   를 얻고 근을 ④로 

결정할 수 있었다. Sulee DMST 알고리즘에서 얻은 노드 

④를 근으로 가정한 Chu-Liu/Edmonds DMST 알고리즘

은 Sulee DMST 알고리즘과 동일하게   을 얻

을 수 있었다.

  그래프에 대한 Chu-Liu/Edmonds와 Sulee DMST 

알고리즘을 적용한 결과는 표 8에 제시하였다.   그래프

의 경우 근을 ①로 가정한 Chu-Liu/Edmonds DMST 알

고리즘은   을 얻은 반면, 근을 가정하지 않은 

Sulee DMST 알고리즘은   를 얻고 근을 ②로 

결정할 수 있었다. Sulee DMST 알고리즘에서 얻은 노드 

②를 근으로 가정한 Chu-Liu/Edmonds DMST 알고리즘

은 Sulee DMST 알고리즘과 동일하게   를 얻

을 수 있었다.

표 7.  그래프의 DMST
Table 7. DMST of Graph 
(a) Chu-Liu/Edmonds DMST 알고리즘 (근 노드=1)

Node
노드 유입 MWA

MSF 
Arcs

MSF 유입 MWA
DMST 
Arcs

ALL 선택

1
2
3
4
5
6
7

(2,1)=3
(3,2)= 5
(4,3)= 8
(2,4)=15
(1,5)= 2
(4,6)=18
(4,7)= 4

-
(3,2)= 5
(4,3)= 8
(2,4)=15
(1,5)= 2
(4,6)=18
(4,7)= 4

-
(3,2)= 5
(4,3)= 8
(2,4)=15
(1,5)= 2
(4,6)=18
(4,7)= 4

1

2

5

4

3

6

2

8

18

5

4 7
15

2

5

4

3

8
5

15
12

12-(5-5)=12

2

5

4

3

8
15

121

2

5

4

3

6

2

8

18

4 7
15

12

-
(5,2)=12
(4,3)= 8
(2,4)=15
(1,5)= 2
(4,6)=18
(4,7)= 4

(b) Sulee DMST 알고리즘

Node

노드 유입 MWA MSF

ALL 선택 정렬 Cycle 
Check Nodes Arcs

1
2
3
4
5
6
7

(2,1)= 3
(3,2)= 5
(4,3)= 8
(2,4)=15
(1,5)= 2
(4,6)=18
(4,7)= 4

(2,1)= 3
(3,2)= 5
(4,3)= 8
(2,4)=15
(1,5)= 2
(4,6)=18
(4,7)= 4

(1,5)= 2
(2,1)= 3
(4,7)= 4
(3,2)= 5
(4,3)= 8
(2,4)=15
(4,6)=18

x
x
x
x
x
O
x

-
1-5
1-2-5

1-2-5, 4-7
1-2-3-5, 4-7
1-2-3-4-5-7
1-2-3-4-5-7
1-2-3-4-5-6-7

(1,5)= 2
(2,1)= 3
(4,7)= 4
(3,2)= 5
(4,3)= 8

-
(4,6)=18

(c) Chu-Liu/Edmonds DMST 알고리즘 (근 노드=4)

Node
노드 유입 MWA MSF 

Arcs MSF DMST 
ArcsALL 선택

1
2
3
4
5
6
7

(2,1)=3
(3,2)= 5
(4,3)= 8

-
(1,5)= 2
(4,6)=18
(4,7)= 4

(2,1)=3
(3,2)= 5
(4,3)= 8

-
(1,5)= 2
(4,6)=18
(4,7)= 4

(2,1)=3
(3,2)= 5
(4,3)= 8

-
(1,5)= 2
(4,6)=18
(4,7)= 4

1

2

5

4

3

6

3

2

8

18
20

5

4 7
15

7

10

9

6
12

1

2

5

4

3

6

3

2

8

18
20

5

4 7
15

7

10

9

6
12

(2,1)=3
(3,2)= 5
(4,3)= 8

-
(1,5)= 2
(4,6)=18
(4,7)= 4

표 8.  그래프의 DMST
Table 8. DMST of Graph 
(a) Chu-Liu/Edmonds DMST 알고리즘 (근 노드=1)

Node
노드 유입 MWA MSF 

Arcs MSF DMST 
ArcsALL 선택

1
2
3
4
5
6
7

-
(3,2)=3

(1,3)=1,(4,1)=1
(2,4)=4,(5,4)=4

(3,5)=1
(5,6)=4
(1,7)=3

-
(3,2)=3
(1,3)=1
(2,4)=4
(3,5)=1
(5,6)=4
(1,7)=3

-
(3,2)=3
(1,3)=1
(2,4)=4
(3,5)=1
(5,6)=4
(1,7)=3

7

1

3

2

4

6

53

4

1

3

1

2

43

1

4

-
(3,2)=3
(1,3)=1
(2,4)=4
(3,5)=1
(5,6)=4
(1,7)=3

(b) Sulee DMST 알고리즘

Node

노드 유입 MWA MSF

ALL 선택 정렬 Cycle 
Check Nodes Arcs

1
2
3
4
5
6
7

(2,1)=2
(3,2)=3

(1,3)=1,(4,1)=1
(2,4)=4,(5,4)=4

(3,5)=1
(5,6)=4
(1,7)=3

(2,1)=2
(3,2)=3
(1,3)=1
(2,4)=4
(3,5)=1
(5,6)=4
(1,7)=3

(1,3)=1
(3,5)=1
(2,1)=2
(3,2)=3
(1,7)=3
(2,4)=4
(5,6)=4

x
x
x
O
x
x
x

-
1-3
1-3-5

1-2-3-5
1-2-3-5
1-2-3-5-7
1-2-3-4-5-7
1-2-3-4-5-6-7

(1,3)=1
(3,5)=1
(2,1)=2

-
(1,7)=3
(2,4)=4
(5,6)=4
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(c) Chu-Liu/Edmonds DMST 알고리즘 (근 노드=2)

Node
노드 유입 MWA MSF 

Arcs MSF DMST 
ArcsALL 선택

1
2
3
4
5
6
7

(2,1)=2
-

(1,3)=1,(4,1)=1
(2,4)=4,(5,4)=4

(3,5)=1
(5,6)=4
(1,7)=3

(2,1)=2
-

(1,3)=1
(2,4)=4
(3,5)=1
(5,6)=4
(1,7)=3

(2,1)=2
-

(1,3)=1
(2,4)=4
(3,5)=1
(5,6)=4
(1,7)=3

7

1

3

2

4

6

53

4

1

3

1

2

43

1

4

(2,1)=2
-

(1,3)=1
(2,4)=4
(3,5)=1
(5,6)=4
(1,7)=3

4. 적용 결과 분석

본 논문에 적용된 17개 그래프에 대한 알고리즘 수행 

결과를 종합한 데이터는 표 9와 표 10에 제시하였다. 근 

노드가 지정된 12개 그래프는 Chu-Liu/Edmonds와 

Sulee DMST 알고리즘 모두 동일한 결과를 얻음을 알 

수 있다. 반면에 Prim MST 알고리즘은 12개 그래프 중 

7개 그래프만이 동일한 MST를 얻었으며, 5개 그래프에

서는 MST를 얻지 못하였음을 알 수 있다. 근 노드가 지

정되지 않은 그래프의 경우, Sulee DMST 알고리즘은 항

상 MST를 얻은 반면 근 노드를 임의로 지정한 

Chu-Liu/Edmonds와 Prim MST 알고리즘은 5개 그래프 

모두 MST를 얻는데 실패하였다. 반면에 Chu-Liu/Edmonds

을 Sulee DMST 알고리즘에서 얻은 근 노드로 설정하였

을 경우 Sulee DMST 알고리즘과 동일한 MST를 얻는

데 성공하였다. 그러나 Prim MST 알고리즘은 5개 그래

프 중 3개만이 MST를 얻을 수 있었다. 따라서 Sulee 

DMST 알고리즘은 근 노드가 설정된 그래프와 설정되지 

않은 그래프 모두에서 적용이 가능하며, 특히 근 노드가 

설정되지 않은 그래프의 경우 MST를 얻으면서 근 노드

도 함께 찾을 수 있는 장점을 갖고 있다.

표 9. 근 노드가 지정된 그래프의 MST 알고리즘 비교
Table 9. MST Algorithm Comparison of Graph 

with Root Node
그래프

 

Chu-Liu/Edmonds DMST 알고리즘 Sulee DMST 알고리즘 Prim MST 알고리즘

 20 20 20

 44 44 57

 24 24 24

 39 39 45

 16 16 16

 21 21 21

 23 23 30

 14 14 14

 19 19 20

 31 31 36

  9  9  9

  9  9  9

표 10. 근 노드가 지정되지 않은 그래프의 MST 알고리즘 비교
Table 10. MST Algorithm Comparison of Graph 

without Root Node

구분 그래프

근 노드 →    또는    → 근 노드

Chu-Liu/Edmonds DMST 

알고리즘 Sulee DMST 

알고리즘

Prim MST 알고리즘

근노드

임의 지정

Sulee DMST 

알고리즘과 동일

근노드

임의 지정

Sulee DMST 

알고리즘과 동일

근 노드 

미지정 

그래프

 ⓐ (29) ⓕ (18) 18 ( ⓕ ) ⓐ (32) ⓕ (18)

 ⓐ (실패) ⓕ (18) 18 ( ⓕ ) ⓐ (실패) ⓕ (20)

 ⓜ (43) ⓒ (30) 30 ( ⓒ ) ⓜ (47) ⓒ (30)

 ① (59) ④ (40) 40 ( ④ ) ① (59) ④ (43)

 ① (16) ② (15) 15 ( ② ) ① (16) ② (15)

Ⅴ. 결론 및 향후 연구과제

본 논문에서는 방향그래프의 최소신장트리를 얻는 알

고리즘을 제안하였다. 먼저 무방향 그래프에서 일반적으

로 적용되고 있는 Prim MST 알고리즘을 방향 그래프에 

적용하기 위해 수정된 알고리즘을 제안하였다. 다음으로, 

근 노드가 지정된 1개 그래프와 근 노드가 지정되지 않은 

2개 그래프에 대해Prim DMST 알고리즘과 Chu-Liu/ 

Edmonds DMST 알고리즘을 적용하여 문제점을 고찰하

였다. 이러한 문제점을 해결하기 위해 Chu-Liu/Edmonds 

DMST 알고리즘을 수정한 Sulee DMST 알고리즘을 제

안하였다. Sulee DMST 알고리즘은 근 노드의 유입 호를 

제거하지 않으며, 모든 노드에서 최소 가중치를 갖는 유

입 호들을 선택하고 이들을 오름차순으로 정렬시킨 후 

사이클이 발생하는 호를 제거하는 알고리즘을 추가시켰

다. 또한, Chu-Liu/Edmonds DMST 알고리즘은 사이클

을 제거하기 위해 사이클 발생 호들에 유입되는 호들 중 

최소 가중치를 갖는 호를 선택하는 과정에서 유입 호들

의 가중치를 수정하는 과정을 거친다. 반면에 Sulee 

DMST 알고리즘은 MSF들을 연결하는 최소 가중치를 

가진 유입 호를 선택하는 과정에서 유입 호들의 가중치

를 수정하지 않고 직접 계산하는 방법을 채택하였다. 이

와 같이 제안된 Sulee DMST 알고리즘은 근 노드가 지

정된 그래프의 경우, Chu-Liu/Edmonds DMST 알고리

즘과 동일한 DMST를 얻을 수 있으며, 근 노드가 지정되

지 않은 그래프에서는 항상 DMST를 얻음과 동시에 근 

노드를 결정할 수 있는 장점을 갖고 있다.

본 논문에서 제안된 Sulee DMST 알고리즘은 방향 그

래프의 근 노드로부터 모든 노드로 유일한 방향 경로를 
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가진 DMST를 구할 수 있었다. 이를 기반으로 하여 추후 

임의의 노드로부터 시작하여 종점 노드로의 최단거리 경

로 (Shortest Path)를 찾는 알고리즘으로 적용할 수 있는

지를 연구하고자 한다.
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