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횡등방성 암석의 강도해석을 위한 이방성 Mohr-Coulomb 파괴조건식
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Anisotropic Version of Mohr-Coulomb Failure Criterion 
for Transversely Isotropic Rock

Youn-Kyou Lee, Byung-Hee Choi

Abstract An anisotropic version of Mohr-Coulomb failure criterion is proposed in order to provide a strength 
criterion for transversely isotropic rock. The concept of fabric tensor introduced by Pietruszczak & Mroz (2001) 
is employed to define the friction angle and cohesion as scalar functions of the fabric tensors. The anisotroy in 
these two strength parameters are calculated in association with the consideration of the relative rotation between 
the principal stress coordinate and the principal material triad. The critical plane on which the anisotropic function 
maximized is found by an optimization technique based on the Lagrange multiplier method. To demonstrate the 
performance of the anisotropic failure criterion, conventional triaxial tests on the samples having various inclinations 
of weakness plane are simulated and the resulting triaxial strength and dip angle of failure plane are discussed.

Key words Mohr-Coulomb failure criterion, strength anisotropy, transversely isotropic rock, critical plane approach, 
fabric tensor

초  록 횡등방성 암석의 강도해석에 활용할 목적으로 이방성 Mohr-Coulomb 파괴조건식을 제안하였다. 제안된 

파괴조건식에서는 Pietruszczak & Mroz(2001)가 제안한 조직텐서를 도입하여 마찰각과 점착력을 조직텐서의 

스칼라함수로 정의하였다. 두 강도정수의 이방성은 주응력좌표계와 재료 주좌표계의 상대적 회전을 바탕으로 

계산된다. 이방성 파괴조건식을 최대로 하는 임계면을 찾는 방법이 Lagrange 승수법에 기초하여 제안되었다. 
수치삼축압축 시험을 실시한 후 삼축압축강도와 파괴면 경사각 분석을 통하여 제안된 이방성 파괴함수의 성능을 

검증하였다.

핵심어 Mohr-Coulomb 파괴조건식, 강도이방성, 횡등방성 암석, 임계면법, 조직텐서

1. 서 론

암석은 다양한 지질학적 요인들에 의해 강도 이방성

을 나타내는 경우가 많다. 예를 들어 퇴적암의 층리

(bedding)나 변성암의 엽리(foliation)와 같이 연약면이 

평행하게 발달한 횡등방성 암석의 삼축압축강도는 축

응력 방향과 연약면 사이의 각도 변화에 따라 큰 변화

를 나타낸다(Jaeger, 1960, Donath, 1964, McLamore 
& Gray, 1967, Kwaśniewski & Mogi, 2000). 일반적

으로 연약면이 축하중 방향과 수직이거나 수평일 때 최

대 강도가 얻어지며, 연약면과 축하중 방향이 이루는 

각이 30～60° 범위에 있고 연약면을 따라 파괴가 발생

하는 경우 최소 강도가 얻어진다. 그러므로 퇴적암이나 

변성암에 건설되는 각종 암반구조물의 정밀한 안전율 

분석과정에서는 암석의 이방성 강도특성을 고려할 필

요가 있다.
실험적 연구와 더불어 지금까지 다양한 이방성 암석 

파괴조건식들이 제안되고 있으며, 이들의 대부분은 횡

등방성 암석을 대상으로 하고 있다. Duveau et al.(1998)
은 Jaeger(1960)의 연구 이래로 최근까지 발표된 다양

한 이방성 암석 파괴기준식을 비교 검토하였다. 국내에

서도 대학과 국책연구소를 중심으로 횡등방성 암석의 

변형 및 강도 이방성에 대한 연구가 점차 활발해지고 
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Fig. 1. Traction on a plane passing a point O

있다(장보완 등, 2001, 이연규, 2007, 2008, 박철환 등, 
2010).

미소구조(microstructure)의 이방성 분포 해석 개념을 

도입하여 암석의 강도이방성을 기술하려는 연구도 최

근 주목을 받고 있다. Pietruszczak & Mroz(2001)는 대

각항의 합을 0으로 하는 2차 텐서의 일종인 조직텐서

(second order fabric tensor) 개념을 도입하여 암석이나 

흙의 이방성 강도식을 구성하는 방법을 제시하였다. 이
들이 제안한 이방성 강도식은 주응력 좌표계와 재료주

축(principal material triad)의 방향 차이를 이용하여 임

의 방향의 강도를 계산하므로 강도이방성을 수치해석

에 반영시킬 수 있는 유용한 방법으로 평가된다. 임계

면법(critical plane approach)으로 알려진 Pietruszczak 
& Mroz의 해석법은 임의 응력조건에서 이방성 강도식

을 최대화시키는 임계면을 수치해석적으로 찾고 이 면

에서 이방성 강도함수의 만족 여부를 판단함으로써 암

석의 강도를 계산한다. 그러므로 임계면법의 2가지 핵심

요소는 이방성강도식의 구성과 이를 활용한 파괴면의 

탐색법이다. 이연규(2007)와 Lee & Pietruszczak(2008)
은 조직텐서 개념을 Hoek-Brown 파괴조건식(Hoek & 
Brown, 1980)의 강도정수인 과 에 적용하여 이방성 

Hoek & Brown 강도식을 유도하기도 하였다.
이 연구에서는 마찰각(friction angle)과 점착력(cohesion)

을 Pietruszczak & Mroz(2001)가 제안한 조직텐서의 

선형 스칼라함수로 정의함으로써 횡등방성 암석의 강

도해석에 적용 가능한 이방성 Mohr-Coulomb 강도함

수를 제안하였다. 또한 제안된 이방성 파괴함수를 활용

하여 파괴면의 방향을 탐색하는 수치해석적 기법을 제

시하였다. 마지막으로 임계면법을 적용한 수치 삼축압

축시험을 실시하여 제안한 이방성 강도식의 강도 예측

성능을 평가하였다.

2. 이방성 Mohr-Coulomb 함수

이 연구에서는 임계면법에 활용하기 위해 이방성 Mohr- 
Coulomb 파괴조건이 개발되었다. 개발된 파괴함수에

서는 조직텐서(fabric tensor)개념을 도입하여 강도정수

의 방향에 따른 변화를 고려하였다. 

2.1 등방성 Mohr-Coulomb 파괴식

임계면법에 활용 가능한 이방성 파괴함수는 기본적으

로 암석의 파괴함수 가 파괴면에 작용하는 수직응력 

과 전단응력 의 함수로 다음과 같이 표시될 수 있

음을 전제로 한다.

     (1)

그러므로 임계면법에서는 한 점을 지나는 모든 면에 

대해 식 (1)의 만족 여부를 조사한다.
단위 법선벡터 를 갖는 잠재적 파괴면에 작용하는 

수직응력 은 응력텐서 와 를 이용하여 계산할 

수 있지만 잠재적 파괴면에 작용하는 최대전단응력 

을 계산하기 위해서는 추가적으로 최대전단응력 방향

의 단위벡터 를 알아야 한다. 그러나 궁극적으로 는 

응력텐서 와 룰 이용하여 구할 수 있으며 그 과정

은 다음과 같다.
Fig. 1과 같이 수직 단위벡터가 인 임의 면에 작용

하는 traction 은 다음과 같이 계산된다. 

   (2)

traction 는 수평성분( )과 연직성분( )의 벡터 합

으로 표시할 수 있다. 

  
 

  (3)

이 때   방향의 단위벡터 는 다음과 같다.

 

  (4)

그러므로  
  방향의 단위벡터 는 다음과 같이 구해

질 수 있다(Pietruszczak & Mroz, 2001).

 




   (5)

이제 수직 단위벡터가 인 면이 파괴면이 되는지 여
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Fig. 2. Principal material triad  
Fig. 3. Spatial variation of cohesion in a transversely isotropic 

rock

부는 다음 조건으로 판단할 수 있다.

     (6)

여기서 과 은 응력텐서 로부터 다음과 같이 

계산될 수 있다.

 ;    (7)

등방성 암석에서 Mohr-Coulomb 함수를 이용하여 파

괴면 형성 여부를 판단하는 경우 식 (6)은 마찰각()와 

점착력()를 이용하여 다음과 같이 표시된다.

     (8)

2.2 이방성 Mohr-Coulomb 파괴식

식 (8)에서 강도정수 와 를 조직텐서의 스칼라 함수

인 공간분포함수로 가정함으로써 이방성 Mohr-Coulomb 
강도함수를 정의할 수 있다. Pietruszczak & Mroz(2001)
의 연구결과를 활용할 경우 와 는 조직텐서 의 

방향 투영인 의 다항함수로 표시된 다음과 같은 

공간분포함수로 가정할 수 있다.

  
 

  



 
 

  ;     

 
 

  



 
 

  (9)

여기서  ,  ,  , 는 공간분포함수의 계수로써 일

종의 재료 상수다. 의 차수를 증가시키면 더욱 

정밀하게 강도 이방성을 표현할 수 있으나 이에 따른 

강도분포함수의 계수도 증가하므로 적절한 차수의 선

택이 필요하다. Ushaksaraei & Pietruszczak(2002)의 

연구에서는 의 차수가 1～2인 경우를 고려하였

다. 조직텐서 는 대각항의 합( )이 0인 대칭 2차 

텐서로서 강도정수의 공간적 편향성을 표현하기 위해 

도입되었다. 등방성 암석의 경우는   이다. 이제 

식 (9)를 식 (8)에 대입함으로써 이방성 파괴함수를 정

의할 수 있다.
횡등방성 암석의 경우 Fig. 2와 같은 국부좌표계(local 

coordinate) 에서 조직텐서 

는 다음과 같이 1개의 

상수 로 표현된다. 여기서 는 이방성의 세기를 표

현하는 상수이다.







  

  

  




 (10)

그러면 Fig. 2의 수직단위벡터 를 갖는 면에 대한 

의 투영(projection)은 


이다. 예를 들어 




의 1차 항까지만 고려하여 강도이방성을 표현할 경우 

국부좌표계 과 의 각을 이루는 면(Fig. 2에서 일점

쇄선으로 표시한 면)의 점착력과 마찰각은 다음과 같이 

표시된다.

 
  (11)


  (12)

 
여기서 와 는 점착력과 마찰각의 공간평균 값으

로 각각 와 의 등방성분 값으로 이해할 수 있다. Fig. 
3은 =20 MPa 일 때 

의 변화에 따른 의 분포특성

을 식 (11)을 이용하여 도시한 것이다. 가 커짐에 따
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Fig. 4. Geometry of the sample for the simulation of triaxial 
compression

라 점착력의 공간적 분포 이방성이 커지고 있음을 잘 

보여준다. 마찰각 의 이방성도 유사한 형태로 나타난

다는 것을 예상할 수 있다.
2차 텐서의 좌표변환 성질을 이용하면 


는 전체 좌

표계(global)로 다음과 같이 변환될 수 있다.

  

  (13)

여기서 는 전체 좌표계 에서 표현된 벡터를 국부

좌표계 에서 표현된 벡터로 변환시키는 × 변환행

렬이다. 
이제 의 1차 항까지만 고려할 경우 Mohr-Coulomb 

함수를 바탕으로 한 이방성 암석파괴함수는 다음 식으

로 표시될 수 있다.

   
 

 
  (14)

식 (14)는 방향 의 함수이므로 주어진 응력텐서 

에 대해 적절한 최적화법을 적용하면 이 식의 값이 최

대가 되는 임계면의 방향 을 찾을 수 있다. 임계면에

서 ≥일 경우 잠재 파괴면은 실재 파괴면으로 간

주된다.

3. 파괴면 방향의 탐색법

식 (14)의 균열개시 함수 를 과 에 대해 최대

화시키면 임계면의 방향 를 결정할 수 있다. 최적화 

과정에서는 다음의 구속조건이 부여된다.

  ;   ;    (15)

이 연구에서는 Lagrange 승수  ,  , 을 도입하여 

3개의 구속조건을 갖는 스칼라 함수를 최적화 시키는 

방법을 제시하였다. 이방성 Mohr-Coulomb 함수 

에 대응되는 Lagrange 함수 는 다음과 같이 정의

된다.

    
 

 
   

    (16)

 ,  , 에 대한 Lagrange 함수 의 안정조건 

  ,   ,   을 적용하

면  ,  , 에 대한 대수연립방정식이 얻어지며 이것

을 풀면 임계면의 방향 과 임계면에 평행한 traction 

성분의 방향 를 결정할 수 있다. 이제 구해진 과 

를 이용하여 과 를 구한 후 이방성 파괴함수인 식 

(14)에 대입하여 파괴면의 형성 여부를 판정할 수 있다.

4. 수치 삼축압축시험

제안된 이방성 Mohr-Coulomb 강도식의 성능을 검증하

기 위해 Fig. 4의 모델을 대상으로 수치 삼축압축시험을 

실시하였다. 여기서 는 재료의 주축(principal material 
coordinate)이며 는 전체 좌표계이다. 축응력 은 

축에 평행하게 작용하며 구속압    가 축과 

축 방향으로 작용한다. 는 축에 대한 연약면의 경사

각이며 는 축에 대한 파괴면의 경사각이다. 연약면 

경사각 의 변화에 따른 파괴강도 의 크기 변화와 파

괴면의 경사각 를 수치해석적으로 계산하였다. 
강도정수 와 의 이방성 정도가 축강도 및 균열면 

경사각에 미치는 영향을 고찰하기 위해 
와 

에 변

화를 주어 해석을 실시하였다. 와 의 공간분포 함수

에 적용한 의 값은 0.05, 0.10, 0.15이다. 공간평균 

강도정수 값으로   와   을 가정하였다. 
Fig. 5는 

 
인 경우로서 와 의 이방성 정도

가 동일하다고 가정한 해석 결과이다. 연약면이 수평할 

때 즉   일 때 강도가 가장 크게 나타나며   

부근일 때 축강도가 최소로 나타난다. 이러한 경향성은 

Donath(1964)의 실험결과와 일치한다. 파괴면의 경사

는 ～범위에 있으며   근방에서 파괴면 

경사각이 최소로 나타나고 있음을 보여준다. 암석시료

의 삼축압축강도 및 균열면의 경사는 시료에 분포하는 

연약면의 경사뿐만 아니라 강도정수의 이방성 정도에 

영향을 받는다는 것을 이 그림은 잘 보여준다. 또한 강
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(a)

(b)

Fig. 5. Variation of (a) axial strength () and (b) dip of 
failure plane () with sample orientation ( ); Both 
 and   are anisotropic

(a)

(b)

Fig. 6. Variation of (a) axial strength () and (b) dip of 
failure plane () with sample orientation ( );  is 
anisotropic while   is constant (isotropic)

도정수의 이방성이 증가하면 최소 축강도와 파괴면의 

경사각이 작아지는 경향을 뚜렷이 보여준다. 
Fig. 6은 가 등방성이지만 가 이방성을 나타내는 

경우다. Fig. 7은 가 등방성이지만 가 이방성을 나타

내는 상황을 가정한 해석 결과이다. 의 변화에 따른 

축강도 및 균열 경사각의 변화는 두 경우 모두 전체적

으로 Fig. 5와 유사한 경향을 보여준다. 점착력의 이방

성이 파괴면의 경사각에 미치는 영향은 크지 않다는 것

을 Fig. 6은 잘 보여준다. 그러나 Fig. 6과 Fig. 7을 비

교하면 마찰각 의 이방성이 축강도와 균열방향에 미

치는 영향이 점착력 의 이방성이 미치는 영향에 비해 

상대적으로 더 크다는 점을 알 수 있다. 
구속압 의 크기가 횡등방성 암석의 삼축압축강도 

및 파괴면 경사에 미치는 영향을 분석하였다. 점착력은 

등방성이며 마찰각은 이방성(  )을 나타내는 시

료를 가정하고 =5, 10, 20 MPa인 경우에 대해 를 
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(a)

(b)

Fig. 7. Variation of (a) axial strength () and (b) dip of 
failure plane () with sample orientation ( );   is 
anisotropic while  is constant (isotropic)

(a)

(b)

Fig. 8. Variation of (a) axial strength () and (b) dip of 
failure plane () with sample orientation ( ) for 
different confining pressure ()

변화시키며 수치 삼축압축시험을 실시한 결과를 Fig. 8
에 나타내었다. 의 증가에 따라 축강도가 증가되고 

있음을 볼 수 있고 의 변화에 따른 축강도 변화 경향

은 3가지 구속압 에 대해 동일하게 나타난다. 가 

∼범위에 있으면 구속압의 증가에 따라 파괴면의 

경사가 약간씩 낮아지나 ∼범위에 있으면 약간

씩 높아지는 특성을 보여준다. 이는 균열의 경사각이 구

속압의 크기에 영향을 받지 않는 등방 Mohr-Coulomb 

강도식의 결과와 대비되는 것이다. 이러한 해석결과는 

실제 실험실 시험에서 관찰되는 파괴면 방향의 분산현

상이 암석시료의 이방성과 어느 정도 관련성이 있을 수 

있다는 것을 암시해준다.
이상의 수치 삼축압축시험 결과를 종합해 볼 때 제안

된 이방성 Mohr-Coulomb 강도함수와 파괴면 탐색법

이 실제 암석의 이방성 강도 및 파괴 특성을 평가하는 

데 유용하게 이용될 수 있을 것으로 판단된다. 
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5. 결   론

사용의 간편성과 지금까지 축척된 방대한 실험자료를 

활용할 수 있다는 장점 때문에 Mohr-Coulomb식은 오

늘날까지도 암석의 파괴조건식으로 널리 활용되고 있

다. Mohr-Coulomb식의 두 강도정수인 마찰각과 점착력

은 상수 값으로 가정하므로 이 파괴식은 엄밀히 말해 등

방성 암석에 적용할 때에만 유효성을 갖는다. 그러나 암

석은 다양한 지질학적 성인과 후천적 변형에 의해 강도 

이방성을 나타내는 경우가 많다. 따라서 Mohr-Coulomb
식을 이방성 암석의 강도해석에 적용하기 위해서는 강도

정수를 이방성 방향에 따른 함수로 수정할 필요가 있다.
이 연구에서는 대각항의 합이 0이며 2차 대칭텐서인 

조직텐서를 도입하여 마찰각과 점착력을 조직텐서의 스

칼라 함수로 표현하는 이방성 Mohr-Coulomb 파괴조

건식을 제시하고 이를 임계면법에 적용하였다. 제시된 

파괴함수는 횡등방성 암석을 활용 대상으로 한다. 제시

된 파괴조건식에서 두 강도정수의 이방성 정도는 주응

력축과 재료주축(pricipal material triad)의 상대적 회전

을 바탕으로 계산된다. 제시된 이방성 파괴함수를 최대

로 하는 임계면을 찾기위해 Lagrange 승수법에 기초한 

최적화 기법을 제안하였다.
수치삼축압축시험을 실시하여 제안된 이방성 Mohr- 

Coulomb 파괴조건식의 유효성이 검증되었다. 수치해

석적으로 계산한 삼축압축강도는 실험적 경향과 잘 일

치하였다. 또한 점착력의 이방성에 비해 마찰각의 이방

성이 삼축강도의 크기와 파괴면의 방향에 더 큰 영향을 

미친다는 사실을 해석결과는 보여주었다.
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