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ABSTRACT: In this paper, a liquid-filled long membrane container resting on a horizontal foundation is considered. All of the quantities are 
normalized to obtain similarity solutions. A system of nonlinear ordinary differential equations with undetermined boundary conditions is solved 
analytically. The integration of the curvature gives the solutions, which are expressed in terms of the elliptic integrals. A method for finding the 
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shown for characteristic values and shapes.
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1. 서 론

최근 들어 제작 및 설치의 간편함과 저렴한 제작비용으로 인

해 막구조물 형태의 저장 용기가 널리 사용되고 있다(Koerner, 

2000; Restall et al., 2002). 청수, 유류, 그리고 슬러리(Slurry) 등

을 저장하기 위한 용도로 막구조물이 사용되기도 하고, 모래 또

는 모르타르(Mortar) 등을 채워 임시 제방, 해안 침식방지용 구

조물, 그리고 경사면 안정화를 위한 구조물 등으로 다양하게 사

용된다.

저장용 막구조물의 형상은 내부 액체의 유체 정역학적 압력

에 의해 결정된다. 이러한 구조물은 단면의 형상과 비교하여 길

이가 매우 길어 통상적으로 2차원 해석을 통해 단면 형상과 특

성치들을 추정한다. 추정하여야 할 주요 단면 형상과 특성치들

은 형상의 폭, 높이, 지반과의 접촉길이(Contact length), 단면 

체적(Sectional volume), 내부 액체의 압력, 그리고 구조물에 작

용하는 장력 등이다.

Wang and Watson(1981)은 내부 압력이 매우 작은 경우와 큰 

경우에 대해 근사해를 구하였다. Demiray and Levinson(1972)

과 Plaut and Suherman(1998)는 주어진 내부압력에 대해 형상

과 특성치들을 해석적으로 구하였고 Leshchinsky et al.(1996)과 

Ghavanloo and Daneshmand(2009)는 준 해석적 방법을 사용하

여 해석하였다. Malik(2009)은 높이, 압력, 단면 체적, 장력이 각

각 주어진 경우에 대해 해의 수학적 존재성을 고찰하였다. 한편 

최윤락(2007; 2008; 2009)은 경사면에 놓인 막구조물, 수중 막구

조물, 그리고 부유식 막구조물 형상의 해석적 해를 도출한 바 

있다.

내부 압력은 막구조물을 부풀리기 위해 내부 액체의 정수압에 

더하여 과압(Overpressure)이 필요하며 막구조물 운용시 이를 측

정하기가 어렵다. 그러나 내부 액체의 주입량은 손쉽게 측정 가

능하다. 본 연구에서는 기존의 연구자들이 주어진 압력에 대해 

형상과 해석치를 구한 데 반해 주입된 액체의 단면 체적이 주어

진 경우 해를 도출하는 방법을 제시하였다. 도출된 형상과 특성

치들은 해석적 형태로 표현되며 상사해(Similarity solution)이다.

2. 문제의 정식화 

막구조물은 굽힘 및 전단 강성이 없고 인장변형이 없는 매우 

가벼운 재질로 제작되었으며, 폭에 비해 길이가 매우 긴 구조물

이라 가정한다. 따라서 구조물 단면에 대한 2차원적 해석을 수

행한다. Fig. 1에 구조물의 단면형상과 작용하중을 도시하였다. 

그림에서 좌표축 원점은 오른쪽 분리점에 위치하고, 는 비압

축성 저장 액체의 밀도, 는 원점으로 부터의 원호길이, 는 구

조물 형상 접선과 양의 축 사이의 각도, 는 구조물 내부와 

외부의 압력차, 는 구조물 밑바닥에 작용하는 압력차, 는 

최대 폭, 는 최대 높이, 그리고 는 지반과의 접촉길이이다. 

압력 는 저장 액체의 유체정역학적 압력에 의해 다음과 같이 

표현된다.
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Fig. 1 The sectional shape of liquid-filled membrane container

Fig. 2 Free-body diagram for differential element

                                             (1)

Fig. 2의 미소 원호길이 에 작용하는 하중에 대한 힘의 정

적평형을 고려하면 다음과 같은 방정식을 얻는다.



                                                (2)



                                          (3)

식 (2)에 의해 구조물 단면에 작용하는 장력 는 일정하다. 

단면 체적 는 다음 식으로 구할 수 있다.

                                          (4)

막구조물 단면의 길이를 이라 하고 이를 사용하여 모든 물

리량들을 다음과 같이 무차원화 한다.

  


,    


,    


,    


,    


,

 


,    


,   


,   

 


                (5)

식 (5)에 의해 식 (3)은 다음과 같이 무차원화된 식으로 표현

되며 이는 형상의 곡률에 관한 관계식이다.




 

                                            (6)

기하하적 형상 적합성에 따라 다음의 관계식을 얻을 수 있다.




  ,  


                                (7a, 7b)

식 (6)과 (7)은 본 문제의 지배방정식으로 비선형 연립 상미분

방정식이다. 형상의 대칭성을 고려하여 Fig. 1의 오른쪽 부분만 

해석하면 이 문제의 경계조건은 다음과 같다.

  ,    ,      at                      (8a, 8b, 8c)

   ,   ,      at                 (9a, 9b, 9c)

식 (9)에서 보듯이 경계조건이 미지의 값 와 로 포현되어 

지배방정식의 비선형성과 더불어 문제의 해석을 매우 어렵게 

한다.

3. 해석해의 도출 

식 (6)을 에 대해 한번 더 미분하고 식 (7b)를 이용하면 다음

의 식을 얻는다.







                                         (10)

식 (10)은 식 (6)보다 미분 차수가 하나 더 크기 때문에 식 (6)

을 사용하여 추가적인 경계조건을 부여한다.




    


,  


   


       (11a, 11b)

식 (11b)의 부등호는 양의 곡률을 가져야 함을 의미한다. 식 

(10)은 한번 적분가능 하며 식 (11)의 경계조건으로 적분상수를 

구하면 다음의 결과를 얻는다.


 



 




 


                              (12)




 








,  








        (13a, 13b)

다음과 같이 무차원 매개변수 를 정의하면 식 (12)는 아래와 

같이 표현된다.

 





 






 

 



 


 

 



 


            (14)
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
 



 


                                 (15)

식 (14)에서 의 크기는  임을 알 수 있다. 곡률은 항상 

양의 값을 가지므로 식 (15)는 다음과 같다.









                                (16)

식 (7)의 관계를 고려하여 위의 식을 적분하면  ,  , 그리고 

에 대한 해석적 해를 얻을 수 있다(Gradshteyn and Ryzhik, 

2000).

 










                        (17)

 



 





 





 
                                                    (18)

                           (19)

여기서, 와 는 각각 제 1종과 2종의 불완전 타원적분

(Incomplete elliptic integral)으로 이들의 정의는 Gradshteyn 

and Ryzhik(2000)에 나와 있다. 식 (17)-(19)에 식 (9)의 경계조

건을 적용하면 다음의 결과를 얻는다.












                     (20)





 





 





 
                                                    (21)

                              (22)

여기서, 식 (22)는 식 (14)와 동일한 식이다.

한편, 식 (7b)를 사용하여 식 (6)을 와 에 대해 적분하면 단

면 체적 를 구할 수 있으며 그 결과는 다음과 같다.

    




                              (23)

서론에서 언급한 이 전의 연구자들은 식 (20)과 (21)에서 를 

소거하여 주어진  또는 에 대해 를 구하여 형상과 특성치들

을 구하였다. 본 연구에서는 막구조물의 운용시 활용도가 더 있

는 주입된 액체 체적 가 주어진 경우, 형상과 특성치를 구하는 

해석법을 사용한다. 식 (20), (21), 그리고 (23)은 4개의 매개변수 

, , , 그리고 로 표현되어 있다. 이 식들에서 와 를 소거

하면 다음과 같이 와 로 표현되는 하나의 식을 얻을 수 있다.

  







 





 








 





 
     (24)

주어진 에 대해서 식 (24)를 만족하는 근으로서 를 수치적

으로 구할 수 있는데 본 연구에서는 이분법(Bisection method)

을 사용하였다. 이 경우 는 식 (5)에서 보듯이 막구조물 둘레 

길이의 절반인 을 사용하여 무차원화된 단면 체적이므로 의 

범위는 다음과 같다.

                                            (25)

여기서, 는 원주가 2인 원의 단면적이다. 를 구한 후 식 

(20)과 (21)에서 를 소거하면 를 다음과 같이 구할 수 있다.

 







 





 



       (26)

주어진 에 대해 와 가 결정되면 식 (14), (21), 그리고 (22)

로부터 , , 그리고 를 구할 수 있고 형상도 식 (17)-(19)를 

사용하여 결정된다.

주요 특성치로서 는   를 식 (18)에 대입하여 구할 

수 있으며 최대폭 는 다음과 같다.

                                       (27)

본 연구에서 구한 해석해들은 무차원화된 값에 대한 것으로 

상사해임을 알 수 있다. 따라서 임의의 둘레길이를 가진 막구조

물 단면에 대해서 적용가능한 해이다.

4. 해석 결과 

Fig. 3에 단면 체적에 대한 막구조물 형상의 특성치들을 도시

하였고, 최대 체적인 경우에 해당하는 값들을 점선으로 함께 표

시하였다. 그림에서 보듯이 체적이 작아질수록 막구조물이 완

전히 겹쳐진 경우의 값들로 접근하고, 체적이 증가할수록 최대 

체적, 즉 원주가 2인 원에 대한 값들로 접근함을 알 수 있다.

Fig. 3 Some characteristic values of shape
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Fig. 4 Nondimensional pressure, tension, and 

   
Fig. 6 Comparison of experimental and analytic results for 

v = 0.2991

Fig. 5 Comparison of experimental and analytic results for 

v = 0.2406

     
Fig. 7 Similarity shapes for various sectional volume

무차원화된 압력 와 장력 , 그리고 식 (14)로 정의된 를 

Fig. 4에 도시하였다. 압력과 장력은 체적이 증가할수록 증가하

며 최대 최적부근에서 급격히 증가하여 최대 체적에서는 무한

대의 값을 가진다. 는 넓은 체적영역에서 1에 근사하는 값을 

가진다. 따라서 정확도 높은 값의 계산이 요구되는데, 본 연구

에서는 많은 유효수자 자리수 계산을 수행할 수 있는 Maple 프

로그램을 사용하여 계산을 수행하였다(Maplesoft, 2003). 값 

역시 최대 체적에서는 무한대의 값을 가진다.

본 연구결과로 얻어진 해의 타당성을 검증하기 위해 Liu and 

Silvester(1977)의 실험치와 비교하였다. Fig. 5와 6에 단면 체적

이 각각 0.2406과 0.2991인 경우의 결과들을 도시하였는데 실험

치와 식 (17)-(18)로 구한 이론치가 잘 일치함을 알 수 있다.

Fig. 7에 단면 체적별 상사형상을 도시하였다. 체적이 증가함

에 따라 단면 형상이 원에 가까워짐을 알 수 있다. 특히 최대 

체적부근에서 체적 증가에 따른 단면 형상의 변화가 크다.

5. 결 언

수평지반에 놓인 굽힘 및 전단강성이 없는 액체 저장용 막구

조물의 형상에 대한 해석해를 도출하였다. 기존의 연구자들은 

압력 또는 장력이 주어진 경우에 대한 해석법을 제시한 바 있

는데, 본 연구에서는 실제적 응용에 더욱 유용한 저장 액체의 

체적이 주어진 경우의 해석법을 도출하였다. 본 연구에서 얻어

진 결과를 사용하여 주입된 액체의 양에 따른 압력과 장력, 그

리고 형상을 추정할 수 있으며 막구조물의 설계 및 운용에 따

른 효율성과 안전성을 제고할 수 있다. 특히 압력과 장력은 막

구조물 내부 액체 주입시 필요한 압력과 막구조물의 구조안전

성을 평가하는데 필수적이다.

만약 막구조물이 수중에 완전히 잠겨있고 저장 물질이 물보

다 더 무거운 슬러리, 모래 또는 자갈 등과 같은 물질인 경우, 

저장 물질과 물의 밀도차를 로 치환하여 본 해석법을 적용할 

수 있다. 이러한 구조물은 파랑 제어 및 표사 이동 방지를 위한 

불투과성 잠제로 이용가능하리라 생각된다.
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