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ABSTRACT

The purpose of this study is to analyze the vibration and sound generation characteristics of the 
sandwich panel. Two thick panels were assumed to be separated by a compliant viscoelastic core. 
The transverse vibration induced by an external impact was analyzed using the Rayleigh-Ritz method. 
For applying arbitrary boundary condition of the panels, the edges were assumed to be supported by 
the translational and rotational springs. The beam functions were used as the trial functions. The ef-
fect of the boundary condition and viscoelastic core on the resulting vibration characteristics was 
investigated. The radiated sound power was analyzed using the proposed numerical model and the 
Rayleigh integral. The dynamic properties of the core and the mass-stiffness-mass resonance fre-
quency had significant influence on the impact sound.
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m1, m2 : 패널1과 2의 단위면적당 질량[kg/m2]
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m : 질량-강성-질량 공진주파수[rad/s]
1,m, 2,m, 1,n, 2,n : x와 y방향의 보함수

mnΠ , mnΛ : 패널1과 2의 모드형상함수

1,j, 2,j : 패널1과 2의 j번째 모드의 방사효율

St* : 점탄성층의 병진방향변형에 대한 

강성[Pa/m]
Tjn : 패널 j의 모서리 n의 병진강성[Pa]
Tpanel, Upanel : 샌드위치패널의 운동 및 보존

에너지[J]
v1,av, v2,av : 패널1과 2의 평균진동량[m2/s2/Hz]
W 1 , W2 : 패널1과 2의 음향파워[W]

1. 서  론

진동하는 구조물 사이에 점탄성소재를 삽입했을 



Rayleigh-Ritz법을 이용한 샌드위치 패널의 진동 및 소음방사 특성 분석

한국소음진동공학회논문집/제 21 권 제 5 호, 2011년/431

때 나타나는 점탄성층의 감쇠효과를 이용하여 소음, 
진동을 저감하는 기술이 널리 사용되고 있다. 특히 

철도궤도의 진동저감이나 공동주택 바닥구조물의 

중량 충격 소음의 저감을 위해 완충재나 제진재 등

의 점탄성소재를 이용한 복합 구조물층이 사용된다. 
전체 구조물의 진동 및 음향방사 특성은 사용되는 

점탄성소재에 따라 큰 변화가 발생한다. 따라서 구

조물의 소음 저감을 위해서 점탄성소재가 사용된 

복합구조물의 진동과 소음 특성 해석이 필요하다. 
복합구조물의 해석은 샌드위치 모델을 통해 연구

되어 왔다. Rao와 Nakra(1)는 두 패널 사이에 점탄

성층이 삽입된 샌드위치패널 모델에 대한 굽힘 변

위 운동방정식을 유도하였다. 반면에 Douglas와 

Yang(2)은 샌드위치보의 점탄성층에 대한 병진변형

의 특성변화를 분석하고 손실계수가 병진변형에 영

향을 미치는 주파수를 제안하였다. Sisemore와 

Darvennes(3)는 병진변형모델과 전단변형모델을 샌

드위치보에 적용하여 비교하였고, 상부 보의 두께가 

하부 보의 두께만큼 커질수록 병진 모델이 더 적합

하다는 것을 보였다. Thompson(4)은 다리에서 발생

하는 진동과 소음을 해석하기 위해 병진변형 모델

을 이용하여 파동 전달해석을 수행하였다. 
이 연구에서는 철도 제진 구조나 건축물의 바닥

구조 등 자체 굽힘 강성이 큰 두 개의 구조물 사이

에 제진구조가 삽입된 병진 변형 모델이 적용 가능

한 구조의 소음방사 특성을 분석하였다. 임의의 경

계조건을 갖는 샌드위치 패널의 진동, 소음방사 해

석은 수치해석법인 Rayleigh-Ritz법을 이용하였으

며, 개방음장에서의 소음방사 계산은 Rayleigh 적분

을 이용하였다. 각 패널의 경계조건 및 점탄성층의 

동특성 변화에 의한 소음방사특성의 차이 검토를 

통해 진동 저감설계 분석에 사용 가능한 모델을 
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Fig. 1 Geometry of the sandwich panels

제안하였다. 

2. 샌드위치 패널의 진동 해석

2.1 Rayleigh-Ritz 방법
(1) 운동에너지와 보존에너지 

Fig. 1은 샌드위치 패널의 구조를 보여준다. 이 

샌드위치 패널 구조는 두 개의 패널과 그 사이에 

유연한 점탄성층이 삽입된 3단 구조를 갖는다. 각 

패널의 모서리는 Fig. 2와 같이 병진 스프링과 회전 

스프링을 이용하여 임의의 경계조건을 나타낼 수 

있다. 각 패널은 균일한 두께 h1, h2와 길이 a×b 
그리고 강성 E1, E2와 밀도 1, 2를 갖는다. 이 진

동시스템의 운동에너지(Tpanel)는

1 1 2 2
0 0

2 2
1, 2,

1 1
2 2

a b

t tpanelT h w h w dydxρ ρ= +∫ ∫ (1)

이다. 여기서 w1,t는 w1의 t에 대한 1차 미분이다. 
샌드위치패널의 보존에너지는 패널의 굽힘, 병진스

프링, 회전스프링, 점탄성층의 변형에 의한 보존에

너지(각각 Upanel, UT, Uc 그리고 UV)의 합으로 구

해지며 다음과 같다.

2 2 2
1 1, 1, 1 1, 1, 1 1,
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1 2 2(1 )
2

a b

xx yy xx yy xypanelU D w w w w wν ν⎡ ⎤
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⎣ ⎦+ + + + −
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Fig. 2 Boundary conditions of each panel. The sup-
ports are shown from a side view of one of 
the panel
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a
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13 1, 14 1,

0
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x xC w y C w a y+ +∫
2 2

23 2, 24 2,(0, ) ( , )x xC w y C w a y dy+ +

(2c)

* 2
1 2

0 0

1 ( )2
a b

tVU S w w dydx= −∫∫ (2d)

여기서, Dj는 패널의 굽힘강성, Tjn와 Cjn는 각각 

병진강성과 회전강성을 나타낸다. 이 강성값을 변경

함으로써 다양한 경계조건의 구현이 가능하다. 여기

서 j=1, 2는 각 패널, n=1~4는 패널의 모서리를 나

타낸다. St*=St(1+i)=E*/t(E*와 t는 점탄성층의 영

률과 두께)는 점탄성층의 병진변형에 대한 강성이

다. 보존에너지를 구할 때 패널과 점탄성층의 전단 

변형은 무시하였다. 이러한 가정은 패널의 굽힘강성

이 크고 점탄성층의 탄성계수가 폼 소재와 같이 작

은 경우에 적용 가능하다(3). 또한 주파수에 따른 점

탄성 소재 음향특성의 변화는 관심주파수 영역에서 

변화량이 대부분 5~10 %이내로써 이 논문의 음향

해석에서 무시하였다.

(2) 자유진동해석

샌드위치 패널의 진동해석을 위하여 각 패널 변

위의 근사값을 N2개의 시행함수와 일반좌표(mn, 
mn)로 나타내면 다음과 같다.

2

1
1

( , , ) ( , ) ( )
N

mn mn
mn

w x y t x y tα
=

= Γ∑ (3a)

2

2
1

( , , ) ( , ) ( )
N

mn mn
mn

w x y t x y tβ
=

= Ψ∑ (3b)

계산된 식 (1)과 식 (2)에 식 (3)을 대입하고 라그

랑지방정식을 적용한다. 

20 , 1,2, ,
mn mn

d L L mn N
dt α α

⎛ ⎞∂ ∂
− = =⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

(4a)

20 , 1,2, ,
mn mn

d L L mn N
dt β β

⎛ ⎞∂ ∂
− = =⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

(4b)

여기서 L=T-(Upanel+UT+UC+UV)은 시스템 라그랑

지안이다. 이로부터 다음과 같은 운동방정식:

[ ] ˆ 0mn mn

mn mn

M K
α α
β β

⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎡ ⎤+ =⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎣ ⎦⎩ ⎭ ⎩ ⎭
(5)

을 얻는다. 이 운동방정식으로부터 고유행렬(Vj)과 

고유진동수(j)를 계산한다.
 
(3) 시행함수(trial functions)
시행함수는 수치해석적 오차를 줄이고 빠른 계산

이 가능한 함수로 선택하는 것이 중요하다(5). 열차

가 운행 중 발생하는 구름소음, 경량충격음에 의한 

층간소음 등은 비교적 고주파에서 발생하며 이러한 

고주파수 진동 해석을 위해 보함수를 사용하였다. 

계산의 편의를 위하여 무차원변수 ξ =x/a, ζ =y/b를 

사용하였다. 각 패널의 병진방향변위에 대한 허용가

능함수는

1, 1,( ) ( )mn m nφ ξ ϕ ζΓ = , 2, 2,( ) ( )mn m nφ ξ ϕ ζΨ = (6)

이며, Fig. 2의 경계조건을 만족한다. 이 연구에서는 

Park(5) 등의 기존 연구에서 제안된 수정된 보함수인,

1, ( ) sinm m mAφ ξ β ξ= +
( 1)cos m m

m m m mB C e D eβ ξ β ξβ ξ − −+ + +
(7)

와 무차원 강성요소인,

3 /jn jn jY T a D= , /jn jn jR C a D= , 

      j=1, 2, n=1,2,3,4
(8a,b)

를 이용하여 시행함수를 구하기 위한 경계조건을 

다음과 같이 적용한다.

3
1,

1 1,3

(0)
(0)m

j mY
φ

φ
ξ

∂
= −

∂
, (9a)
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2
1, 1,

12

(0) (0)m m
jR

φ φ
ξ ξ

∂ ∂
=

∂ ∂
(9b)

3
1,

2 1,3

(1)
(1)m

j mY
φ

φ
ξ

∂
=

∂
, (9c)

2
1, 1,

22

(1) (1)m m
jR

φ φ
ξ ξ

∂ ∂
= −

∂ ∂
(9d)

마찬가지로 2,m, 1,n, 2,n에 대해 같은 방법으

로 경계조건이 적용된다. 제안된 보함수를 식 (9)에 

적용하고 행렬형태로 나타내면 x의 경우,

3
1

1
3 3

2 2

2 2

sin cos cos sin
cos sin sin cos

m

m

m m m m m m
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⎜
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⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
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(10)

가 된다. 식 (10)의 고유치 문제를 풀면 mβ 에 대한 

Am, Bm, Cm, Dm을 구할 수 있으며 계산된 보함수

의 직교성을 이용하여 정규화할 수 있다.

1 1

0 0

( , ) ( , )mn pq mp nqd dξ ζ ξ ζ ξ ζ δ δΓ Γ =∫∫ (11a)

1 1

0 0

( , ) ( , )mn pq mp nqd dξ ζ ξ ζ ξ ζ δ δΨ Ψ =∫∫ (11b)

여기서 mp, nq는 Kronecker 델타 함수이다. 
 
2.2 가진 되는 패널의 거동
계산된 각 패널의 경계조건을 만족하는 허용가능

함수를 이용하여 식 (5)의 질량행렬과 강성행렬을 

구한다. 구해진 고유행렬(Vj)을 이용하여

( )
( )

( )
mn

j j
mn

t
V q t

t
α
β

⎡ ⎤
⎡ ⎤ ⎡ ⎤=⎢ ⎥ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎣ ⎦
(12)

를 정의한다. 질량행렬과 강성행렬이 대칭행렬이며 

[ *] [ ][ ]T
j k jkV M V δ= 를 만족하는 것을 이용하여 정

리하면,

{ } 1 1

0 0
( ) ( , , )j j jq h f d dω ξ ζ ω ξ ζ= Φ∫ ∫ (13)

가 된다. 여기서 하중(f)은 열차 운행 중 궤도에 가

해지는 움직이는 힘, 공동주택의 표준 충격원 충격

힘(6)등의 임의의 하중을 적용할 수 있다. 그리고,

{ }2 2

1( )
[ ]j

j

h
I

ω
ω ω

=
− + (14a)

2 2

2

1 1

( ) ( )
N N

j j mn j mn
mn mn

V mn V mn N
= =

Φ = Γ + + Ψ∑ ∑ (14b)

이다. 모드형상함수는 다음과 같이 정의된다.

2

1
( , ) ( , ) ( )

N

j mn j
mn

V mnξ ζ ξ ζ
=

Π = Γ∑ (15a)

2

2

1
( , ) ( , ) ( )

N

j mn j
mn

V mn Nξ ζ ξ ζ
=

Λ = Ψ +∑ (15b)

모드형상함수를 이용하여 식 (12)를 식 (3)에 대입

한다. 조화하중이 가해진다고 하면 각 패널의 변위는 

{ }
22

1
1

( , ) ( , )
N

j j
j

w qξ ζ ξ ζ
=

= Π∑ , (16a)

{ }
22

2
1

( , ) ( , )
N

j j
j

w qξ ζ ξ ζ
=

= Λ∑ (16b)

이다. 여기서 점 하중에 의한 주파수응답함수(Hj)를 

구하면 

Table 1 Applied properties of sandwich panel
 Panel 1 Panel 2

Length(a) 0.51 m 0.51 m

Width(b) 0.45 m 0.45 m

Thickness(h) 0.005 m 0.01 m

Density(r) 1100 kg/m3 1100 kg/m3

Young’s modulus(E) 10 GPa 10 GPa

Loss factor() 0.01 0.01

Poisson ratio(v) 0.2 0.2
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1 1 2 1 2
1

(s ,s , ) (s ) (s ) ( )
N

j j j
j

H hω ω
=

= Π Φ∑ (17a)

22

2 1 2 1 2
1

(s ,s , ) (s ) (s ) ( )
N

j j j
j

H hω ω
=

= Λ Φ∑ (17b)

이다. s1은 패널에서의 측정변위 위치벡터를 나타내

며 s2는 하중이 가해지는 위치벡터를 나타낸다.
 
2.3 주파수응답
주파수응답함수를 구하기 위해 Table 1의 물성치

를 적용하였다. 패널1은 자유(T1n=0, C1n=0), 패널2
는 고정(T2n=1010 Pa, C2n=1010 N/rad) 경계조건을 

갖는 것으로 가정하였고 N=15를 적용하였다. 물성

치는 실제 측정한 값을 사용할 수 있다(7). 

Fig. 3은 ξ =0.525, ζ =0.525에서 점 하중에 의한, 
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 / 

f |

Frequency(Hz)
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 Panel2

Fig. 3 Frequency response function of each panel at 
ξ =0.525, ζ =0.525, free-fix boundary con-
dition, St*=5×106 Pa/m, loss factor of 0.01
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Fig. 4 Comparison of averaged velocity of panel 2 
with various boundary stiffness of T1n and 
C1n on panel 1, St*=0.5×106 Pa/m, = 0.01, 
vref =10-12 m2/s2/Hz

같은 위치의 주파수응답해석 결과이다. 전체적으로 

패널2 변위가 패널1에 비해 상대적으로 작으며, 저

주파수에서 각 패널의 공진주파수가 같은 반면, 고

주파수 영역에서는 서로 다른 경우가 나타났다.

3. 소음방사 특성

3.1 음향파워레벨
(1) 음향파워

각 패널에서 방사되는 소음을 계산하기 위해 

Rayleigh 적분을 이용하였다. 방사된 음향파워는 

far-field에서의 음향인텐시티를 계산 하고, 패널의 

평균진동량을 통해 방사효율을 계산한다. 공기의 파

수는 ka, 속도는 ca, 밀도는 a이다. 방사효율은

22 22
i (sin cos sin sin )

1, 2
0 01,

( ) sin
4

ak ra
jj
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k r e dr d d
abV

π
π

θ φ θ φσ θ θ φ
π
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0 02,

(r) sin
4
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jj
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k e dr d d
abV

π
π

θ φ θ φσ θ θ φ
π

+= Λ∫ ∫ ∫

(18b)

가 된다. 여기서 

2
1 ,

1

( )
N

j j
m n

V V m n
2

=

= ∑ , (19a)

2

2 2
2,

1

( )
N

j j
mn

V V mn N
=

= +∑ (19b)

이다. 패널의 평균진동량은 다음과 같이 계산된다.

22 2
1. 1,

1
F ( ) ( )

N

jPav j
j

v V hω ω
=

= ∑ (20a)

22 2
2, 2,

1
F ( ) ( )

N

p jav j
j

v V hω ω
=

= ∑ (20b)

여기서 Fp는 하중의 스펙트럼밀도이다. 최종적으로 

음향파워는 다음과 같이 계산된다.

1 1, 1,
1
2 a a av jW c abvρ σ= , (21a)

2 2, 2,
1
2 a a av jW c abvρ σ= (21b)
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(2) 방사소음해석

Fig. 4는 Table 1의 물성치를 적용하여 패널2가 

고정경계조건을 가질 때, 패널1의 경계조건을 변화

시켜가며 점하중에 의한 패널2의 평균진동량을 계

산한 그래프이다. 해석결과 패널1의 T1n, C1n값이 

커질 때 패널2의 공진주파수가 상승한다. 또한 첫 

번째 공진주파수의 상승폭은 작으나 이후의 공진주
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Fig. 5 Comparison of sound power radiated from lower 
panel with dynamic properties of the core. 
Free-fix boundary condition, (a) St*=10×106(1+i) 
Pa/m. (b) St*=30×106(1+i) Pa/m (c) St*=50×
106(1+i) Pa/m, Wref =10-12W

파수의 상승폭은 매우 크다.
Fig. 5는 계산한 방사소음을 보여준다(패널1은 자

유(T1n=0, C1n=0), 패널2는 고정(T2n=1010 Pa, C2n=1010

N/rad) 경계조건). 점탄성층의 강성크기와 손실계수

를 변화시키며 해석한 결과 강성이 커질수록 첫 번

째 공진주파수 대역은 크게 변하지 않으나 그 이후

의 공진주파수는 상승하는 것을 확인할 수 있다. 또

한 각 공진의 크기가 강성의 변화에 따라 달라지는 

것을 볼 수 있다.
 
3.2 질량-강성-질량 공진주파수
샌드위치 패널의 단위면적당 질량을 계산하여 패

널1의 질량을 m1, 패널2의 질량을 m2라고 하면 질

량-강성-질량 공진주파수는 

* 1 2

1 2
m t

m mS
m m

ω +
= (22)

이다. Fig. 5에서 262.8 Hz, 455.2 Hz, 587.7 Hz로 

각각 (St*=10,30,50 MPa/m)계산된다. 점탄성층의 손

실계수에 따른 음향파워크기의 변화를 살펴보면, 손

실계수의 크기 증가에 따라 전체적인 음향파워가 

줄었으며, 공진주파수 대역에서 소음저감에 효과적

임을 확인할 수 있다. 점탄성층의 강성이 증가함에 

따라 질량-강성-질량 공진주파수가 증가하고 손실계

수의 영향을 크게 받는 주파수대역도 함께 증가하

고 있다. 이러한 특성을 활용하여 뜬바닥 구조의 소

음 발생이 최소화된 구조의 설계가 가능할 것이다.

4. 결  론

이 연구에서는 Rayleigh-Ritz법을 이용하여 샌드

위치 패널의 해석을 실시하였다. 패널에 하중이 가

해질 때, 점탄성층의 병진변형에 영향을 받는 각 패

널의 진동해석 및 소음방사해석을 수행하였다. 유연

한 점탄성층으로 분리된 샌드위치구조에서 경계조

건이 변화함에 따른 공진주파수의 변화를 확인하였

다. 또한 점탄성층의 강성과 손실계수에 따라 변화

하는 방사소음을 해석한 결과, 손실계수가 커짐에 

따라 방사되는 음향파워는 전 주파수 영역에서 큰 

감소를 보였다. 특히 소음방사량이 크게 나타나는 

질량-강성-질량 공진주파수 대역에서 효과적임을 확

인하였다. 여기에서는 유연한 점탄성층으로 만들어
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진 샌드위치 판을 가정하여 전단변형을 무시하고 

음향방사를 계산하였으며, 향후 확대 적용을 위해 

패널과 점탄성층의 전단 변형을 모두 포함하는 수

치모델의 개발이 필요하다. 
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