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요  약 

본 논문은 매개변수 불확실성을 가지는 Takagi-Sugeno(T-S) 퍼지 시스템의 안정도 해석과 안정화 조건을 고려한다.  

T-S 퍼지 시스템의 안정도 해석 시 conservativeness를 줄이기 위해 퍼지 리아푸노프 함수를 이용한다. 매개변수 불확실

성을 가지고 있는 시스템의 안정도를 해석하고 시스템을 안정화 시키는 퍼지 강인 제어기 설계 기법을 제시한다. 안정도

조건과 안정화조건은 선형행렬부등식의 형태로 표현된다. 모의실험을 통해 제안된 접근 방법의 효용성을 보인다. 

키 워드 : T-S 퍼지 시스템, 선형행렬부등식, 퍼지 리아푸노프 함수, 강인 제어기

Abstract
This paper is concerned with the stability analysis and stabilization for the Takagi-Sugeno(T-S) fuzzy systems with 

parametric uncertainties. To reduce conservativeness in stability analysis for T-S fuzzy systems, fuzzy Lyapunov 

functions are used. Stability analysis is performed and robust fuzzy controller is designed for stabilization of the 

system with parametric uncertainties. The stability and stabilization conditions are formulated in terms of linear 

matrix inequalities (LMIs). Finally, simulation example is presented to show the effectiveness of the proposed 

approach.
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1.  서  론

현재, 존재하는 대부분의 시스템은 비선형성과 불확실

성을 가지고 있다. 하지만 비선형 시스템을 그대로 모델

링해서 제어하는 방법에는 많은 어려움이 있다. 따라서  

우리가 비교적 다루기 쉬운 선형 제어 이론을 도입하기 

위해 선형화를 통해 시스템을 근사화 시켜서 시스템을 제

어 하는 경우가 많다. 하지만 시스템을 선형 시스템으로 

근사화 시키는 과정에서 필연적으로 오차가 발생한다. 따

라서 보다 정확한 제어가 필요한 경우나 비선형성이 매우 

큰 경우 제어를 하기 어려울 수 있다. 이러한 어려움을 극

복하기 위해 최근 들어 Takagi-Sugeno (T-S) 퍼지 시스

템에 관한 많은 연구가 이루어지고 있다. T-S 퍼지 시스

템은 시스템의 비선형성을 부분적인 선형 시스템으로 정

확하게 나타낼 수 있다. 따라서 비선형성을 가진 시스템

을 근사화 시켜서 시스템을 해석하는 기존의 방법과 차이

가 있다. 기존의 방법과 달리 T-S 퍼지 시스템은 주어진 

비선형 시스템에 대해서 선형 제어 이론을 도입할 수 있

음에도 오차 없이 정확하게 안정도를 해석하고 제어기를 

설계 할 수 있다,

T-S 퍼지 시스템의 이러한 장점에도 불구하고, 아직 

연구가 더 필요한 부분이 있다. 그것들 중 하나는 안정도

를 해석함에 있어 conservativeness가 존재한다는 점이

다. 원래 시스템을 T-S 퍼지 시스템으로 변환하여 안정

도를 해석할 경우 주어진 시스템이 안정한 시스템이라고 

하더라도, 안정하지 않다고 판정 할 수 있다. 즉, T-S 퍼

지 시스템의 안정도 및 안정화 조건은 충분조건만을 만족

한다. 공통의 리아푸노프 함수는 모든 퍼지 규칙에 대해

서 부등식 조건을 만족하는 하나의 행렬을 찾아야 했기 

때문에 conservativeness가 매우 크다는 단점이 있다. 따

라서 이러한 단점을 극복하기 위해 [3-5], [8] 에서 많은 

연구를 하였다. 특히, [5]에서는 공통의 리아푸노프 함수

의 단점을 극복할 수 있는 퍼지 리아푸노프 함수를 제안

하였다.

시스템에서 나타나는 불확실성을 제어할 수 있는 강인 

제어기를 설계하는 것 또한 중요한 연구 주제이다. 실제

로 어떠한 시스템을 오차 없이 정확히 모델링하기는 매우 
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어려운 일이다. 따라서 모델링 과정에서 생기는 오차를 

견뎌낼 수 있는 강인 제어기 설계를 위한 연구가 많이 이

루어져 왔다[1], [9-10]. 특히, [1]에서는 매개변수 불확실

성을 가지는 시스템에 대해서 퍼지 강인 제어기를 설계하

였다. 하지만 [1]에서는 공통의 리아푸노프 함수를 기반으

로 한 강인 제어기를 설계하였기 때문에 모든 퍼지 규칙

을 만족시키는 하나의 행렬을 찾아야 하므로 매우 큰 

conservativeness를 가지고 있다. 따라서 매우 제한된 시

스템에서만 이용될 수 있다. 본 논문에서는 기존의 이러

한 강인제어기의 단점을 극복하기 위해 퍼지 리아푸노프 

함수를 기반으로 한 강인 제어기 설계 기법을 제시한다. 

퍼지 리아푸노프 함수를 해석 할 때 conservativeness를 

더 줄이기 위하여 [2]에서 제안한 방법을 이용하였다.

본 논문에서는 비선형 시스템에서 퍼지 리아푸노프 함

수를 기반으로 한 퍼지 강인 제어기 설계기법을 제시한다. 

제안된 안정도 및 안정화 조건은 선형 행렬 부등식의 형

태로 유도되어 쉽게 제어기 이득 값을 찾을 수 있다. 제안

된 이론의 타당성을 검증하기 위해 모의실험을 한다.

2. 퍼지 모델

 본 논문에서는 다음과 같은 비선형 시스템을 고려한다.

  ∆∆ 
 이 때 ∈ 은 상태변수, ∈는 제어입력

이다. 와 는 비선형 벡터함수이고, 

∆와 ∆는 불확실성을 포함한 벡터 함수

이다. 비선형 시스템 (1)은 다음과 같은 T-S 퍼지 모델로 

표현된다.

   Plant Rule :

       IF  
      



    THEN

          ∆ ∆      (2)

여기서 
  는 i번째 규칙  에서 h번째 퍼지 

집합이며,    는 알려진 차원의  행렬이다. ∆, 

∆  는 각각 타당한 차원의 행렬이며 매개 변수 불확실

성을 나타낸다. 는 h번째 전반부 변수의 퍼지 집합

이다. 은 T-S 퍼지 모델의 규칙의 수를 나타낸다. 중심

값-평균 비퍼지화, 곱셈추론, 싱글톤 퍼지화를 사용하면 

식 (2)는 다음과 같은 식으로 나타난다.

 




  ∆ ∆   

(3)

여기서 

    





    






 




    ≥  




   

  ≥  




      


는 

 집합 안의 의 소속정도를 나타낸다.

플랜트와 제어기가 퍼지 시스템의 전건부 변수를 공유하는 

PDC(Parallel dustributed compensation)를 적용하여 퍼지 제

어기를 설계하면 제어기는 다음과 같이 표현된다. 

   Controller Rule :

      IF  
      



  THEN   ,      

           
  



                      

(4)

매개변수 불확실성을 나타내는 ∆∆는 시간에 따

라 변하는 행렬이기 때문에 시스템에 그대로 적용할 경우  

제어기의 이득 값을 찾아내기가 어렵다. 따라서 다음 가

정을 통해 행렬을 변형한다.

 가 정  1. 노름 유계 (norm bounded)되어 있는 불확실

성을 포함한 행렬 ∆∆는 다음과 같이 표현된다.

 ∆   ∆  
여기서  는 적절한 차원을 가지고 있는 알고 

있는 상수행렬이고,    는 
 ≤를 만족하는 르

베그 가측 (Lebesgue-measurable) 행렬이다. 

 원활한 수식전개를 위해 다음 보조정리를 도입한다.

 보 조 정 리  1 [ 10] . 적절한 차원을 가진 상수 행렬  

와 상수 대칭 행렬 가 있고, ≤을 만족하며 

  일 때, 

   이면, 

    


 



 



 


 


  을 만족한다. 

  퍼지 리아푸노프 함수는 다음과 같이 정의한다.

     
  



 
                

(5)

이때, 소속함수  는  
 



     이라는 성질에 

의해 다음 성질을 만족한다.

     
  


                                 (6)

 

또한, 다음 방정식이 성립한다.

     ×
  



          

(7)

식 (7)의 좌변의 두 번째 항은 항상 이므로 위 식은 
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항상 성립한다. 여기서   는 적절한 차원을 가진 임

의의 행렬이다.

식 (6)과 식 (7)을 통해 [2]에서는 기존의 퍼지 리아푸

노프 함수의 안정도를 해석하는 방법보다 더 완화된 선형 

행렬 부등식 조건을 제시하였다. 본 논문에서는 [2]에서 

제안한 방법을 기반으로 퍼지 리아푸노프 함수를 이용한 

강인 제어기 설계 기법을 제시한다. 

 

3 . 안 정 도  해 석  및  강 인  제 어 기  설 계

이번 장에서는 매개변수 불확실성을 가지는 시스템(3)

의 안정도 및 안정화조건에 대해 논의한다. 시스템의 안

정도해석을 위해   이라 한다. 증명을 위해 가정 1과 

보조정리 1을 이용한다. 는 행렬 의 전치행렬을 뜻하

며, *는 대칭행렬 내에서 대응하는 전치행렬을 뜻하며, 

는 대각행렬을 뜻한다. 

  정 리  1. 임의의 스칼라 값   이 주어졌을 때 

 ≤  라 가정하고  ≥을 만족하면, 다음 조건

을 만족하는 임의의 행렬 이 존재하고 대칭행렬    

이 존재하며,   일 때 불확실성을 가진 시스템 (3)

은 점근적으로 안정하다.  

                                              

(8)

                                             (9)

                                        (10)

이때  ≡











 


   

   
  


   


 

  
 

이고, 

 ≡
  



     ≡
   ≡

  



라 정의한다.

 증명) 식(5)의 퍼지 리아푸노프 함수를 미분한다.

  
  



 
 


 




 

 

위 식에 식 (6)의 성질을 고려하고 식 (7)을 추가하면 
는 다음과 같이 변형된다. 

 
  



 
 


 




  

          

 

×
  



  ∆ 

      ≤
  



 
 


 



   

          

 

×
  



  ∆ 

      
  



 
 

 
 



           ∆  
   ∆ 

≤
  



      



 





 이때,

 



 


   ∆  ∆  

 
  ∆    


  

(11)

이다. 식 (11)을 2개의 행렬로 나누어 준다.

 



 


  


 

 
   






 


∆ ∆ 

∆ 

  





 


  


 

 
   







 





        






 










보조정리 1에 의해 식 (12)는 다음과 같이 변형된다.




 


  


 

 
  







 




 
 




 




 

 




 


 




 


 

식 (12)에 Schur complement를 적용하면 다음과 같다.











  


   

 
   

  
   




 


  


       (14)

식 (13)에   
  

    로 합동변환을 취해줄 경우 식 

(13)은 다음과 같이 변환된다..

 











 

 
   

 
  

  


   


 

  


따라서, 선형 행렬 부등식 (8)-(10)을 만족하면  

을 만족하므로 시스템 (3)은 점근적으로 안정하다.

정리 1에서 매개변수 불확실성을 가진 시스템의 안정도

를 판별하였다. 다음으로 정리 2에서는 매개변수 불확실

성을 가진 시스템 (3)의 강인제어기의 이득 값 를 설계

하기 위한 조건을 유도한다.

 정리 2. 임의의 스칼라 값  이 주어지고, ≤  

라 가정하고  ≥을 만족하며 가 식 (4)의 형태일 때, 

다음 조건을 만족하는 임의의 행렬  이 존재하고 대칭
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행렬    이 존재하면, 다음과 같이 유도된 선형 행렬 부

등식에 의해 구해진 제어기 이득 값 는 시스템 (3)을 안

정화 시킨다. 

                                             

(15)

                                            (16)

                                      (17)

                                     (18)

이때, 

≡




   ≡
  ≡

  


,


  

  이고 는 정리 1에서 정의하였으

며

≡











     
 

    




     




     


 

   
  


 

    
 

 

(19)

이다. 

이때,  



 







 



  





  이다. 

제어기 이득 값 는 다음과 같다.

  
                                     (20)

증명) 

정리 1과 마찬가지로 퍼지 리아푸노프 함수를 이용한다.

리아푸노프 함수를 미분하고 식 (6)과 식 (7)을 고려하면 다

음과 같은 식이 유도된다. 

 
  



 
 


 




  

          
 

× 
  



 

× ∆  ∆
      ≤

  



 
 


 



   

          

 

× 
  



 

× ∆  ∆
      

  



 
 



 
 



          ∆  ∆








  ∆  ∆

위 식을 



 





 에 관한 행렬로 정리하고  로 

합동 변환을 취해주면 다음 부등식을 만족한다.

 ≤





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
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





 






이때, 





 


 

 
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


 


 

 
,















 











 




  





  


    











∆∆∆∆
∆∆∆∆ 

∆∆∆∆ 
이다. 는 정리 1의 증명과 같은 과정을 통해 선형 행렬 

부등식 조건 (17)을 유도할 수 있다. 마찬가지로 가정 1과 

보조정리 1을 이용해서 를 변형하면 다음과 같다.









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  
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










   

 
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×














 




 


 




 



                         (21)

식 (21)에 Schur complement를 적용하면 식 (19)와 같이 

변환된다. 따라서 부등식 (15)-(18)을 만족하면 식 (20)과 

같이 유도된 제어기 이득 값 는 시스템 (3)을 점근적으로 

안정화 시킨다. 

4 . 모 의 실 험  및 결과 고찰

본 논문에서 제안한 강인제어기의 성능을 평가하기 위

해 [2]에서 사용한 시스템을 이용한다. 

시스템을 T-S 퍼지 모델로 다음과 같이 표현 할 수 있다.

    Rule 1 :

         IF   


         THEN  

    Rule 2 :
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         IF   


         THEN  

는 식 (4)의 형태이다. 각각의 시스템 행렬과 매개

변수 값은 다음과 같다.

    


 


 

 
  



 


 

 
   

    


 



 



 




              .

각각의 규칙에 대응하는 소속함수는 다음과 같다.

        











  ≤ 

    

   

  

매개변수의 오차범위는 기준 매개변수 값의 30%라고 가 

정한다. 따라서 ∆ ∆   

×× 

 
 이고 

가제어성을 유지하기 위해 ∆ ∆     라 가

정한다.  가정 1에 의해 

  


 


 

 
   



 

 

 
   



 

 

 
,

   라 정의할 수 있다. 초기 값은 

      이다. 그림 1은 매개변수 불확실

성을 가진 시스템의 위상 궤도를 나타낸다. 위 시스템에 본 

논문의 정리 2에서 제안한 선형행렬 부등식을 Matlab을 이

용해 해를 구해서 제어기 이득 값 를 구하면 다음과 

같다.

-1 0 1 2 3 4 5 6

x 1014

-1

0

1

2

3

4

5

6
x 10

14

x1(t)

x 2(t)

start

그림 1. 매개변수 불확실성을 가진 시스템의 위상 궤도

Fig. 1. The phase trajectory of the system with parametric 
uncertainties.
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그림 2. 제어된 매개변수 불확실성을 가진 시스템의 위상 궤도

Fig. 2. The phase trajectory of the controlled
 system with parametric uncertainties.
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그림 3. 상태변수  의 시스템 응답   

Fig. 3. Closed loop system response of state  
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그림 4. 상태변수  의 시스템 응답

Fig. 4. Closed loop system response of state  

     
   

 

제어기 이득 값을 시스템에 적용하면 상태변수들의 위

상 궤도는 그림 2와 같이 변한다. 각각의 상태변수의 시간

에 따른 시스템 응답은 그림 3, 그림 4 에서 나타낸다. 제

어하기 전 발산하던 시스템이 본 논문에서 제안한 강인제

어기에 의해 점근적으로 안정화됨을 확인 할 수 있다. 

5. 결 론

본 논문에서는 매개변수 불확실성을 가지는 시스템에 

대한 안정도 분석 및 강인 퍼지 제어기 설계에 대해서 논

의하였다. 매개변수 불확실성을 가지는 비선형시스템을 

퍼지 모델링 한 후 이를 이용하여 퍼지 제어기를 설계하

였다. 안정도 판정 및 안정화 조건 부등식의 conserv ati-

venss를 줄이기 위해 퍼지 리아푸노프 함수를 이용하였

다. 유도된 부등식은 선형 행렬 부등식의 형태로 표현된

다. 선형 행렬 부등식의 해를 통해 시스템을 안정화 시키

는 제어기 이득 값을 얻어냈다. 설계된 제어기의 효과를 

검증하기 위해 [2]에서 제안한 시스템을 이용하여 모의실

험을 하였다. 
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    /DEU <>
    /PTB <>
    /DAN <>
    /NLD <>
    /ESP <>
    /SUO <>
    /ITA <>
    /NOR <>
    /SVE <>
    /ENU <>
  >>
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [1200 1200]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice


