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요  약 

본 논문에서는 출력 궤환 제어기를 이용해 다항식 퍼지 규모 시스템을 안정화하는 방법을 제안한다. 이를 해, 먼 , 규모 시스

템의 부분 시스템에 해 퍼지 모델링을 한 후, 각각에 해 출력 궤환 제어기를 설계하여 규모 시스템을 안정화하는 방법을 제안

한다. 이때, 다항식  Lyapunov 함수를 용하면 다항식 퍼지 규모 시스템의 안정화 조건은 제곱합 조건으로 주어지고, 이것은 

MATLAB의 툴박스인 SOSTOOLS로 해석 가능하다. 이러한 과정을 거친 후에 얻어진 해에서 시스템을 안정화시키는 출력 궤환 제

어기의 이득을 구할 수 있다. 마지막으로, 제안된 기법의 합성을 검증하기 해 시뮬 이션 제가 주어진다.

키 워드 : 다항식 퍼지 시스템, 제곱합 조건, 출력 궤환 제어기, 규모 시스템.

Abstract
This paper presents the stabilization method for polynomial fuzzy large-scale system by using output feedback 

controller. Each sub system of the large-scale system is transformed into polynomial fuzzy model, and then output 

feedback controller is designed to stabilize the large-scale system. Stabilization condition is derived as sum-of-square 

(SOS) condition by applying the polynomial Lyapunov function. This condition can be easily solved by SOSTOOLS 

which is the third party of the MATLAB. From these solutions, output feedback controller gain can be obtained by 

SOS condition. Finally, a simulation example is presented to illustrate the effectiveness and the suitability of the 

proposed method.

Key Words : Polynomial fuzzy system, Sum-of-Square(SOS) condition, output feedback controller, large-scale 

system.
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1.  서  론

 과학기술이 발 함에 따라  사회에 등장한 많은 시스

템들은 차수가 높아지고 시스템 내부의 여러 요소들이 상호 

향을 끼치는 사례가 많이 나타나고 있다. 이러한 시스템

을 하나의 시스템으로 표 하여 모델링과 제어를 수행할 경

우 계산양이 많아져 고가의 장비를 이용해야 하는 문제 이 

있다. 를 들면, 력계통 시스템 같이 분산된 형태의 상호

결합 시스템으로 주어져 하나의 시스템으로 표 하는 것이 

어려운 시스템도 있다. 이러한 문제 을 해결하기 해서 

여러 개의 부분 시스템으로 이루어진 규모 시스템을 모델

링하고 제어하는 기법이 등장하 다. 이런 규모 시스템은 

일반 으로 비선형 시스템으로 주어지게 되며, 명료하고 효

율 인 선형 시스템의 제어 기법을 용할 수 없다는 단

이 있다. 이를 해결하기 해 Takagi와 Sugeno[1]는 비선

형 시스템을 퍼지 규칙의 결론부를 여러 동작 에서의 선형 

시스템의 퍼지 조합으로 나타내는 Takagi-Sugeno (T-S) 

퍼지 시스템을 제안하 다. T-S 퍼지시스템 자체는 비선형 

시스템이지만, 퍼지 규칙의 결론부가 선형 시스템으로 주어

지기 때문에 선형 제어 이론을 비선형 시스템에 사용할 수 

있다는 이 이 있고, 그로 인해 수 십 년간 많은 연구가 활

발하게 진행되어 왔다[1-4].

하지만 Lyapunov 직 법[10]으로부터 얻어지는 T-S 퍼지 

시스템의 안정도 조건은 만족해야 하는 공통의 양한정 행렬

이 상수 행렬이기 때문에 이를 찾지 못하는 경우가 많이 있

었다. 기존의 T-S퍼지 시스템의 이러한 단 을 보완하고자 

Tanaka [5]는 다항식 퍼지 시스템을 제안하 다. 다항식 퍼
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지 시스템은 퍼지 규칙의 결론부 시스템의 행렬을 상수 행

렬이 아닌 다항식으로 이루어진 행렬로 표 하는 퍼지 시스

템이다. 한 공통의 양한정 행렬을 상수 행렬이 아닌 다항

식의 행렬로 표 함으로써 해석 가능 범 를 증가시킬 수 

있다. 이런 이유로 다항식 퍼지 시스템에 한 연구가 다양

하게 진행되어 왔다. [5-6]. T-S 퍼지 시스템에서는 Tseng 

[3]등이 규모 시스템에 한 연구를 하 지만, 아직까지 

다항식 퍼지 시스템에서는 이런 연구가 진행되지 않았다.

따라서 본 논문에서는 다항식 퍼지 모델의 단일 시스템에 

국한된 연구를 확장하고자 이에 한 규모 시스템의 모델

을 제시하고 그에 합한 출력 궤환 제어기 설계 기법을 제

안한다. 제안하는 기법에서 안정화 조건은 다항식 

Lyapunov 함수를 이용해 얻어지게 되고, 이 조건은 제곱합 

조건이 된다. 제곱합 조건은 수치해석 인 방법으로 쉽게 

구할 수 있으며, 이는 컴퓨터 로그램인 MATLAB의 툴

박스인 SOSTOOLS[8]와 Sedumi[9]를 이용한다. 구해진 

안정화 조건의 해에서, 체 시스템을 안정화 시키는 출력 

궤환 제어기의 이득을 구할 수 있다. 마지막으로 제안하는 

기법의 타당성을 검증하기 해 컴퓨터 시뮬 이션 제를 

수행한다.

본 논문에서는 2장에서 규모 시스템의 다항 퍼지 시스템 

모델을 다루고, 3장에서 그에 합한 제어기 설계를 다룬다. 

4장에서 시뮬 이션 제를 수행하고, 마지막으로 5장에서 

결론을 내린다.

2. 다항식 퍼지 규모 시스템 모델링

  Sector nonlinearity[2]개념에 의해 비선형 규모 시

스템은 다항 퍼지 규모 시스템으로 변환이 가능하다. 

앞으로의 표기에서 는 다항 퍼지 규모 시스템을 의

미하며, 은 부분 시스템의 수를 나타낸다. 즉,   

(  ⋯). 번 째 다항 퍼지 부분 시스템은 다음의 

퍼지 IF-THEN 규칙으로 표  가능하다.

번째 부분 시스템 규칙 :

       is   and ⋯ and    is 

          

             




             (1)

                                 

(2)

여기서,  는 상태 벡터를,    (  ⋯)는 

번 째 부분 시스템의 제 변수를 나타내며,   

( ⋯)는 그에 상응하는 퍼지 집합이고, 

 ∈ × ,  ∈ × ,

 ∈×  는 각각 의 다항식으로 이루어

진 알고 있는 시스템, 입력, 그리고 출력 행렬이고, 

 ∈ ×는 번 째 부분 시스템에서 번 째 

부분 시스템으로의 번 째 규칙에 해당하는 상호 결합

율을 표 하는 행렬이다. 그리고  는 각 행의 

원소가  의 단항식으로 이루어진 열벡터이며, 

는 입력 벡터이다.

  식 (1)로 표 되는 부분 시스템의 규칙에 싱 톤 퍼

지화, 곱셈추론, 심값-평균 비퍼지화를 수행하면 다

음과 같이 비퍼지화된 결과를 얻을 수 있다.

  




       

 




                  (3)

여기서,  는 정규화 된 가 치로서, 

  

  

 
,

이고,  는 다음의 특성을 따른다.

  




,

  ≥ ,  






   . ¡

이러한  의 특성에 의해  는 다음과 같

은 특성을 갖는다.

  ≥ ,






   .

  비퍼지화 된 규모 시스템 (3)의 안정도 조건은 다

항식 Lyapunov 함수에 의해 얻을 수 있으며, 번 째 

부분 시스템의 다항식 Lyapunov 함수는 다음과 같이 

정의 내린다.

  

        (4)

여기서, 는 의 다항식으로 이루어진 양한

정 행렬이다. 에 한 정의는 정리 1에서 다룬다.

3. 출력 궤환 제어기 설계

  이 장에서는 앞서 소개한 다항식 퍼지 규모 시스템

을 안정화시키기 해 출력 궤환 제어기를 설계한다. 

번째 부분 시스템의 출력 궤환 제어기는 다음과 같은 

퍼지 규칙으로써 표 할 수 있다.

번 째 출력 궤환 제어기 규칙  :
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       is   and ⋯ and    is 
                        (5)

여기서, ∈ × 는 의 다항식으로 이루

어진 출력 궤환 제어기의 이득이고,  는 번 째 부

분 시스템의 출력이다. 출력 궤환 제어기의 퍼지 규칙

에 싱 톤 퍼지화, 곱셈 추론, 심값-평균 비퍼지화를 

용하면 추론된 출력 궤환 제어기는 다음과 같다.

  




          (6)

  앞으로의 표기에서 시간 에 한 표기는 명시하지 

않도록 한다. 앞서 정의한 번 째 부분 시스템 (3)에 

출력 궤환 제어기 (6)을 연결하면, 번 째 폐루  부분 

시스템은 다음과 같이 표 된다.

     









    

     




   (7)

  식 (7)로 표 되는 폐루  부분 시스템 식에 

    를 입하면 다음의 최종 인 폐루   

부분 시스템 식을 얻을 수 있다.

 









     

×    




       (8)

여기서,   는 의 다항식으로 이루어진 출력 행렬

이다.

  다음의 보조 정리는 폐루  시스템 (8)을 역 으로 

근 안정화시키며, 정리를 증명하기 해 필요하다.

  보 조  정 리  1 [ 4 ] : 어떤 상수   과, 임의의 행렬 
와 에 해서 다음의 부등식은 항상 성립한다.

≤ 

         (9)

  정 리  1 : 부분 시스템 (8)로 이루어진 규모 시스템

은 모든 에 해서 다음 제곱합 조건을 만족하는 행렬 

 와 이 존재하면 역 으로 근 안정화

된다. 다음 조건에서     과    은 모든 

의 값에 해서 양수인 다항식이다.


                (10)



  


  

  
 




              ¡





   


  

  
 




 ¡

      (≤)                              (11)

여기서,   
 

 


∈
   ,   

   , 
  는  의 번째 행

벡터이며,   ⋯는  의 으로 이루어

진 행의 행 번호를 나타내며,   
⋯ 

를 의미하

고, 
   

  
 ⋯ 

  
  이고, 과 

는 로 구성되지 않은 임의의 열벡터이다. 한,  







  


,  ⋯는 행 번호,  ⋯ 는 열 

번호를 의미한다. 즉, ∈ × 이다.

  이 때, 출력 궤환 제어기의 이득  는 양한정 

다항식 행렬  와 다항식 행렬  과 다음의 

계를 갖는다.

             (12)

 증 명  :다음과 같이 주어지는 규모 시스템에 한 다

항식 Lyapunov 함수 후보 를 고려하자:

 





 

 
         (13)

식 (13)을 시간에 해서 미분하면 다음과 같다.

 






 

              ¡



 


                  ¡



 


              (14)

식 (14)는 다음과 같이 정리된다.

 




                 ¡



 

                     ¡



 














 






  








        (15)

여기서 ∈에 해서 
    이기 때문에, 는 

다음과 같이 정의된다.

 
  
                 (16)
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식 (15)에 식 (16)과 폐루  부분 시스템 식 (8)을 입

하면, 다음을 얻는다.

 














            ¡

     




     ¡



 

                 ¡

   
                  ¡



 






∈


 


  
  






      ¡

 








 


             ¡



 

             (17)

간단하게 표기하기 해,   

   로 치환하고, 보조정리 1을 식 

(17)의 마지막 항에 용하면 다음과 같이 정리된다.

 ≤














  

 

          ¡

×



  



 

            ¡

×                                ¡  



 






∈


 


    






        ¡



 


                  ¡

 







  
     (18)

식 (18)의 모든 항에 공통으로 곱해지는 

 와 

 를 ⋅의 밖으로 보내면, 는 다음의 조건

이 만족되면 음수이다.


 


 

          ¡


∈


 


    




¡

 





  

                 (19)

윗 식의 좌우에  를 곱하고, 마지막 항을 


    

  
 ⋯ 

  
  를 이용해 정리하

면, 다음과 같다.

 
 

            ¡


∈



                      ¡

 
          (20)

식 (20)에 슈어 보수(Shur complements)를 취하면 최

종 으로 다음의 식을 얻을 수 있다.




  


  

  
 




                 ¡





  


 

 
 




            

(21)

식 (21)의 행렬 부등식을 만족하는 와 에 

해서 의 시간 에 한 미분 은 의 궤

에 따라서 항상 음수이며, 식 (10)의 조건에 의해 

  을 만족한다. 따라서 Lyapunov의 직 법에 의

해 정리 1을 만족하는 시스템은 안정하다. 여기서 식 

(21)의 행렬 부등식의 조건은 식 (11)의 제곱합 조건과 

동 치 이 다 .             

■

4. 시뮬 이션 제

  이 장에서는 안정하지 않은 임의의 비선형 시스템 방

정식을 다항식 퍼지 규모 시스템으로 모델링 하고, 

출력 궤환 제어기를 제안된 기법에 의해 설계하는 과정

을 보이고, 안정화된 결과를 도식한다.










 
  

  
   

  
 

         (22)

여기서 각 상태 변수의 기값은 다음과 같다.

    
         

                (23)

식 (22)와 (23)으로 표 되는 비선형 시스템은 식 (8)의 

다항식 퍼지 규모 시스템으로 모델링 가능하며, 이 

때 각 행렬과 소속 함수는 다음과 같다.

  부 분  시 스 템  1 :

    



 




 

 
 , 

 



 




 

 


           






,

           






,

            .

  부 분  시 스 템  2 :
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            ,

             ,

            ,

           ,

          









,   ,

 

  
,  

 

 

 
,            

 
    

(24)

식 (24)에 정리 1을 용하면, 출력 궤환 제어기의 이득

은 다음과 같다.

            
 



            
 



            


  그림 1은 규모 시스템 (22)의 상태 응답 그래 를 

나타낸다. 그림에서 각 시스템의 상태가 시간이 지날수

록 0으로 수렴하는 것을 알 수 있다. 따라서 본 논문에

서 제안된 다항식 퍼지 규모 시스템을 안정화 시키는 

출력 궤환 제어기 설계 기법이 합하다는 것을 알 수 

있다.

5. 결 론

  본 논문에서는 규모 비선형 시스템을 다항식 퍼지 

규모 시스템으로 모델링 한 후, 그에 합한 출력 궤

환 제어기를 설계하는 방법을 제안하 다. 다항식 Lyapunov 

함수에 의해 폐루  시스템의 안정화 조건은 제곱합 조

건으로 주어졌다. 주어진 제곱합 조건은 컴퓨터 로그

램에 의해 수치해석 인 기법으로 쉽게 해석이 가능하

다. 구해진 제곱합 조건에 의해 시스템을 안정화 시키

는 출력 궤환 제어기의 이득을 구했다. 제안된 기법의 

타당성을 검증하고자 시뮬 이션 제를 수행하 다.

(a)

(b)

그림 1. 폐루  시스템 (22)의 상태 응답 그래 . (a) 부분 시스템 1 

(  단선,   선)의 상태 응답 그래 . (b) 부분 시스템 2 ()의 

상태 응답 그래

Fig. 1. State responses of the closed-loop system (22). (a) 
State response of the sub-system 1 ( solid line,  dotted 

line). (b) State response of the sub-system 2 ().
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