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요 약

압축 센싱 (Compressed Sensing) 기술을 통해 × 측정 행렬의 원소들이 특정의 독립적인 확률 분포에서 뽑혀

identically 분포의 성질을 가지고 있을 때  ≪의 경우에도 스파스 (sparse) 신호를 높은 확률로 정확하게 복원할 수 있다.
L1-최소화 알고리즘이 불완전한 측정에 대해서도 스파스 (sparse) 신호를 복원할 수 있다는 것은 잘 알려진 사실이다. 본 논문

에서는 OMP를 변형시킨 support 검출과 가중치 기법을 이용한 L1-최소화 방법을 통하여 스파스 (sparse) 신호의 복원 성능을

향상시키는 알고리즘을 제안하고자 한다.

Abstract

Recent work in compressed sensing theory shows that × independent and identically distributed sensing matrix

whose entries are drawn independently from certain probability distributions guarantee exact recovery of a sparse signal

with high probability even if  ≪ . In particular, it is well understood that the L1-minimization algorithm is able to
recover sparse signals from incomplete measurements. In this paper, we propose a novel sparse signal reconstruction

method that is based on the reweighted L1-minimization via support detection.

Keywords : compressed sensing (CS), L1-minimization, orthogonal matching pursuit (OMP)

Ⅰ. 서  론

현재 사용 되고 있는 대부분의 디지털 장치는 아날로

그 신호를 획득하는데 있어 나이퀴스트 샘플링

(Nyquist Sampling) 이론에 기반한 방식을 사용하고 있

다. 나이퀴스트 샘플링 이론에 의하면 원 신호를 완벽

하게 복원하기 위해서는 아날로그 신호 주파수 대역폭
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의 두 배 이상의 주파수로 샘플링을 해야 한다. 나이퀴

스트 샘플링 이론은 명쾌하고 간단하지만, 신호를 완전

무결하게 복원하기 위한 필요충분조건이 아닌, 단순한

충분조건이기에 신호의 특성이 고려되지 않는 단점이

있다. 근래 3차원 영상이나 MRI 등의 바이오 신호 등

의 예에서 볼 수 있듯이 샘플링 해야 하는 데이터의 양

이 방대해짐에 짐에 따라 이 이론의 효율성에 대한 근

본적인 의문이 꾸준이 제기되어 왔다. 
Candes, Donoho 등이 제안한 압축 센싱 기술은 기존

의 샘플링 방법보다 적은 수의 측정값으로 신호를 표현

할 수 있으며 획득한 측정값으로부터 본래 아날로그 신

호를 완벽하게 복원하거나 작은 오차를 가지고 복원할

수 있다는 점에서 큰 주목을 받고 있다.[2, 7, 13, 18]

일반적으로 많은 데이터를 획득하기 위한 시스템에

서 측정값과 본래 신호 사이의 관계는 다음과 같이 표

현된다.
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   (1)

상기 식 (1)에서 는 원 신호, 는 측정 행렬

(sensing matrix) 그리고 는 측정 벡터이다. 압축 센싱

기술에서 주요 관심사는 다음과 같이 정의된 내적을 통

해 획득한 측정 벡터 ∈ 로부터 원 신호 ∈ 

를 복원하는데 있다.

       ⋯  (2)

상기 식 (2)에서 는 측정 행렬 의 열 (column)

성분을 나타내며 측정 벡터의 크기는 원 신호 벡터보다

상당히 작다 ( ≪  ). 의 크기가 보다 작을 경우

측정 벡터와 원 신호 의 관계를 표현하는 식인

  는 과소 결정된 (underdetermined) 방정식이 된

다. 이 경우 주어진 측정 벡터 에 대해 하나 이상의

해 가 존재하기에 일반적으로 측정 벡터 로부터 원

신호 를 완벽하게 복원할 수 없다. 그러나 원 신호 

가 스파스한 (sparse signal) 특징을 가지고 있다면 다

음과 같은 L0-최소화 기법을 사용하여 원 신호를 완벽

하게 복원할 수 있다.[22]

min∥∥ subject to    (3)

여기서 원 신호 ∈  벡터가 개의 영 아닌 값

과 (  )개의 영인 값으로 구성될 때, 는 -스파

스 벡터라고 한다.

L0-norm (∥∥ 


  ≠ )을 최소화하는 문제

는 non-convex 이고 조합식의 형태로 표현되기

(combinatorial) 때문에 이 작은 경우를 제외하고는

현실적으로 해를 얻어내기 쉽지않다.[23] 이를 해결하기

위하여 L0-norm을 L1-norm으로 치환하는 L1-최소화

방법이 제안되었으며 최적화 문제는 다음과 같이 표현

된다.[3]

min∥∥ subject to    (4)

L1-norm (∥∥ )은 볼록 함수 (convex

function)이기 때문에 최적화 문제의 해를 비교적 쉽게

구할 수 있는 장점이 있다. 하지만 영 아닌 원소의 개수

를 나타내는 L0-norm의 관점에서 해석할 때 L1-norm

은 영 아닌 원소에 대해 절대값에 비례하는 가중치를

부여하기 때문에 복원시 성능 열화가 발생하는 단점이

있다.[2]

본 논문에서는 영 아닌 원소의 인덱스 집합 (이하

support로 표현) 검출을 통하여 사전에 절대값의 크기

가 큰 원소에 작은 가중치를 주어 L0-최소화 알고리즘

과 유사한 복원 성능을 얻을 수 있는 알고리즘 (이하

reweighted L1-최소화)을 제안한다. 또한 절대값의 크

기가 클 것으로 예상되는 원소 위치를 추정하기 위하여

개선된 orthogonal matching pursuit (OMP) 알고리즘

을 이용한다. 구체적으로는 support 검출 성능을 높이

기 위하여 사전에 측정 벡터 와 상관성이 높은 열들

을 최소 제곱 문제 (least squares problem) 단계에 활

용한다. 컴퓨터 모의실험을 통하여 제안하는 기법의 복

원 성능이 기존에 알려진 스파스 신호 복원 기법에 비

해 최소 제곱 오차 (mean square error : MSE) 관점에

서 우수한 성능을 보이는 것을 확인할 수 있었다.

Ⅱ. 본  론 

1. reweighted L1-최소화 알고리즘

원 벡터 에서 절대값이 큰 원소에 대하여 L0-norm

과 L1-norm간의 차이를 보정하기 위하여 제안된

reweighted L1-최소화 알고리즘은 다음과 같이 표현된

다.[12]

min
  

 log  subject to    (5)

식 (3)에 주어진 목적함수 (∥∥ )와 비교할

때, reweighted L1-최소화 알고리즘의 log-sum 함수는

절대값이 큰 원소들에 대해서 상대적으로 작은 가중치

를 주게 된다. 식 (5)에 나타난 최적화 문제는 경계 최

적화 (bound optimization) 방법 중 하나인

majorization-minimization (MM) 방식을 사용하여 얻

을 수 있다.
[12]

    argmin 
  




  


(6)

상기 식 (6)에서 
 는 벡터  의 번째 원소를

말한다. 식 (6)에 나타난 바와 같이 반복적인 과정을 통

해 식 (5)의 해 를 구할 수 있다. 즉, 일련의

reweighted L1-최소화 문제를 통하여 원 최적화 문제의

해를 구하게 된다. 식 (6)를 다시 표현하면 다음과 같다.
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min
  



 subject to    (7)

식 (7)에서 현재 반복 중에 있는 가중치 는 이전

과정의 가중치 ( 
  


)로부터 결정된다.

2. Support 검출을 통한 반복적인 reweighted L1-

     최소화 알고리즘 

제안하는 기법의 특징은 reweighted L1-최소화 알고

리즘에서 초기 가중치를 주어 스파스한 신호의 복원 성

능을 향상 시킨다는 점이다. 기존 방식은 반복 과정이

시작될 때 모든 원소에 대해 동일한 초기치 (  )를

할당하는데 비해 제안하는 알고리즘은 support 검출을

통해 의미있는 초기 가중치를 할당한다.

그림 1.(a)에서 볼 수 있듯이 L1-최소화 알고리즘의

경우 원 신호 에 대하여 ∥∥  ∥∥
을 만족

하는 해 가 존재한다. 이때 이 값이 원 신호 가

아님은 자명하다. 반면에 그림 1.(b)의 경우

non-support 방향으로 비교적 큰 가중치가 주어지기 때

문에∥∥  ∥∥
을 만족하는 어떠한 도

존재하지 않음을 알 수 있다. 즉, 만이 유일한 해가

된다. 이러한 점에 착안하여 제안하는 기법에서는 기존

의 reweighted L1-최소화 알고리즘에서 support 검출된

x0

Φx=y

x0

Φx=y

(a) (b)

그림 1. 원 신호 에 대하여 (a) (unweighted) L1-ball

및 (b) weighted L1-ball의 모식도

Fig. 1. Illustration of the (a) unweighted ball and (b)

weighted L1-ball. Note that  is the true

solution and the line    corresponds to

the feasible set.

Input :  ,  , 
Output : Support set 
Option : Maximum allowed sparsity 
Step 1 : Set the iteration count s to zero,

   , and   ∅ .

Step 2: Find the set  ⊂ ⋯ containing
the index of ⌈ ⌉ largest absolute value

Step 3: Set     and find index set

   argmax  ⋯〈  〉
Step 4: Augment        ∪  and

the matrix

        ∪   

Step 5: Solve a least squares problem

  argmin∥   ∥ .

Step 6: Compute the new residual

      
.        

Step 7: If    or ∥ ∥ ≤  ,

go Step 8.

else

go to Setp 3.

end.

Step 8: Set     

표 1. 변형된 Orthogonal Matching Pursuit

Table 1. Modified Orthogonal Matching Pursuit.

원소 위치에 작은 초기 가중치를, support가 아닌 원소

위치에 큰 값의 초기 가중치를 할당하는 방법을 제안한

다. 두말 할 나위없이 본 방식의 효과를 보장하기 위해

서는 정확한 support 정보가 필수적이다. 본 연구에서

는 support 검출의 정확도를 높이기 위하여 현재 추정

되는 support와 사전에 선택된 상관성이 높은 열

(column)의 위치를 함께 이용하는 방식으로 OMP를 변

형하였다.

가. modified OMP를 통한 support 검출

support 검출은 측정 벡터 로부터 복원하려는 원

신호 벡터 의 원소 중에서 영 아닌 값의 위치를 찾는

것을 말한다. 언급한대로 측정 벡터 와 원 신호 벡터

 간의 관계는   으로 주어지는데, 가정에 의해

신호 ∈ 이 -스파스 벡터이기 때문에 벡터 

는 의 개 열에 의해 span하는 공간에 속하게 된다.

부분집합  ⊆ ⋯가 주어졌을 때, 를 측정

벡터 의   ∈에 의해 span 되는 공간으로의 직

교 정사영이라고 하자. 이 경우 support 검출을 위한 최

적화 문제는 다음과 같이 표현 할 수 있다.
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  argmax     ∥∥ (8)

상기 식 (8)에서  는 의 cardinality를 의미한다. 

는 측정 벡터 를 정사영 했을 때 측정 행렬 의 열

중에서 가장 큰 에너지를 포함하는 개의 인덱스 집합

을 말한다. 식 (8)을 직접 사용하여 최적의 support 집

합을 찾는 경우 의 크기에 따라 최적의 를 찾기 위

한 후보의 수가 지수적으로 증가하는 단점이 존재한다.

이러한 단점을 극복하기 위해 반복적인 greedy 알고

리즘이 제안되었다. 이에는 OMP
[14]
, regularized OMP

(ROMP)
[15]
, 그리고 stagewise OMP (StOMP)

[16]
등이

있다. 이 기법들은 매 반복 과정마다 규칙화된

(regularized) 벡터 과 측정 행렬 의 열과의 상관성

을 시험하여 하나의 support를 선택하게 된다. 이러한

알고리즘들은 주어진 반복회수가 끝날 때 또는 벡터 

의 L2-norm 값이 특정 기준 보다 작을 때 종료되게

된다.

본 연구에서는 support 검출 성능을 높이기 위하여

사전 인덱스 정보를 이용하도록 OMP 알고리즘을 변형

한다. 표 1의 Step 5에 나타나는 최소 제곱 (least

squares) 문제를 풀기 위해서 측정 행렬  중에 사전

인덱스 정보와 반복 과정에서 새롭게 선택된 support에

해당하는 열을 함께 사용하며, 다음의 최소 제곱 문제

를 통하여 신호를 추정할 수 있다.


  argmin∥   ∥ (9)

상기 식 (9)에서

      ∪  는 반복 과정

을 통해서 새롭게 선택된 열   와 인덱스 집합 에

해당하는 열들을 결합하여 만들어지며, 여기서 열  

는 아래와 같이 측정 행렬의 열 중에서 벡터 과 상관

성이 가장 높은 인덱스에 해당하는 열이다.

   argmax  ⋯〈   〉 (10)

와 은 반복 과정 회수와 측정 행렬 열의 개수이

며, 표 1에서 볼 수 있듯이 상기 식 (10)에서 은 측정

벡터 로부터 추정된 벡터 의 영향 (contribution)을

제거한 벡터이다 (표 1의 Step 6 참조). 또한, 집합 는

다음과 같이 정의된다.

     ≤     (11)

상기 식 (11)에서 는 벡터  원소들의 절대값 중

상위 ⌈ ⌉번째 값을 말한다. 를 통해서 임

계치 (threshold)를 조정할 수 있고 측정 벡터 와 상관

성이 높은 열들을 높은 확률로 포함시킬 수 있다.

나. success probability 분석

복원 하고자 하는 원 신호 의 원소 중 영 아닌 값

의 개수가 이고 나머지   개의 값이 영이라고

가정하자. 이 경우 측정 벡터 는 의 개의 열들의

선형 조합으로 표현 될 수 있다. 측정 행렬 를 개의

열로 이뤄진 와   개의 열들로 이뤄진 로

나눴을 때 greedy selection ratio를 다음과 같이 정의할

수 있다.

 ∥
 ∥∞

∥ ∥∞
(12)

OMP 알고리즘은   일 경우 로부터 열들

을 얻어내다. 처음 반복 과정에서 OMP 알고리즘은

   일 경우 최적의 열을 선택하게 되고 이 경우

는 측정 벡터 이다.

결과적으로 OMP 알고리즘의 성공 (success)을 위해

서는 매 반복 과정마다 1보다 작은 greedy selection

ratio 값을 가져야 한다. 따라서 success event를 다음

과 같이 정의 할 수 있다.

  max 
    (13)

상기 식 (13)에서 는 의 열이 span하는 공간

에 속하는 개 벡터의 시퀀스이며 와는 독립적이다.

modified OMP에서 성공확률 (success probability)은

  m in  ≥ 로 표현될 수 있으며 여기서

        이고 m in  는 의 가장

작은 singular value이다. 사건 m in  ≥ 이 발생

했을 때 조건부 확률의 하계 (lower bound)는 다음의

과정을 통해 얻을 수 있다.

우선 각 인덱스   ⋯에 대하여 greedy

selection ratio를 다음과 같이 정의 할 수 있다.

  ∥
 ∥∞

max 〈 〉
(14)


 는 길이 의 벡터이기 때문에
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∥
 ∥∞

≥

∥
 ∥

이며 식 (14)은 아래와 같이

나타낼 수 있다.

 ≤∥
 ∥

 max 〈 〉
(15)

상기 식 (15)를 간단하게 표현하기 위해 벡터 를 다

음과 같이 정의할 수 있다.

 ∥
∥



(16)

상기 식 (15)와 (16)를 이용하여 다음의 식을 얻을 수

있다.

 ≤
∥

 ∥

 ∥
∥

max 〈 〉
(17)

또한, singular value property
[14]
를 이용하여 상기 식

(17)은 다음과 같이 나타낼 수 있다.

 ≤

  max 〈 〉
(18)

상기 식 (18)을 이용하여 성공 확률의 하계 (lower

bound)를 구하면 다음과 같다.

  m in  ≥ 

≥maxmax〈 〉≺ 


min  ≥  (19)

의 열들은 서로 독립적이기 때문에 상기 식 (19)은

다음과 같이 표현할 수 있다.

  m in  ≥ 

≥


max 〈 〉≺ 


min  ≥  (20)

마지막으로 joint correlation property[14]를 이용하여

상기 식 (20)를 정리하면 성공 확률 (success probability)

의 하계를 다음과 같이 구할 수 있다.

  m in  ≥ 

≥  
     (21)

는 의 요소가 Gaussian 분포를 따를 경우 1/4,

Bernoulli 분포를 따를 경우 1/2이 된다
[14]
. 결국 사전에

선택된 열들의 최소 singular value인 값이 커질수록 높

은 확률로 support가 검출됨을 알 수 있다.

Ⅲ. 실  험 

본 연구에서 수행한 모든 시뮬레이션은 Microsoft

Windows XP 기반의 PC (Intel Core 2 Duo CPU 2.3

GHz, RAM 3 GB)에서 수행되었으며, MATLAB 프로

그램으로 구현되었다.

실험의 목적은 스파스 신호를 복원하기 위해 필요한

측정값의 개수를 제안된 알고리즘을 통해 줄일 수 있음

을 보여주는 것이다. 본 실험에서는 제안하는 기법과

기존에 알려진 matching pursuit (MP), unweighted

L1-최소화, OMP, L1MAGIC 알고리즘간의 성능을 비교

하였다. 성능 척도로는 최소 제곱 오차를 사용하였으며,

성긴 정도 (sparsity)의 변화에 따라 성능을 확인해 보

았다. 복원하려는 원 신호 의 크기는 256이고 -스파

스 벡터를 사용하였으며 개의 위치는 랜덤하게 선택

하였다.   이고 독립 가우시안 분포인  ×

측정 행렬 를 사용하였다. 제안된 알고리즘에 사용된

식 (6)의 은 0.1, 식 (11)의 를 구하기 위한 는 0.7

을 사용하였다.

그림 2는 제안된 알고리즘의 성긴 정도에 따른 신호

복원 성능을 나타낸다. 제안된 알고리즘은 모의실험한

모든 구간에서 가장 우수한 MSE 성능을 보여주고 있

20 25 30 35
10-25

10-20

10-15

10-10

10-5

100

sparsity

M
S

E

 

 

MP
L1 [1]
OMP [9]
L1MAGIC
proposed

그림 2. MP, L1, OMP, L1MAGIC 그리고 제안하는 알고

리즘의 스파스 정도에 따른 복원된 신호의

MSE

Fig. 2. Sparse signal recovery from M=100 random

measurements of a length N=256 signal.
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다. 특히 성긴 정도가 증가할수록 성능 개선이 더욱 커

지는 것을 파악할 수 있다.

Ⅳ. 결  론 

압축 센싱 기술은 기존의 Nyquist-Shannon 이론을

기반으로 하는 샘플링 방법과 비교하여 더 적은 개수의

측정값으로 신호를 샘플, 저장 및 복원 할 수 있는 방식

이다.

본 논문에서는 압축 센싱 기술을 통해 스파스 신호를

복원하는 reweighted L1-최소화 알고리즘을 제안하였

다. 벡터의 L0-norm과 L1-norm은 원소의 절대값이 커

질수록 차이가 커지며, 이 사실로부터 support에 해당

하는 인덱스에 작은 가중치를 주는 방식인 reweighted

L1-norm 통하여 L0-norm과의 차이를 줄일 수 있었다.

그리고 support 검출을 위해서 변형된 OMP를 제안하

였는데 여기서는 상관도가 높은 열들을 최소 제곱

(least squares) 문제에서 사전에 이용함으로써 해당 열

의 기여도를 정확하게 추정할 수 있었다.

모의실험을 통해서 matching pursuit (MP),

unweighted L1-최소화, OMP, L1MAGIC 알고리즘과

성능 비교를 한 결과 실험한 대부분의 구간에서 우수한

MSE 성능을 보이는 것을 확인할 수 있었다.
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