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ABSTRACT

In this study, the dynamic analysis of a beam is analyzed by using the finite element method 
when the beam has moving mass and axial load. To consider the contact force between the moving 
mass and beam, coupled nonlinear equations of contact dynamics are derived, and then the weak 
form for the finite element method is established. The finite element computer programs based on 
the Lagrange multiplier method are developed to compute the contact force. Furthermore, a variety of 
simulations are performed for various design parameters such as moving mass velocity, compressive 
axial load and tension load. Finally, relations between the dynamic response and contact force are al-
so discussed.

* 
1. 서  론

축 방향으로 하중이 작용하는 보 구조물은 고층

건물, 고속도로 및 교각 그리고 철도교량 등과 같은 

대형 건축물에 흔히 사용되며, 이러한 보는 장력 및 

압축의 효과를 통하여 부재에 가해지는 무게를 경

감할 수 있기 때문에 구조물을 경량화하는 이점이 

있다. 최근에는 고층 건물뿐만 아니라 장대교량 및 

교각에도 사용되어 산업적으로 응용분야가 확대 되

고 있다.
이러한 여러 이점과 많은 산업 응용분야에도 불

구하고 이동하중이나 이동질량의 영향을 받는 보에 

대한 연구는 활발히 진행되고 있지 않다. 고속철도
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나 고속도로의 교각 등과 같이 이동하중이나 이동

질량의 영향을 받는 구조물의 경우에는 이동속도나 

구조물의 인장력 및 압축력의 영향에 따라 구조물

의 변위 및 접촉력 등이 매우 큰 영향을 받는다. 특

히, 구조물간의 접촉특성은 시스템의 안정성에 영향

을 미치기 때문에 교량이나 철도레일과 같이 지속

적으로 이동질량의 영향을 받는 구조물에서 발생하

는 동적 접촉에 대한 연구가 반드시 필요하다.
이동 하중을 받는 보(beam)에 대한 연구는 대다

수의 연구가 교량과 철도 레일과 관련하여 수행되

었다. 이러한 연구에서는 교량이나 레일을 보로 가

정하고, 이동하중이나 이동질량을 차량이나 기차와 

같은 집중하중이나 분포하중으로 모델링을 수행하

여 연구를 진행하였다. Esmailzadeh와 Ghorashi(1,2)

는 이동하는 분포하중에 대한 오일러 보의 동역학적 

해석을 수행하였으며, 분포하중의 분포도와 분포하중

의 질량이 동적 응답에 미치는 영향에 대하여 연구

하였다. 또한 티모센코보에 대한 연구를 수행하여, 
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전단변형이 미치는 영향에 대한 연구를 수행하였다. 
Michaltsos(3)와 Michaltsos와 Sarantithou(4,5)는 속도가 

변하는 이동하중을 고려하여 단순 지지보의 동적 응

답에 대한 연구를 수행하여 가속도와 감속도가 응답

에 미치는 영향에 대한 연구를 수행하였다. 또한 이

동하중이 보의 중앙으로부터 일정거리에서 운동하는 

모델을 수립하여 이동질량에 의해 발생하는 보의 비

틀림 진동에 대한 연구도 수행하였다.
또한 Rieker 등(6)과 Rieker 와 Trethewey 등(7)은 

유한요소 해석을 이용하여 이동질량의 영향을 받는 

보에 대한 연구를 수행하였다. 또한 Yoon 등(8)은 

이동질량을 갖는 단순 지지보에 크랙 형태의 결함

이 가해질때 구조물의 횡진동에 특성에 미치는 영

향에 대한 연구를 수행하여 크랙의 위치와 깊이에 

따라 보의 진동수가 변화함을 확인하였다. 하지만 

이 연구들은 이동질량을 언제나 보에 부착되어 이

동되는 모델로 수립하여 이동질량과 보 사이에 발

생하는 접촉력 등에 대한 영향은 고려하지 못하였

다. Lee(9)와 Stancioiu 등(10)은 처음으로 보와 이동

질량간의 분리현상에 대하여 고찰하였다. 그들은 두 

물체간의 분리를 고려한 모델이 실험과 더욱 유사

한 응답을 보인다는 사실을 규명하였다. 하지만 이

러한 많은 연구들은 압축력과 인장력 등에 의한 축

하중의 영향이 고려되어 있지 않은 상태에서 진행

되었다.
Simsek과 Kocaturk(11)은 그의 연구에서 압축을 

고려한 보 모델을 고려한 동적 해석을 수행하였다. 
이 연구에서 편향된 압축력을 받는 보를 티모센코 

이론에 근거하여 모델링하고 압축력의 위치, 가진 

주파수, 이동속도에 대한 다양한 해석을 수행하였

다. 하지만, 이 연구는 이동하중만을 고려하였기 때

문에 이동체의 질량과 접촉력이 시스템에 미치는 

영향이나 해석을 수행할 수 없었다. 따라서 보다 현

실을 반영할 수 있는 모델의 수립과 동적 응답에 

대한 연구가 필요하다.
이 연구에서는 교량 및 교각 등의 구조물을 인장

력 및 압축력의 축 하중을 받는 오일러 보 모델로 

가정하고 von-karman 변형률 이론을 적용하였으며, 
이동질량 및 이동하중을 고려한 방정식을 유도하였

다. 유한요소 해석을 통한 분석을 수행하기 위하여 

유도된 보 방정식을 2절점 보 요소를 이용하여 이

산화 하였다. 요소 차원에서 이산화된 방정식을 확

장시켜 전체 시스템 방정식을 수립하였으며 두 물

체간에 접촉해석을 위하여 라그랑지 승수법

(Lagrange multiplier method)을 채택하였다. 접촉해

석에는 전통적으로 벌칙방법(penalty method)과 라

그랑지 승수법이 있다. 벌칙방법은 접촉하는 두 물

체사이에 가상의 스프링요소를 두어 스프링 상수에 

의하여 두 물체간의 침투를 조절하는 방법이다. 이 

방법은 해석이 용이하나, 스프링 상수에 해당하는 

벌칙상수의 결정에 의하여 접촉 조건과 접촉력의 

변동폭이 크므로 신뢰할 수 없다. 반면에 라그랑지 

승수법은 두 물체간에 접촉조건을 변위 및 속도 관

계 등을 이용한 제한조건으로 사용하며, 두 물체간에 

발생하는 접촉력을 구속력으로 간주한다. 따라서 자

유도 증가가 발생하는 단점이 있다. 여기서 자유도 

증가는 변위에 대한 자유도와 미지수인 구속력을 포

함하기 때문에 발생하는 문제이나, 이 연구에서는 이

동질량을 질점으로 묘사하여 접촉점이 한 개이므로 

전체 시스템에 비하여 자유도 증가는 매우 제한적이

다. 따라서 라그랑지 승수법을 이용한 동역학 해석 

알고리즘을 수립하여 해석을 수행하였다. 접촉을 고

려한 전체 시스템 방정식으로부터 이동질량의 변화, 
보에 가해지는 축 하중, 이동 속도의 변화에 대한 동

적 해석을 수행하였으며, 이에 따른 보의 변위와 접

촉력 변화 등에 대하여 고찰하였다. 

2. 접촉모델 수립

이 연구에서 해석하고자 하는 모델은 전단 변형

을 고려하지 않는 오일러 보로 축 하중 및 수직 변

위를 가진다. 또한 이동질량은 질량과 이에 해당하

는 무게를 가지는 단순 모델이다. 이러한 두 물체 

사이의 동적 상호작용을 고려하기 위하여 Fig. 1과 

같은 해석모델을 수립하였다. 여기에서 m은 이동질

량을 나타내며, ρ, A, E는 각각 보의 선밀도, 단면

적 그리고 영률(Young’s modulus)을 나타낸다. 보

는 한쪽단은 완전 고정상태, 다른 한쪽은 수직변위

를 제한한 상태에서 축 하중 T를 받고 있다. 이동

질량은 일정한 속도 V로 운동하며, 이러한 운동에 

의하여 보는 축 방향의 변위 u(x,t)와 수직 방향의 

변위 v(x,t)를 가진다. 또한 이 연구에서는 두 물체 

사이에 비접촉 현상을 고려하여 이동질량도 수직 

방향의 변위 ξ(x,t)를 갖는다고 가정하였다. fc는 



이동질량 및 축 하중의 영향을 받는 보의 동적 거동

한국소음진동공학회논문집/제 21 권 제 3 호, 2011년/273

이동질량과 보의 두 물체간에 작용하는 접촉력을 

나타낸다.
이러한 가정을 통하여 수립된 방정식과 경계조건

은 다음과 같이 간단히 기술된다. 장력을 받는 보에 

대한 보다 자세한 방정식 유도과정은 생략하였다.

02222 =∂∂−∂∂ xuEAtuAρ (1)

cz fVtxqxvTxvEItvA )(224422 −+=∂∂−∂∂+∂∂ δρ (2)

cfm −=ξ (3)

0at0 ==∂∂== xxvvu (4)

LxTxuEAxvv ==∂∂=∂∂= at,022 (5)

또한 접촉과 비접촉 현상을 표현하기 위하여 다

음과 같은 접촉 유지 조건을 추가로 구성하여 방정

식을 수립하였다.

Vtxtxtxvtxg =−= at),(),(),( ξ (6)

여기서 g는 임의의 시간에서 보의 변위와 이동질량

의 변위의 차를 나타내며, 이 차이가 양수인 경우 

(g>0)인 경우는 비접촉이 발생하는 경우를 나타내며, 
반대인 경우 (g≤0)의 경우는 접촉이 발생하는 경우

를 나타낸다. 특히 보의 변위와 이동질량의 변위의 

(a)

cf
),( txξ ),( txv

),( txux
T

(b)
Fig. 1 Schematics of a tensioned beam subjected to 

moving mass: (a) the beam before deforma-
tion; (b) the beam after deformation

차이가 음수인 경우 (g<0)는 이동질량이 보를 침투

(penetration)한 경우이므로 이를 해결하고자 이 연

구에서는 라그랑지 승수법을 도입하였다. 
또한 유도된 방정식으로부터 유한요소 해석을 수

행하기 위하여 이산화 과정을 수행하였다. 보 요소

는 2개의 절점을 갖는 요소로 가정하였으며 이 논

문에서 고려하는 보 요소는 인장방향과 수직방향의 

변위를 갖기 때문에 인장방향의 변위는 장력이 가

해지는 경우 변형률이 일정하므로 1차식으로 표현

하였으며, 수직방향의 변위는 굽힘과 기울기에 대한 

효과를 고려하므로 3차식으로 표현하였다.

3

6

2

543

21 ,
xaxaxaav

xaau
+++=

+=
(7)

식 (7)에서 ai는 요소 절점에서의 변위와 기울기

에 의하여 결정되는 상수를 나타낸다. 또한 절점 e 
에서의 길이방향 변위와 굽힘 변위를 각각 ue와 ve 
로 표현하고 y방향의 굽힘의 기울기를 θe로 나타

낼 수 있다. 이러한 표현을 나타내면 다음과 같다.

eexxeeee xvvxvuxu θ=∂∂== =|/,)(,)( (8)

식 (7)과 (8)로부터 요소 e의 임의의 점에서의 인장

변위와 굽힘 변위를 요소 내의 절점 e와 e+1에서의 

절점 변위로 나타낼 수 있으며 또한 각 방향 변위에 

대한 가중함수를 식 (9)와 같이 표현 할 수 있다.

veueeveu vuvu NηNηdNdN TTTT ,,, ==== (9)

여기서 de는 요소 변위 벡터이고, Nu와 Nv는 각각 

x방향 변위, y방향 변위에 대한 형상함수 벡터를 

의미한다. 인장과 굽힘에 대한 가중함수는 식 (9)의 

vu , 같이 나타낼 수 있으며 여기서 ηe는 6×1의 

임의의 벡터를 의미한다. 유한요소법을 통하여 얻

어지는 해는 근사해이므로 앞서 구한 운동방정식으

로부터 방정식 (1), (2)를 약형으로 표현하고 두 절

점을 갖는 보 요소로 이산화 시켰다. 이러한 과정

을 통하여 식 (10), (11)과 같은 이산화 방정식을 유

도하였다.

)()(
1

T

1

T

ec

N

e
eeee

N

e
eee f rfηdkdmη +=+ ∑∑

==
(10)
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여기서 me, ke, fe 그리고 re는 각각 요소 질량행렬, 
요소 강성행렬, 요소의 무게에 의한 하중 벡터 그리

고 이동하중에 의한 하중벡터를 나타내고 있다. 식

(10)의 요소에 대한 식을 전체 보 시스템으로 확장

하면 보에 대한 유한요소법을 적용할 수 있다. 전체 

시스템에 대한 방정식은 식 (12)와 같다.

e

N

e
be

N

e
be

N

e
be

N

e
b

bcbbb f

RRfFkKmM

RFdKdM

AAAA
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여기서 Mb, Kb, Fb 그리고 Rb는 각각 보의 질량행

렬, 강성행렬, 무게에 의한 벡터 그리고 접촉력에 

대한 하중벡터를 나타내고 있으며 A는 요소행렬을 

전체행렬로 변환하는 기능을 하는 연산자를 표현한

다. 이 연구에서는 50 m의 보를 5 cm 요소로 이산화

하여 1000개의 요소를 이용하여 해석을 수행하였다. 
또한, 접촉력을 고려한 Rb를 계산하기 위해서는 매 

시간마다 이동질량 및 이동하중의 위치가 전체 보 

요소의 어느 절점에 위치하여 있는지 파악하여 전체 

보 시스템에 적용하는 계산이 선행되어야 한다.
접촉을 고려한 FEM 모델을 수립하기 위하여 접

촉과 비접촉 현상에 대한 독립적 유한요소 해석 모

델을 수립하였으며 다음과 같이 나타낼 수 있다.
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여기서 M, K는 전체 시스템의 질량과 강성행렬을 

나타내고 있으며, F와 U는 무게에 의한 하중벡터와 

보 및 이동질량에 의한 변위를 나타내고 있다. 또한 

Q는 접촉이 발생하는 위치에서의 방향벡터를 의미

하는데, Rb는 보의 방향벡터, 그리고 1은 질점으로 

묘사된 이동질량의 수직 접촉방향을 나타낸다.
이 연구에서는 시간에 따른 응답 및 접촉력을 계

산하고자 Generalized-α법(12)을 이용한 시간적분을 

수행하였다. 이 방법은 사용자가 정의한 수치감쇠 

상수를 적용하여 FEM에서 문제가 되는 높은 주파

수영역에서의 의사 진동을 줄여 보다 정확한 해를 

구할 수 있는 방법이다. 이산화된 방정식 (13), (14)
에 시간적분법을 적용하면 다음과 같은 시간평형 

방정식(balanced equations) (16), (17)을 얻을 수 

있다.
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식 (18), (19)는 tn+1에서의 변위와 속도를 구하기 

위한 방정식이며 식 (19), (20)은 tn에서의 변위와 속

도를 나타내기 위한 방정식이다. 여기서 tΔ 는 시간

Fig. 2 Element and node numbers of a finite ele-
ment model

Table 1 Material properties and dimensions
Properties Value Unit

Young’s modulus 1.30×1011 N/m2

Area moment of 
inertia 1.66×10-1 m4

Cross sectional area 2.00×100 m2

Length of beam 5.00×101 m
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응답을 구하기 위한 시간간격을 나타내며, , , 
와 는 각각 알고리즘 상수를 나타낸다.

3. 보의 동적 거동분석

3.1 이동질량 및 이동하중의 동적 거동분석
이 절에서는 축하중을 받는 보에 이동질량과 이

동하중이 고려된 경우에 대한 해석을 수행하였으며, 
축하중 및 질량효과가 보의 응답에 미치는 영향에 

대하여 논의하였다.
이동속도를 10 m/s로 고정하고 축 하중이 0인 상

태에서 이동질량이 1000 kg과 9000 kg인 경우에 대

하여 해석을 진행한 결과를 Fig. 4에 도시하였다. 해

석 결과에서 수평축은 이동질량의 위치 x와 보의 

길이 L에 대한 무차원 상수를 의미하며, 수평축은 

보 중앙에서의 변위를 나타낸다. 이동체의 질량이 

작은 경우에는 이동하중과 이동질량의 모델간에 응

답차이가 발견되지 않는 것을 확인할 수 있다. 반면

에 질량이 큰 경우에는 이동질량 모델과 이동 하중 

모델 사이에 응답의 차이가 발생한다는 사실을 확

인할 수 있다. 따라서 질량이 큰 경우에는 하중만을 

고려한 모델보다는 질량과 하중을 동시에 고려한 

모델이 더욱 현실적임을 확인할 수 있다.
또한 축 하중이 인장인 경우와 압축인 경우에 대

한 해석을 수행하였다. 이동속도는 10 m/s로 고정하

고 축하중을 인장력 60 MN과 압축력 -60 MN이 작

용한 경우에 대한 해석을 수행하여 응답을 Fig. 5 
와 Fig. 6에 도시하였다.  

(a)

(b)

Fig. 3 Models for the contact analyses: (a) when 
considering the mass and weight; (b) when 
considering the weight

(a)

(b)

Fig. 4 Dynamic responses at the middle span when 
axial load is 0: (a) moving mass of 1000 kg; 
(b) moving mass of 9000 kg

(a)

(b)

Fig. 5 Dynamic responses at the middle span when 
axial load is 60 MN: (a) moving mass of 
1000 kg; (b) moving mass of 9000 kg
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시뮬레이션 결과, 압축의 축하중에 대한 응답의 

진폭이 축하중이 없을 때와 인장력이 가해졌을 경

우보다 크게 나타남을 확인할 수 있다. 이를 통하여 

인장의 축하중에 의하여 수직방향의 하중에 대한 

저항이 크게 작용하였음을 알 수 있다. 또한 질량이 

가벼운 경우에는 축하중에 따른 이동질량 모델과 

이동하중 모델 사이의 응답차이가 발견되지 않음을 

알 수 있다. 질량이 큰 경우에는 압축과 인장의 축

하중에 대하여 이동질량 모델과 이동하중 모델의 

변위의 차이가 발생함을 확인할 수 있으나 변위의 

차이가 축하중에 따라 크게 발생하거나, 혹은 크게 

감소하는 등의 영향은 관찰되지 않는다.
또한 축 하중의 영향에 따라 응답의 진폭뿐만 아

니라 응답의 변위의 특성이 변함을 확인할 수 있다. 
축하중이 압축에서 인장으로 변하는 순서대로 보의 

응답을 비교하면, 변위에서 굴곡이 발생함을 확인할 

수 있는데 축 하중이 압축인 경우보다 인장인 경우

에 굴곡 발생이 심하게 발생함을 확인할 수 있으며, 
대칭성을 가짐을 확인할 수 있다.

(a)

(b)

Fig. 6 Dynamic responses at the middle span when 
axial load is -60 MN : (a) moving mass of 
1000 kg; (b) moving of mass 9000 kg

3.2 축 하중에 따른 따른 동적 거동분석
이 절에서는 축 하중에 따른 동적 응답에 대한 분

석을 수행하였다. 이동질량은 3000 kg을 사용하였으

며, 속도를 10 m/s, 30 m/s 그리고 50 m/s로 변화시키

면서 해석을 수행하였다. 해석 결과에서 속도가 일정

한 경우에 보의 응답은 축 하중의 영향에 따라 변하

게 됨을 알 수 있다. 축 하중이 압축에서 인장으로 

변화함에 따라 보 중앙에서의 변위는 작아짐을 알 수 

있다. 특히, 축 하중을 선형적으로 변화시켰음에도 

(a)

(b)

(c)

Fig. 7 Dynamic responses at the middle span for the 
variation of the axial load when moving mass 
is 3000 kg : (a) moving velocity of 10 m/s; 
(b) moving velocity of 30 m/s; (c) moving ve-
locity of 50 m/s
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불구하고 변위의 진폭변화는 선형으로 줄어들지 않

는 것을 확인할 수 있다. 이는 속도가 상대적으로 

높은 30 m/s와 50 m/s에서도 발생하는 현상이다.
Fig. 7(b)와 (c)의 경우에도 압축에서 인장으로 축

하중이 변화함에 따라 변위의 증감이 두드러지게 

나타남을 확인할 수 있으며, 앞에서 언급한 바와 같

이 변위의 변화는 선형적으로 감소하는 것이 아니

라 압축에서 더욱 두드러지게 나타나는 것을 확인

할 수 있다. 또한 이동질량의 속도가 증가하면 변위

의 굴곡 또한 감소하는 것을 확인할 수 있다. 따라

서 이동질량의 변위의 발생에 대하여 속도와 축하

중의 결과를 종합하여 다음과 같이 정리할 수 있다.
압축의 축하중이 가해진 경우의 보에서의 변위는 

인장이 가해진 경우보다 크게 발생한다. 또한 일정 

축하중 상태에서의 굴곡의 변화는 속도가 빠를수록 

적으며 속도가 느릴수록 많이 발생한다. 마지막으로 

축하중이 압축에서 인장으로 선형적으로 변화할 때

의 변위의 변화는 압축력이 작아질수록 급격히 변

하여 선형적으로 변하지 않고 인장인 경우 진폭의 

변화량은 작아짐을 알 수 있다.

4. 동적 접촉 해석

이동질량이 축 하중을 받는 보를 따라 이동할 때 

발생하는 접촉력이 보와 이동질량의 변위 및 가속

도와 상관관계가 있음을 확인하기 위한 접촉해석을 

수행하였다. 결론적으로, 변위의 굴곡은 접촉력과 

상관 관계가 있음을 확인하였으며, 가속도와도 밀접

한 관계가 있음을 확인하였다. 접촉력은 보와 이동

질량간에 발생하는 것이기 때문에, 이동질량의 위치

에 따라 변위를 관찰하여야 한다. 이 연구에서는 이

동질량의 위치에 따른 수직방향의 변위를 ξ(x,t)로 

가정하여 모델을 수립하였으므로, 이동질량의 변위 

ξ와 가속도, 그리고 접촉력에 대하여 분석하였다.
Fig. 8은 이동질량 5000 kg, 축 하중 -60 MN 그

리고 속도 10 m/s인 경우에 대한 해석 결과이다. 변

위 그래프의 굴곡의 변곡점과 접촉력의 피크(peak)
발생 지점이 서로 일치함을 알 수 있다. 특히, 접촉

력과 가속도는 밀접하게 관련이 있음을 확인할 수 

있다. 
또한, 인장력이 가해지는 경우에 대한 접촉력 분석

을 수행하였다. Fig. 9는 이동질량 5000 kg, 축 하중 

60 MN 그리고 속도 10 m/s인 경우에 대한 해석 결

과이다. 앞선 결과와 마찬가지로, 변위의 굴곡이 발

생하는 변곡점에서 접촉력의 피크가 발생함을 확인

할 수 있으며, 접촉력과 가속도는 비례적인 관계를 

갖는 것 확인할 수 있다. 특히, 접촉력의 변동폭은 

압축력이 가해지는 경우가 인장력이 가해지는 경우

보다 큼을 확인할 수 있다. 
이 연구에서는 보와 이동질량간의 비접촉 현상을 

표현하기 위한 해석 모델을 제시하였으나, 해석에 

(a)

(b)

(c)

Fig. 8 Dynamic responses of moving mass when the 
axial load is -60 MN and mass velocity is 10
m/s: (a) displacement; (b) acceleration; (c) 
contact force
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(a)

(b)

(c)

Fig. 9 Dynamic responses of moving mass when the 
axial load is 60 MN and mass velocity is 10
m/s : (a) displacement; (b) acceleration; (c) 
contact force

사용된 이동질량의 속도나 축 하중 내에서는 보와 질

량간에 비접촉 현상이 발생하지 않음을 확인하였다.

5. 결  론

이 논문에서는 축하중이 작용하는 보 모델이 이

동질량의 영향을 받을 때에 발생하는 변위와 접촉

력을 속도와 축 하중의 영향에 따라 분석하였다. 연

구 결과를 요약하면 다음과 같다.

(1) 이동질량이 큰 경우, 이동하중 모델과 이동질

량 모델간의 응답의 차이가 관찰되었다. 하지만, 압

축력이나 인장력의 축하중에 따라 그 차이가 커지

거나 작아지지 않음을 확인하였다.
(2) 축 하중을 압축에서 인장으로 변화시킨 결과, 

압축에서 인장으로 변하는 순간에 변위의 진폭변화

가 컸으며, 축 하중을 선형적으로 증가시켰음에도 

불구하고, 변위의 변화는 비선형적으로 변하는 것을 

확인하였다. 
(3) 이동질량의 변위와 가속도, 그리고 보와 질량

간의 접촉력을 분석한 결과, 변위의 굴곡은 가속도

와 접촉력과 밀접한 관계가 있음을 확인하였으며, 
가속도와 접촉력은 비례적인 관계가 있음이 입증되

었다.
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