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변분법에 의한 탄성지반 해석
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Application of Variational Method to the Elastic Foundation
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요  약  평면 변형률 상태에 있는 탄성지반의 해를 변분법을 적용하여 유도하여 보았다. 변분법 적용시 종방향 변
위분포 함수는 선형함수를 고려하였다. 탄성지반상에 작용하는 하중조건은 집중하중과 분포하중을 고려하였는데 집
중하중 작용시 탄성지반의 종방향 변위분포양상은 하중 작용점에서 멀어질수록 변위가 급격하게 감소하는 양상을 
나타내었다. 등분포하중 작용시 지표면 변위는 압축층 두께에 대한 재하폭의 반의 비(B/H)값이 클수록 하중재하부분 
아래에서 보다 균등하게 발생하였다. 또한 하중재하부분을 벗어난 영역에서는 B/H 값이 커질수록 하중재하 모서리
부분으로부터 짧은 거리에서 변위가 0에 수렴하였다.

Abstract  Solution for elastic foundation of plane strain state was derived by the application of variational 
method. Functions of the transverse distribution of the displacements for the analysis were chosen as linear 
functions. Loading conditions considered for the analysis were concentrated load and distributed load. Under the 
loading condition of the concentrated load, surface displacement was decreased drastically as the distance from 
the point of the loading increased. Under the loading condition of the distributed load, surface displacements 
were more uniformly distributed beneath the loading area when the ratio of the half of the loading width to 
the depth(B/H) of the compressible layer was greater. The surface displacement was more quickly converged 
from the edge of the loading area as the ratio(B/H) increased.
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1. 서론

탄성지반 해석은 지반에 작용하는 외력에 의해 지표면 
또는 지반내에 발생하는 응력과 변위를 규명하는 작업이
라 할 수 있다. 탄성지반 해석방법은 주로 탄성론에 의한 
방법(Timoshenko  and Goodier, 1987; Winkler, 1867)에 
의해 수행되는데 본 연구에서는 탄성지반에 대해 변분법
(Scott, 1981; Vlasov and Leontiev, 1966)을 적용하는 방
법에 대해 고찰하였다. 특히, 지반공학과 관련하여 자주 

등장하는 평면변형률 문제에 있어서 탄성지반의 지표면
에 집중하중과 등분포하중이 작용하는 경우의 지표면 변
위를 중점적으로 살펴보았다.

2. 변분법의 기초

그림 1과 같이 기저암반위에 놓인 두께 인 압축성 
지반을 고려한다.
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[그림 1] 탄성지반
[Fig. 1] Elastic foundation

그림 1에 대하여 평면 변형률 상태를 가정하면 길이 
인 얇은 판에 대하여 응력과 변형률은 각각 식 (1) 및 식 
(2)와 같다.
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식 (1)에서 와 는 식 (3)과 같다.
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 (3)

그림 1과 식 (3)에서의 와 는 탄성지반의 탄성계
수와 포아송비를 나타낸다. 그림 1에서 길이 인 얇은 판
을 고려하여 나타내면 다음의 그림 2(a)와 같다.
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         (a)                     (b)
[그림 2] 하중을 받는 사각형판
[Fig. 2] Rectangular plate under loading

편의상 x 방향을 횡방향, y방향을 종방향으로 한다. 따
라서 점 M(x,y)에서 는 횡방향 변위가 되고 
는 종방향변위가 된다. 식 (2)에 나타낸 변위를 변분형태
로 표현하면 식 (4)와 같다.

 
  



    (1,2,3,.....,)

  
 



   (1,2,3,.....,) (4)

식 (4)에서 함수  와 는 기지함수로 가정하
고 함수  와 는 미지함수가 된다.  와 
는 무차원 함수로 하는 것이 편리한데 이 때  
와 는 길이의 차원을 갖게 된다. 함수  와 
를 일반화된 변위(generalized displacement)라 부른
다.  인 단면에 대한 횡방향 및 종방향 변위분포
는 함수  와 에 의해 표현되므로  와 
를 종방향 변위분포 함수(function of the transverse 

distribution of the displacement)라 부른다. 일반화된 변위
는 그림 1(b)에 나타낸  인 얇은 띠에 대하여 평형
조건을 고려하여 결정할 수 있다. 가상일의 원리에 의해 
평형조건식을 얻을 수 있는데 가상 변위에 대하여 띠에 
작용하는 외력에 의한 일과 내력에 의한 일이 같게 됨을 
이용한다. [그림 2(b)]에 나타낸 얇은 띠에 작용하는 외력
은 띠와 판의 나머지 부분 사이의 상호작용에 기인하는 
수직응력인 와  , 전단응력인 와 
  그리고 방향으로의 단위 높이당 작
용하는 분포하중 성분인 와 이다. 얇은 띠에 
작용하는 내력은 수직응력인 와 전단응력 에 의한 
힘이다. 개의 가상변위에 대하여 얇은 띠에 대하여 
외력과 내력에 의한 일은 식 (5) 및 식 (6)과 같이 주어진
다(  ).
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(1,2,....,) (6)

식 (5), (6)에서   로 나타나며 띠 측면의 미소 
면적을 나타낸다. 식 (5)와 식 (6)의 마지막 항은 분포하
중에 의한 가상일을 나타낸다.  식 (2)와 식 (4)를 식 (1)
에 적용하면 식 (7)을 얻을 수 있다.
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식 (7)을 식 (5)와 식 (6)에 대입하면  와 에 
관한 상미분방정식을 식 (8)과 같이 얻을 수 있다.
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식 (8)의 계수들은 식 (9)를 이용하여 구할 수 있다.

 ,  ′′,  ′′
 ′,  ,   ′′
 ′,  ′ (9)

식 (8)에서 와 는 식 (10)과 같다.

 ,   (10)

 
식 (8)은 와 에 대한 2계 도함수를 포함하고 있으

므로 식 (8)을 만족하는 미지함수  와 는 총 
개의 적분상수를 갖게 된다. 이들 적분상수의 수
는 판의 양끝단  ,   (: 횡방향 판 길이)에서의 
독립적인 기하학적 조건의 개수와 같다. 하나의 단면에 
대하여  개의 항을 갖는 함수에 의해 점들의 위치
가 결정되므로 판의 양끝단에 대하여 독립적인 조건의 
개수는 개가 되며 식 (8)과 관련한 적분상수의 
개수와 같게 된다. 판에 있어서 임의의 단면상의 점들에 
대하여 개의 가상변위(  ,    )를 가
정한 수직력 와 전단력 에 의한 가상일은 식 
(11)과 같이 표현된다.

   

     (11)

식 (11)에서 와  는 일반화된 변위를 1로 본 
것이므로 판의 단면  에서의 일반화된 횡방향 
및 종방향 하중(전단력)을 나타낸다고 볼 수 있다. 식 (7)
을 식 (11)에 대입하면 다음의 식 (12)를 얻을 수 있다.
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(12)

식 (12)를 이용하여 판의 양끝단  와  에 대하
여 응력으로 나타낸 개의 경계조건을 부여할 수 
있다. 그림 3과 같이 단면 에 작용하는 수직 분포
하중  와 전단 분포하중  를 고려한다.









  

 


 


 



[그림 3] 경계조건의 고려
[Fig. 3] Consideration of boundary condition

그림 3의 폭 인 얇은 띠에 대하여 가상일의 원리를 
적용하면 식 (13)을 얻는다.

      

       (13)

식 (11)을 식 (13)에 적용하면 다음의 식 (14)을 얻는
다.


 ,   (14)

따라서 식 (12)의 우변과 식 (14)의 우변을 같게 놓음
으로써 일반화된 하중과   단면에 작용하는 외력에 
의한 관계식을 얻을 수 있다. 식 (8)을 적분한 후에 식 
(12)와 식 (14)를 적용함으로써 판에 작용하는 응력과 변
형률을 결정할 수 있다.
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3. 탄성지반 해석

그림 1에 나타낸 길이 인 얇은 판에 대해 지표면에 
작용하는 하중에 의한 변위를 식 (15)와 같이 가정한다.

  ,     (15)

식 (2)에 의해 변형률 성분은 식 (16)과 같다.

  ,   ′,  ′  (16)

식 (1)에 의해 수직응력과 전단응력은 식 (17)과 같다.

 



 ′

  


′  (17)

이 경우 식 (8)은 식 (18)과 같이 된다.

″    (18)

그림 1의 분포하중 에 의한 가상일은 식 (19)와 같
다.

     (19)

식 (18)에서 계수들은 식 (20)과 같다.




 ,   
 (20)

식 (20)에서 계수들은 식 (21)과 같다.

 





 ,  





′  (21)  

  
식 (18)은 탄성지반의 연직변위를 지표면에 작용하는 

하중과 관련짓는 것으로 일반화된 변위 의 2계 도함수
의 존재로 인해 탄성지반에 전단응력이 생기게 된다. 전
단응력의 존재로 인해 변위는 하중재하면 아래뿐만 아니
라 그에 인접한 면에서도 발생하게 되어 Winkler 모델과 
차이를 나타낸다. 식 (18)을 만족하는 탄성지반의 특성은 
두 개의 적분 특성값에 의해 정의된다. 특성값 로 인해 

탄성지반내의 압축 변형률이 결정된다. 특성값 에 의해 
탄성지반내의 전단변형률이 결정되는데 이로 인해 기초
지반내에 하중이 분산되게 된다.  식 (18)의 해를 얻기 위
해서는 경계조건이 필요한데 식 (11)을 적용하면 다음의 
식 (22)를 얻을 수 있다.

  

   


′ ′ (22)

여기서 탄성지반의 지표면에 집중하중 가 작용하는 
경우를 고려하고 하중 작용점을 좌표 원점으로 보면 식 
(18)은 식 (23)과 같게 된다.

′   (23)

식 (23)의 해는 식 (24)와 같다.

 
  

 (24)

식 (24)에서 는 다음의 식 (25)와 같다.







(25)

→∞인 경우 종방향 변위는 0이 되어야 하므로 식 
(24)에서 는 0이 된다. 단면  에서 일반화된 
전단력  는    일 때 가상변위 
  ⋅에 대하여 단면에 작용하는 모든 힘에 
의한 일과 같다. 주어진 문제의 대칭성을 고려하고 식 
(14)를 적용하면 집중하중이 작용하는 점에 대하여 식 
(26)을 얻게 된다.

  

  (26)

식 (22)와 식 (26)을 고려하면 다음의 식 (27)수 있다.

  

  (27)

따라서 은 식 (28)과 같다.

  



  (28)
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따라서 탄성지반에서의 종방향 변위는 식 (29)와 같이 
표현된다.

 

 
   (29)

식 (29)에 대해 종방향 변위분포 함수를 식 (30)과 같
이 선형함수로 고려한다.

  


(30)

    이고 식 (30)의 종방향 변위분포함수를 적용
하면 식 (29)는 식 (31)과 같다.

   
 






 
 









 

(31)

종방향 변위분포함수가 선형인 경우 지표면에서의 종
방향 변위량()을 무차원 변위(


)로 나타내면 식 

(32)와 같다.

 



 (32)

식 (32)에서 를 0으로 고려하여 지표면을 따르는 무
차원 변위를 나타내면 그림 4와 같다.

0

0.5

1

1.5

0 1 2 3 4

Distance(x/H)

V
(x

)

[그림 4] 지표면 변위 분포(집중하중)

[Fig. 4] Distribution of surface displacement

         (concentrated load)

그림 4를 통해 알 수 있듯이 하중 작용점에서 멀어질

수록 변위는 급격하게 감소하게 된다. 
지표면에 폭 2에 걸쳐 등분포하중 가 작용하는 경

우의 지표면 종방향 변위를 생각한다. 지표면에서의 종방
향 변위는 식 (29)를 적분하여 구할 수 있다. 식 (29)에서 
의 함수인  를 적분하면 식 (33) 및 식 (34)와 같다.






   




   

 


         

  (33)






   

 


         

   ∞ (34)

식 (29)에서 를 0으로 가정하고 식 (30)의 선형 종방
향 변위분포함수를 사용하면 식 (29)는 식 (35) 및 식 
(36)과 같다.

 






   





   
 (35)

                ()                 

 





   





  
 (36)

                (∞)

식 (35)와 (36)의 우변을 로 나눈 무차원 종
방향 변위량(


)을 값에 따라 나타내면 그림 5와 

같다.

0

0.5

1

1.5

2

2.5

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6

x/B
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B/H=1
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[그림 5] 지표면 변위분포(분포하중)

[Fig. 5] Distribution of surface displacement

         (distributed load)

[그림 5]를 통해 알 수 있듯이 지표면 변위는 B/H 값
이 클수록 하중재하부분 아래에서 보다 균등하게 발생한
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다. 또한 하중재하부분을 벗어난 영역에서는 B/H 값이 
커질수록 하중재하 모서리부분으로부터 짧은 거리에서 
변위가 0에 수렴한다.

4. 결론

평면 변형률 상태에 있는 탄성지반의 해를 변분법을 
적용하여 유도하여 보았다. 변분법 적용시 종방향 변위분
포 함수는 선형함수를 고려하였다. 탄성지반상에 작용하
는 하중조건은 집중하중과 분포하중을 고려하였는데 집
중하중 작용시 탄성지반의 종방향 변위분포양상은 하중 
작용점에서 멀어질수록 변위가 급격하게 감소하는 양상
을 나타내었다. 등분포하중 작용시 지표면 변위는 압축층 
두께에 대한 재하폭의 반의 비(B/H)값이 클수록 하중재
하부분 아래에서 보다 균등하게 발생하였다. 또한 하중재
하부분을 벗어난 영역에서는 B/H 값이 커질수록 하중재
하 모서리부분으로부터 짧은 거리에서 변위가 0에 수렴
하였다.
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