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잡음이 섞인 입출력 신호를 갖는 시스템 인식 문제는 완전 최소 자승법 (Total Least Squares (TLS))으로 알려져 있다. 

완전 최소 자승법의 성능은 입력 신호 부가 잡음 파워와 출력 신호 부가 잡음간의 분산비에 매우 민감하다. 본 논문에서는 

TLS의 성능 향상을 위해서 LS (Least Squares)와의 결합을 제안한다. 그 한 형태로 재차적인TLS (Recursive TI罚와 재차적 

인 LS (Recursive Least Squares)간의 결합 알고리즘을 제안한다. 이 결합은 잡음간 분산비에 강인한 결과를 낳았다. 모의 

실험을 통해 얻은 결과로부터 입력 신호에 신호대 잡음비가 5dB 를 유지하는 잡음을 부가할 경우 입력 잡음과 출력 잡음의 

비，가 약 20 정도까지로 적용 범위가 확대되는 결과를 얻었다. 따라서 제안된 결합 방법이 기존의 TLS의 적용 범위를 

넓힐 수 있음을 알 수 있다.

핵심용어: 잡음 변수를 갖는 FIR 시스템 인식, TLS, LMS, 컨벡스 결합

투고분야: 음향 통신기술 분야 (6.2)

It is known that the problem of FIR filtering with noisy input and output data can be solved by a total least squares 

(TLS) estimation. It is also known that the performance of the TLS estimation is very sensitive to the ratio between 

the variances of the input and output noises. In this paper, we propose a convex combination algorithm between 

the ordinary recursive LS based TLS (RTLS) and the ordinary recursive LS (RLS). This combined algorithm is robust 

to the noise variance ratio and has almost the same complexity as the RTLS. Simulation results show that the proposed 

algorithm performs near TLS in noise variance ratio y ® 1 and that it outperforms TLS and LS in the rage of 2</<20# 

Consequently, the practical workability of the TLS method applied to noisy data has been significantly broadened. 
Keywords： Noisy FIR System Identification, Total Least Squares, Least Squares, Convex Combination

ASK subject classification： Acoustic Conimunication (6,2)

L 서론

잡음 섞인 데이터를 사용하는 FIR 시스템 인식 문제는 

출력에 잡음이 부가된 경우뿐 아니라, 때에 따라 입력에 

도 잡음이 부가되는 경우도 포함한다. 전형적인 최소 자 
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승 알고리즘 (Least Squares (!£))은 출력에만 잡음이 부 

가된 경우에 최적의 시스템 인식을 해내는 것으로 알려져 

있다 입력과 출력이 동시에 잡음에 오염된 경우에 시스템 

인식은 완전 최소 자승법 (Total Least Squares (TLS)) 이 

최소 자승법보다 좋은 결과를 낸다고 알려져 있다 [1, 2], 

최낙진 등에 의해서 RLS (recursive least squares)와 유 

사한 방법으로 계산하는 RTLS (recursive total least 

squares) 를 제안하였다 [2],
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원칙적으로 7ES는 입력과 출력에 부가된 잡음의 파워 

가 동일할 때 최적인 방법이다 [1]. 일반적으로 잡음이 부 

가된 FIR 시스템 인식은 입력과 출력에 각기 다른 양의 

잡음 파워가 섞이는 경우가 많다 [11. [1]에서는 일반화된 

완전 최소 자승법이 입력과 출력에 각기 다른 양의 잡음 

파워가 섞이는 경우에 쓰기 위해서 제안되었다. 그러나 

이 일반화된 완전 최소 자승법은 입 력과 출력 에 부가된 

잡음 파워비를 미리 알아야 했다. 이 같은 정보를 미리 아 

는 것은 실용적이지 못하다. 실용적이 되려면 이런 정보 

를 미리 요구하지 않아야 한다. Zheng 등은 미리 이런 정 

보를 요구하지 않은 알고리즘의 일종을 제안하였다 [3], 

이 방법은 미리 설정된 두 개의 서로 다른 파워비를 갖는 

일반화된 완전 최소 자승법을 단순 평균하는 것이다. 그 

러나 이 알고리즘은 여전히 입력과 출력에 부가된 잡음의 

파워비의 대강의 범위를 알고 있어야 한다. ⑷에서, 저자 

는 입력과 출력에 부가된 잡음의 파워비에 관한 정보를 

요구하지 않는 새로운 결합형 알고리즘을 제안하였다. 

이 알고리즘은 LMS (Least Mean Squares)와 TLMS (Total 

Least Mean Squares)를 결합한 재차적인 형식의 알고리 

즘이었다. 이 알고리즘은 LM佔처럼 샘플 평균을 사용하 

는 형식을 가지고 있어서 수렴 성능이 늦은 단점이 있었다.

본 논문에서는 수렴 성능이 좋으면서 입력과 출력에 

부가된 잡음의 파워비에 관한 정보를 요구하지 않는 새로 

운 재차형 알고리즘을 제안한다. 이 알고리즘은 수렴성능 

이 빠른 것으로 알려진 RLS (Recursive Least Squares) 

와 RTLS (Recursive Total Least Squares) 를 동시 에 고 

려하여 서로의 결과를 결합하는 알고리즘으로 잡음 파워 

비에 대한 사전 정보가 전혀 필요 없다 [4, 5], RLS나 

g의 경우 연산량이 적은 고속 알고리즘도 있으나, 본 

논문은 전형적인 RLB 및 RUS를 대상으로 한다. 그 이유 

는 시계열 신호뿐 아니라 배열 신호처리에도 이용될 수 

있는 알고리즘이 되려면, 지금까지 제안된 고속형 RLS류 

의 알고리즘보다는 전통적인 RIS방식의 알고리즘이 적합 

하기 때문이다. 제안된 알고리즘은 앞서의 Zheng이 제안 

한 알고리즘보다도 더 향상된 결과를 제공한다. 또 이 방 

법은 완전 최소 자승법의 사용 가능 범위를 상당히 넓히게 

될 것이 예상된다.

II. 일반화된 TLS 모델

미지의 HR 시스템의 입력과 출력이 각각 잡음에 가우 

시안 분포 잡음에 오염되었다면, 그 FIR 시스템은 그림 1

그림 1. 입출력에 잡음이 있는 시스템 모델 

Fig. 1. The model of noisy system model.

과 같은 모델로 표시할 수 있다. 미지의 시스템은 다음과 

같이 표시된다.

여기서 h는 시변일 수도 있고 시불변 일 수도 있다. 미 

지 시스템의 오염된 출력은 다음과 같이 표기할 수 있다.

d(n) = xff(n)h + n0(n)t (2)

여기서 출력측 잡음 以0) 는 E인 분산을 갖는 정규분 

포의 백색 잡음이고, 입력 잡음과는 서로 독립이다. 미지 

시스템에 입력되는 오염되지 않은 신호 벡터는 다음과 

같다.

x(") = \x(n), x(" -1), • • • x(" - N + l)]r . (3)

위 신호가 입력 잡음에 오염된 경우는 다음과 같이 표 

시할 수 있다.

x(«) = x(w) + n,.(n)eCA，xl ； (4)

여기서 n,(〃) = I如("),%(" -1),..叫3-N +1)]「이고 또 각 

잡음 성분은 11,(27)는 W 인 분산을 갖는 정규분포의 백색 

잡음이다.

잡음의 출처는 측정 오류뿐 아니라, 간섭 신호, 양자화 

오차 등에서 나올 수 있다. 그래서 LS (Least Squares) 

방법보다는 더욱 일반화된 신호 모델을 적용한다. 이를 

위해서 다음과 같은 확장된 데이터 벡터를 정의한다.

x(n) = [xr(«)^(»)reC(A，+,)x,. ⑸
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위의 확장 데이터 벡터를 사용한 상관 행렬은 다음과 

같은 구조를 갖는다.

R P
一 p" C

⑹

여기서 P = 成(")『(")}이고, CT由(小3}이고, R =

EM(")Y"(")}=R + cr；I이고* R = E{x(n)x"(n)}이다

[1] 에서 일반화된 TLS를 위한 목적함수를 다음과 같이 

설정하였다.

“、[wr,-l]R[wr-l]ff ,、
丿(w) =」3—一事--『(7)

订_卩 _<72
여기서 Lo /J 이고。詩■ 이다. W는 h의 추정 벡 

터이다. 1詩■는 입력 잡음의 분산값과 출력잡음의 분산 

값의 비이다 [1], 위의 목적함수를 사용하여 일반화된 US 

의 해는 다음으로부터 얻을 수 있다 [1],

呷W(w). ⑻

위 일반화된 I1S의 목적함수를 보면 전형적인 ITS 는 

일반화된 TIS 모델에서 / = 1 인 특별한 경우로 볼 수 있 

고, LS 는，= 8인 특별한 경우로 볼 수 있다.

皿 ns 와 ls의결합

3.1. RLS (Recursive Least Squares)와 RTLS 

(Recursive Total Least Squares)
FIR 형식을 갖는 미지의 시스템이 주어지고' 출력에만 

잡음이 부가된 경우를 가정할 때, 식 ⑼와 같이 모델링 

할 수 있다.

d(n) = xH(n)h + n„(n)t ⑼

여기서 h=&,妃…，虹sC四이고, 彼耳)는 출력 잡 

음이고 H 의 분산을 갖는 정규분포를 따른다. 잡음이 없 

는 입력신호 벡터는 다음과 같다.

m(") = [x("),x("-1),“'X("-N + 1)《. (10)

그리고 k번째 표본에 대한 추정 오차는 다음과 같다

%= d(") - w% («)«(«) = d(n)~ (n). (11)

앞에서와 같은 환경에서 IS방법을 사용하여 시스템 파 

라메터를 인식하기 위해서 다음과 같은 최적화용 비용 

함수를 사용한다.

mi"E{e%(")}. (12)

RLS 알고리즘은 LS 풀이를 위한 재차형식 알고리즘이 

다 [6], 이 알고리즘의 매 단계 과정은 다음과 같다.

(13.a)

虹；：)_ 서 P("T)x(〃)

l + r'xH(n)P(n-l)x(n),
(13,b)

P(n) = Z'P(n-1)-r'k(»)xT(n)P(n -1), (13. C)

W电s(") = Wms(3-1) + k(n)(d(n)-［，爵痴血) (13. d)

식 ⑵와 같이 출력과 함께 다음과 같이 입력에도 月 의 

분산을 갖는 백색 정규 분포를 따르는 잡음이 낀 경우

x(n) = x(n) + nj(n)eCjVxlt (14)

&가 최적의 해를 제공한다 [1], T说의 해는 여러 방 

법으로 풀 수 있으나, 그 중에는 ⑵에서 糜를 RLS와 같 

은 재차형으로 만든 RTLS (recursive total least squares) 

알고리즘도 있다. RTU알고리즘은 다음과 같은 비용함 

수의 최소화로부터 유도할 수 있다.

.wtfRw
mm-誚京 and w也$ = w(l: N)/(项(N +1)). (15)

여기서 x(n) = [xr(«),J(n)f 証方毎 이고 頁 /敏讴%)}. 

이 알고리즘은 형식이 위의 식 (13.a)~(13.d)과 유사한 

재차 형식이고 다음과 같다.

她)=一쑤¥으二通砂—一
(16. a)

P(n) = Z1 P(n -1) - r'k(«)x7 (n)P(n -1) , (16. b)

讦(羟) 느 P(") 毎(聲 —1), (16. c)

w 亦 (끼 - 礼 w(끼/(项(心应，)). (16. d)
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비록 TIS가 입력과 출력에 모두 잡음이 낀 경우에 최적 

해를 제공하지만, 식 (15)과 식 ⑺을 비교하여 말하면, 

다음과 같이 입력과 출력에 낀 잡음 분산비가，승 = ' 인 

경우에 최적해이다. 그러나 그 외의 경우는 결과가 열화 

된다 [1],

3.2. RTLS 와 RLS의 적응 결합

앞서의RILS 등 買3형 알고리즘을 실제 사용할 때 입 

a2

력과 출력의 잡음비 에 대한 불확정성이 존재한다.

Zheng 은 이 같은 불확정성을 서로 다른 미리 아는 잡음 

비를 갖는 두 개의 TLS형 알고리즘의 결과를 산술 평균하 

는 방법을 제안하였다 [3], 그러나 Zheng의 방법은 어느 

정도의 잡음비의 범위를 사전에 요구한다. 본 논문은 

RTLS와 RLS를 서로 적응적으로 결합하는 방법을 제안 

한다. 이런 결합 방법은 Garcia 등에 의해서 복수개의 서 

로 다른 스텝 사이즈를 갖는 LMS 알고리즘을 결합하는 

데 사용된 바 있다 [5]. 본 논문은RTLS와 RLS를 서로 

결합함으로써 임의의 잡음 환경에서 시스템 추정 성능을 

향상을 기대할 수 있다. 앞서서도 언급한 것처럼 TLS은 

Z = J = 1 경우에 최적이고, LS은 ”奈 = 8인 경우에 최 

적이다. 그래서 위 두 경우를 서로 결합함으로써 잡음비 

의 경계를 넓힐 수 있기를 기대한다. 이런 결합은 잡음비 

에 대한 어떤 사전 정보도 요구하지 않는다.

RTLS와 RLS의 결합 형식은 다음 식과 같다.

W = v(")w&zs (") + (1 - v(n))w 心 3), (17)

여기서 心)는 知1) = 1/(1 + 6项”>)로 정의되고 0과 1사 

이의 값을 갖는다. 이런 결합을 쓸 때 추정 오차는 다음과 

같다.

4瑚3) = 1，(")얏心(*)+(1-卩(*))弓"(〃), (18)

여기서 ems (n) - w lms (n - 1)x(") = d(n) - yKTLS: (n), 

eLS (n) = d(n)~ w(n - l)x(n) = d(n)- yRLS (n). d(n)는 바•라 

는 출력 값이다. 결합 계수 晌)는 响) = 1/(1 + 次”>)에서 

a(")에 의해서 달라진다. 이 계수는 다음과 같이 Lwq- 

같은 적응 방법을 사용하여 결합 에러를 최소화하는 방향 

으로 갱신할 수 있다.

a(") = a(n -1) - 쓰쯔《라 = a^n 〃/為*(町(%冒3) -

2 oa(n)

eRLS (町)*(舞)("(理))

-a(n -1) + fiaecomb(n)(yitTLS(n) - (n))v(n)(l- v(w)). (19)

여기서

쯔舟斗如“)쯜꾸쁘斗m 씨*-齐曷시 = 
da(n) 5tz(/j) \da da )

= 死새 ：：；；；(物$(끼 一 e咨 (끼) 이고

eRTl.S (W) - eRLS (门) = yRLS (^) - yRTLS 어) .

RT任와 R崩를 결합할 때, 계산 복잡도 증가가 부담이 

될 것처럼 보인다. 그러나 다음과 같은 행렬식을 이용하 

면 계산량의 증가를 최소화할 수 있다. 즉,

一£ xxH x/] Fxxff al
이고, XX =[x脂 ||<J = [a" "이면,

_「(xx叮'+/血*)尸-〃(xx叮'a],,
1 1 1 -建"尸 p 」，(2°)

여기서 n(a-a"(*)니이다. 위 식 (20)의 행렬 내에 

포함된 역행렬, (xx")r은 역행렬 정리에 의해서 계산되는 

RLS의 식 (13.C)와 똑같은 것이다 [6], 즉 식 (20)의 版叮' 

는(XX叮'를 포함하고 있어서 RTLS를 계산함과 동시에 

RLS에서 쓸 역행렬도 얻을 수 있음을 알 수 있다. 이런 

포함 관계를 이용하면 RTLS와 RLS의 결합 계산에 필요 

한 전체 계산 복잡도는 RTLS 하나만 계산 했을 때보다 

크게 증가하지 않음을 알 수 있다.

IV. 모와실험 및 결과

제안한 알고리즘을 평가하기 위해서 두 가지 서로 다른 

길이의 임펄스 응답을 갖는 시스템을 사용한 모의실험을 

통해 그 결과를 보인다.

4.1. 모의실험 1
본 모의실험을 위해서 다음 식과 같은 파라메터를 갖는 

FIR 시스템을 미지의 시스템으로 삼아서 이를 인식하는 

실험을 한다.

h = [-0.3, -0.9, 0.8,-0.7, 0.6]T. (21)
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그림 2. 식(거)과 같은 시스템에서 입출력 잡음비에 대한 시스템 

추정 오차 비교 실선 제안된 알고리즘, 파선RLS, 일점 

쇄선: Zheng의 알고리즘 [3], 원과 실선: RTLS [2]) 

Fig. 2. The estimation error in (21) against the ratio between 

input and output noise variances, (solid line： the 

proposed method, dashed line： RLS, dash and dotted 

line： Zheng' s method [3], s이d line with circles： 

RTLS [2]).

전체 추정 성능은 다음과 같은 추정 시스템 오차로 평 

가한다.

p = 101og,0l\~hfml (22)

|h 시 .

모의실험은 처음엔 입력 잡음 분산값이 成 = 0.1 이고 

출력 신호 잡음의 분산값이 = 0.1 로 고정하고 시작했 

다. 이 같은 잡음 분산 값들은 応에 맞는 전형적인 값의 

배치이다. 여기에 입력 신호를 신호대 잡음비가 5dB가 

되도록 만들어 더했다. 그림 2는 제안된 알고리즘과 순수 

RTLS ⑵ 와 Zheng의 평균법을 사용한 알고리즘 [3] 및 

순수 RLS를 사용한 추정 시스템 오차를 비교하여 표시 

하고 있다. 곡선들은 보면 5개의 서로 다른 입력대 출력 

잡음비로부터 나온 결과들이다. 잡음비는/ = [1A-,2O], 

厂畫이다. 이 때 입력 잡음의 분산은고정하고출력 잡 

음의 분산만을 조절하여 잡음비를 조절하였다. 전형적인 

1LS 경우인,，= 1, 인 경우는 식 ⑺에서 언급한 것과 같 

이 가 제일 좋은 결과를 내었다. 그리고 출력 잡음의 

수준을 더욱 크게 하면서 제안한 방법이 다른 방법들에 

비해서 우수한 결과를 나타내었다. 결과적으로 잡음비가 

r > 2에서 7 = 20까지는 제안된 방법이 제일 우수한 결과를 

나타냄을 보였다.

추정 결과를 구체적으로 알아보기 위해서 잡음비가 1인 

경우와 잡음비가 10인 경우에 대해서 추정된 계수값을 비 

교하여 표 1에 정리하였다. 이 표에서도 戸=1인 경우에선 

RTLS 다음으로 우수하지만 / = 10에서는 제안된 방법이 

제일 우수함을 알 수 있다. 또 표 1과 같은 잡음비에서 

각 추정 방법의 시간에 따른 추정 오류의 천이 구간 내의 

변화를 그림 3에 비교하여 실었다 그림 3의 (a)는，= 1 일 

때에 추정 오류의 천이 구간에서의 변화를 나타내고, 그 

림 3의 (b)는 /= 10일 때에 추정 오류의 천이 구간에서의 

변화를 나타내었다.

4.2. 모의실험 2
두번째 모의실험에서는 모의실험1에서 사용한 4가지 

방법에 대해서 다음과 같은 차수가 큰 시스템에 대해서 

인식하는 실험을 한다.

h= [-0.3, -0.9, 0.8, -0.7, 0.6, 0.2, -0.5,1.0, -0.7, 0.9, -0.4]T.

(23)

본 모의 실험도 모의 실험1과 같이 입력 잡음 분산값이 

兄 = 0.1 이고 출력 신호 잡음의 분산값이 = 0.1 로 고 

정하고 시작했다. 여기에 실험：!과 같이 입력 신호를 신호 

대 잡음비가 5dB가 되도록 만들어 더했다. 그림 4는 제안

표 1. 여러 방법 별 추정치 비교

Table I. Mean impulse response estimates of differ伊it methods.

Filter Coefficient Wi w2 W3 W4 w5

True Value -0.3 -0.9 0.8 -0.7 0.6

7n=1 Proposed algorithm -0.294 -0.873 0.773 -0.683 0.581

RLS -0.231 -0.675 0.602 -0.531 0.450

RTLS [2] -0.304 -0.904 0.798 -0.705 0.601

Zheng's [3] -0.267 -0.789 0.699 -0.618 0.526

7더0 Proposed algorithm -0.339 -1.031 0.814 -0.825 0.613

RLS -0.214 -0.688 0.617 -0.541 0.467

RTLS [2] -0.8074 -2.097 1.216 -1.715 0.897

Zheng's [3] -0.510 너.392 0.916 -1.128 0.682

1) 7 means the ratio between output noise variance and input noise variance.
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그림 3. 추정 방식의 천이 구간 내 추정 오차 변화 비교: (a) / = 1 

인 경우의 시간대 추정 오차 변화 (b) / = 10인 경우의 

시간대 추정 오차 변화 (실선: 제안된 알고리즘, 파선:RLS, 

일점쇄선: Zheng의 알고리즘 [3], 점선: RTLS [2])

Fig. 3. The estimation error in (21) against the ratio between 

input and output noise variances, (s이d line： the 

proposed method, dashed line： RLS, dash and dotted 

line： 기】eng's method [3], %lid line with circles： 

RTLS [2]).
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그림 4. 식 (23)과 같은 시스템에서 입출력 잡음비에 대한 시스 

템 추정 오차 비교 (실선: 제안된 알고리즘 파선:RLS, 

일점쇄선: 가ieng의 알고리즘 [3], 원과 실선: RTLS [2]) 

Fig. 4. TTie estimation error in (23) against the ratio between 

input and output noise variances, (solid line： the 

proposed method, dashed line： RLS, dash and dotted 

line： Zheng's method [3], solid line with ci「이es： 

RTLS [2]).

된 알고리즘과 순수 RUB [2] 와 Zheng의 평균법을 사용 

한 알고리즘 ⑶ 및 순수 RIS를 사용한 추정 시스템 오차 

를 비교하여 표시하고 있다. 곡선들은 입력과 출력의 잡 

음비,，를 1에서 20까지 변화시키면서 얻은 것들이다. 

본 결과에서는 모의 실험1에서와 같이 전형적 인 TLS 경 

우인,，= 1인 경우는 실험1과 같이 卩耽가 제 일 좋은 결 

과를 내었다. 그리고 r 값을 증가 하면서 실험1에서와 

같이 제안한 방법이 다른 방법들에 비해서 우수한 결과를 

나타내었다.

V. 결 론

본 논문에서 와 LS의 결합을 통한 성능이 향상된

HR 시스템 인식법을 제안하였다. 본 논문에서 전형적인 

TLS방법이 입력과 출력의 잡음비에 민감함에 주목하였 

고, 제안한 방법이 이런 단점을 극복하고 摩의 적용 가 

능한 잡음비의 범위를 늘릴 수 있음을 보였다.
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