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요  약  본 연구에서는 2차원 천수방정식을 풀이 하는데 Backhaus가 제안한 반음해법의 유한차분법을 도입하였다. 

이 기법을 사용하여 금강하구 해역의 조위와 유속을 구하는 수치모형을 구성하였다. 본 모형에 의한 수치해를 검증
하기 위하여 양해법의 모형으로 잘 알려진 Heaps모형의 결과와 비교하였다. 두 모형의 수치해는 거의 일치하였다. 

반음해법에서 선택한 계산시간간격은 엄격한 CFL 조건에 의존하는 양해법보다 6배를 증가 시킬 수 있었다. 총 계산
시간은 50%정도 감소하였다. 이와 같은 사실은 본 수치해법이 금강하구 해역에 널리 분포되어 있는 간사지의 처리
가 원활하였으며 장기간 동안의 계산에서도 안정적인 수치해석이 가능하였다.  

Abstract  The semi-implicit scheme proposed by Backhaus is introduced to solve two-dimensional shallow 
water equation. This mothod is applied for the numerical model solving surface elevation and velocity field of 
Geum River estuary. For the verification of the method, numerical solutions by this model are compared with 
ones by Heap's well known explicit model. Solutions of two models resemble each other. The time-step chosen 
for the semi-implicit scheme turned out to be 3 to 6 times longer than explicit model depending on the 
stringent CFL criterion. The computation time could be reduced at least 50%. It was proved that this scheme 
is easy to handle dry banks which can be seen in Geum River estuary and numerical stability is obtained for 
long time computation.
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1. 서론

약 20년 동안 수직적분된 해양수치모형들은 폭풍에 
의한 조석파는 물론 항류의 흐름을 조사하기 위하여 여
러 해양학자들에게 응용되어 왔다. 이러한 모형의 대부분
은 시간영역의 이산화를 위하여 2단계 시간간격을 택한 
단순한 양해법을 근간으로 하고 있다. 지금까지 발표된 
천해의 수치모형에 관한 연구[1-4,7]들은 대개 조석에 의
한 순각적인 해수유동을 파악하는데 관심을 두었으나 요
즘은 몇 년 혹은 몇 달과 몇 주의 긴 시간의 계산을 요하

는 해수순환이나, 염도 변화의 조사에 관심을 갖게 되었
다. 그런데 양해법으로 장시간의 모형을 운영할 때 많은 
계산시간이 소요하게 되고 누적되는 절삭오차가 발생하
기 때문에 여러 학자들은 가능한 경제적이고 안정적인 
수치해법을 찾게 되었다.

많은 학자들은 수치모형의 계산시간을 줄이기 위하여 
반음해법을 도입한다[9]. 보통 음해법은 CFL(Courant- 
Friedrichs and Lewy number)시간간격 제약에 의존하지 
않으나, 시간간격이 크게 되어 CFL조건을 초과 했을 때 
발생하는 파의 위상오차로 인해 수치해가 불안정하게 된
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다. 그러나 음해법은 물리적인 과정을 벗어나지 않게 시
간간격을 선택할 수 있으며, 최소한 50%의 시간을 절약
할 수 있다.

반음해법으로 잘 알려진 수치해법으로는 ADI(Alternating 
Direction Implicit)방법[5]이 있다. 이 방법은 한방향은 음
해법을 다른 한방향은 양해법으로 조위와 유속을 1차원
으로 교대로 계산한다. 그런데 ADI방법은 모형에서 여러
개로 연결된 지역 또는 간사지가 나타났을 때 계산이 복
잡하게 되고 시간간격의 선택에 따라 진폭의 감소가 나
타나 널리 사용되지 않고 있다. 그래서 이러한 점들을 보
완한 것이 Backhaus가 제안한 반음해법이다. 본 연구에
서는 천수방정식을 Backhaus의 반음해법으로 이산화하
여 수치모형을 구성하고, 이 해법을 간사지가 많은 금강
하구 해역에 적용하여 적합성을 검토하고자 한다.

2. 천수방정식의 수치모형화

2.1 기본방정식의 차분화

비선형 이류항, 중력항, 마찰항, Coriolis항을 고려한 
천수방정식은 운동량 방정식과 연속방정식으로 구성되며 
아래와 같다.
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위 방정식의 변수를 이산화해서 차분식을 유도하는데 
사용된 격자구조는 그림 1과 같은 Staggered Richardson 

격자망이다. 격자망에서 조위() 및 수심(H)은 동일한 점
에서 값을 계산하고 방향으로 한점 건너 유속  ,   방
향으로 한점 건너 유속 의 계산점을 정하였다. 방
향의 격자간격은 로 하고 계산시간 간격은   
로 취하여 Backhaus의 반음해법을 이용하여 기본방정식
을 차분하면 다음과 같다.
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여기서 는 수직 적분된 유속의 북쪽, 동쪽성분을 
나타낸다. 는 조위, H는 n 시간 단계에서(H=D+)총수
심이다. D는 교란되지 않은 수심,  는 무차원 마찰 
함수,⊿x,⊿y는 수평 수직축을 따른 공간간격이다. ⊿t는 
시간간격, n은 시간단계를 표시하고, g는 중력가속도를 
나타낸다.

[그림 1] 리차드슨 격자
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위 식을              에 
대해 정리하면 다음과 같다.
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식(7,8)의              을 
식(6)에 대입하면 n+1 시간단계에서 정의된 조위 에 대
한 선형방정식(9)가 유도된다.
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식(9)의 오른쪽 변은 과 항이 현재 시간단계 n

에서 정의했기 때문에 기지값이 되고, 은 계수  

와의 항을 포함하고, 는  포함하는 식
이다. 과 는 다음과 같다.
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식(10)에서 계수 C는 시간에 따라 변하고, 식(11)에서 
마찰함수 는 유속점에서 수심에 따라 변한다.

2.2 차분방정식의 계산방법 및 절차

식(9)의 선형연립방정식의 풀이는 다음식으로 변형하
여 SOR(Successive Over Relaxation)반복법을 사용하여 
구한다.
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  이고, 은 반

복횟수, 는 가중치이다.

SOR 반복법은 가중치 가 0<<2 구간내에 있고, 
반복계산되는 행렬이 주대각선을 이루면[8]수렴한다. 또 
식(12)의 수렴성은 초기값에 의존하지 않는다. 그러므로 
반복을 시작하기 위한 적절한 값은 이류항에서 시간평균 
없이 식(4, 5)의 처음 단계에서 얻어진  혹은에 
의하여 주어진다. 반복을 멈추기 위한 적절한 기준은 
   로 선택되어 질 수 있다. 즉,      
이 모든 격자점에서 만족될 때 반복을 끝낸다. 이 기법에
서 적용된 경계조건은 수직적분된 모형에서와 같다. 보통 
조위는 개방경계에서 규정되고, 반복계산은 개방경계에 
인접한 다음 내부 격자점을 포함하여야 하며 개방경계에
서 계수 C는 내부 격자점처럼 계산되어야 한다. 폐경계
에서 조건은 계수C에 의하여 식(9)에 포함된다. 해안가에 
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수직인 흐름속에 대한 질량보존을 보장하기 위하여 유속
은 영(Zero)이 되어야 한다. 일반적으로 수심이 없는 조
위의 계산점 둘레에 있는 유속계산점 위치에서 정의되는 
4개의 계수 C 및 보조변수( )는 영(Zero)이어야 한
다.

이러한 조건이 만족될 때 수심이 없는 격자점에서 조
위에 대해서는 임의값이 될 수도 있으며, 영의 계수 C에 
의하여 블럭화 되기 때문에 내부의 격자점에서의 반복에 
영향을 주지 않으므로 반복계산은 수심에 관계없이 수행
될 수 있다. 이러한 특징이 복잡하게 연결된 지역의 해역
이나 간사지가 많은 해역에서 흐름을 파악하는데 편리한 
기법이 된다.

SOR방법의 수렴성은 주대각 행렬성분이 우세할수록 
적은 반복횟수로 수렴된다〔Varga, 8〕. 그리고 지형이 
완만한 격자점 혹은 천해의 격자점에서 시작하여 지형이 
급격히 변하는 격자점, 심해의 격자점으로 이동하면서 계
산하여 수렴성을 증가시킬 수 있다.

또 가중치 ω는 수렴의 속도에 영향을 주며, 이 변수의 
최적값은 이론적으로 결정[6,8]할 수 있다.

유속     는 조위(  )의 계산값을 식(7, 

8)에 대입하여 구한다.

3. 수치모형의 적용 및 고찰

3.1 적용해역 및 입력자료

본 모형의 적용성을 조사하기 위해 대상지역은 그림 2
에 보는 바와 같이 금강 하구 해역에서 군산 내항, 개야
도 및 비응항을 포함한 약30x30㎢의 해역을 취했다. 수치
모형에 들어 가는 수심은 해도(No. 305, No. 349, No. 
302) 및 군산항 부근 측량 원도등에서 취득하였으며, 계
산 조건은 표 1에 수록한 바와 같다.

표 1에서 보듯이 계산 시간간격은 60초로 취했다. 개
방경계에서 조위는 주요 6분조의 상수를 사용하여 결정
하며 주요 6분조의 조석상수는 표 2와 같고 표의 값들은 
군산항, 대죽도와 비응항 조석관측자료를 참고로 하여 추
정한 것이다.

조위계산시 SOR반복계산에서 가중치 ω는 0.2～1.8 값
을 취했으며, 수렴조건치 e는  로 놓고 계산했다.

본 모형의 계산결과를 검증할 목적으로 동일한 조건과 
입력자료를 사용하여 Heaps의 양해법으로 조위와 유속을 
구했다. 단, 양해법은 계산시간간격을 정할 때 CFL 조건
식에 제한을 엄격히 받으므로 시간간격을 10초로 취했다.

[그림 2] 적용대상 해역

[표 1] 계산조건 및 입력자료
항목 입력자료
격자간격 308.6 m

시간간격(DT) 60 초
코리올리 계수 f=2    
마찰 계수 r=0.0025

계산기간 t=624-660시(36시간)

(2007.1.27.0:00 - 1.28.12:0)

[표 2] 개방경계에서 조석상수
분조 조석 북서단 북동단 남서단 남동단 내항

M

진폭  207.0 210.0 207.0 215.0 220.0

위상 85.0 84.0 73.0 75.0 93.3

S
진폭 78.0 80.0 78.0 80.0 85.0

위상 125.0 125.0 118.0 120.0 144.6

K
진폭 33.0 35.0 33.0 35.0 37.0

위상 280.0 280.0 270.0 275.0 272.8

N
진폭 36.0 38.0 36.0 40.0 37.0

위상 63.2 62.0 52.0 68.0 75.0

O
진폭 25.0 27.0 25.0 28.0 31.0

위상 240.0 240.5 240.0 242.0 237.6

M
진폭 7.0 10.0 7.0 10.0 10.0

위상 74.0 75.0 70.0 75.0 132.9
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3.2 계산 결과 및 분석

본 수치모형의 계산시간간격은 음해법이므로 CFL조
건의 적용이 되지 않으나, 너무 크게 잡으면 위상오차가 
발생하여 계산이 불안정하게 된다. 그래서 CFL에 의한 
계산시간간격 13.8초 보다 4배 이상 큰 60초로 한 결과 
안정성 있게 계산이 가능했다. 또 SOR의 반복계산에서 
가중치의 영향이 표 3과 같이 나타났다.

[표 3] 반복횟수와 가중치 계수값
가중치
계수값 0.2 0.5 1.0 1.1 1.2 1.5 1.8

반복횟수 35 16 9 7 8 15 32

표 3에서 보는 바와 같이 가중치가 1.1일 때 수렴이 가
장 빨랐으며, 계산도 가장 안정적으로 수행됐다.

본 모형의 검증을 위해 양해법으로 잘 알려진 Heaps의 
방법을 사용하여 동일한 대상해역에 대해 같은 경계조건
으로 같은 기간 동안 계산을 수행하였다. 계산시간 간격
은 10초로 한 결과 안정적인 해가 얻어 졌다.

또 외항, 대죽도와 비응항 3개 정점에서 계산시간 
648-660시(36Hour)동안 두 모형을 사용하여 조위와 유속
을 계산한 결과를 가지고 조위도 및 조류타원도를 비교
하여 도시한 것이 그림3∼8과 같다. 그림 3∼5의 모의된 
조위 비교도를 보면 3개 비교정점에서 잘 일치하고 있다. 
다음에 그림 6∼8의 모의된 조류 비교도를 보면 외항에
서는 잘 일치하나, 비응항, 대죽도에서 상이하게 나타났
다.

두 모형의 1주기 동안 계산시간은 본 모형은 21분, 
Heaps의 모형은 48분이 걸려 계산시간이 50%이상이 절
감되었다.

[그림 3] 반음해법과 양해법 모형에 의한 군산 외항 지점
에서 모의조위 비교

[그림 4] 반음해법과 양해법 모형에 의한 대죽도 지점에서 
모의조위 비교

[그림 5] 반음해법과 양해법 모형에 의한 비응항 지점에서 
모의조위 비교

이상에서 알 수 있듯이 천수방정식을 풀이하는데 
Backhaus의 수치해법의 도입이 가능하고 간사지가 많은 
금강하구 해역에 적용이 가능함을 확인할 수 있다.

[그림 6] 반음해법과 양해법 모형에 의한 군산 외항 지점
에서 모의된 조류타원도
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[그림 7] 반음해법과 양해법 모형에 의한 대죽도 지점에서 
모의된 조류타원도

[그림 8] 반음해법과 양해법 모형에 의한 비응항 지점에서 
모의된 조류타원도

4. 결론

2차원 천수방정식을 풀이 하는데 Backhaus가 제안한 
반음해법의 유한차분법을 도입하였다. 이 기법을 사용하
여 금강하구 해역의 조위와 유속을 구할 수 있는 수치모
형을 구성하였다. 구성된 모형의 검증을 위해 Heaps의 양
해법에 의한 모형과 비교하여 보았으며, 그 결과 본 모형
에 의한 계산결과는 Heaps모형의 결과와 일치하였고 양
해법에서 엄격히 적용되는 CFL조건에 의한 시간간격 보
다 6배 증가 시킬 수 있었고 계산시간이 50%이상 절감되
었다. 그리고 금강하구 해역에 널리 분포된 간사지의 처
리가 원활하였으며 장시간의 계산에도 안정적인 수치해
석이 가능하였다.
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