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ABSTRACT

In this paper, the power flow analysis(PFA) method was developed to predict the vibrational 
responses of coupled co-planar orthotropic plates in frequencies ranging from medium to high. To 
cover the power transmission and reflection at the joint of the orthotropic plates, the wave 
transmission approach is applied with the assumption that all the incident waves are normal to the 
joint. Through numerical analyses, the power flow energy density and intensity fields of coupled 
co-planar orthotropic plates were compared with those of classical modal solutions by changing the 
frequency and internal loss factor, and they show good agreement in terms of the global decay and 
the attenuation patterns of the energy density.

* 
1. 서  론

동적 구조물은 일반적으로 한가지 해석 기법을 

통해 모든 주파수 대역에서의 진동 현상을 효과적

으로 예측할 수는 없다. 저주파 대역에서의 진동 해

석에는 기존의 고전 이론을 바탕으로 한 유한요소

법(finite element method, FEM)이 널리 적용되고 

있다. 그러나, 유한요소법의 경우 주파수가 증가할

수록 주파수와 공간의 미소 변화에도 진동 변위가 

민감하게 변하기 때문에 구조물을 더욱 작은 요소

(element)로 나누거나 절점(node)의 수를 증가시켜

야 하므로 중 · 고주파 대역에서 많은 계산시간을 요
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하는 단점이 있다. 고주파 대역에서는 통계적 에너

지해석법(statistical energy analysis, SEA)이 널리 

사용되고 있으나 통계적 에너지해석법의 경우 가진

되는 모드수가 많아야 하는 제한조건 때문에 가진 

주파수폭이 좁고 모드밀도가 크지 않은 중주파수 

대역에서의 해석에는 적합하지 못하며 구조물 각 

요소(subsystem)내에서의 에너지의 공간적인 분포

를 알 수 없으므로 구조요소내의 부분적인 감쇠처

리나 파워입력 등을 고려하기가 힘들다는 단점이 

있다.
이를 위해 최근에는 다양한 근사 기법들이 연구

되고 있으며 대표적으로 Belov 등(1)이 제안한 파워

흐름해석법(power flow analysis, PFA)은 파동접근

법(wave approach)을 기초로 하며 고주파 대역에서

의 통계적 에너지해석법의 단점을 보완하고 개선하

기 위해 제안되었다. Nefske와 Sung(2)은 파워흐름

해석법을 보의 횡진동에 적용하였고 Wohlever와 

Bernard(3)는 보의 횡진동과 종진동에 대한 에너지 
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지배방정식을 제시하였다. Bouthier와 Bernard(4~6)는 

박막(membrane)과 평판의 횡진동에 대한 에너지지

배방정식을 제시하여 파워흐름해석법을 2차원 구조

물의 진동문제로 확장하였다. 박도현(7) 등은 평판의 

면내파(in-plane wave)에 대한 에너지 지배방정식을 

유도하고 임의의 각으로 연결된 평판 구조물을 대

상으로 진동에너지의 분포와 전달 경로를 살펴보았

다. 송지훈(8) 등은 평판 구조물의 진동 파워흐름해

석을 위한 비보존 조인트를 개발하였다.
그러나 현재까지 대부분의 파워흐름해석법에 대한 

연구는(2~12) 등방성 재질의 구조요소에 대해서 주로 

연구되어 왔다. 그래서 선박, 자동차 및 항공기와 같

은 대부분의 동적 복합 구조물을 구성하는 보강재가 

부착되어 있는 평판요소와 복합재료로 이루어진 평

판요소의 진동 해석에 한계를 가지고 있었다.
이 논문에서는 중 · 고주파수 대역에서 진동하는 

직교이방성 평판요소로 이루어진 복합구조물의 진

동에너지 밀도와 진동파워흐름의 분포를 알아보기 

위해, 동일 평면상에서 동적 특성이 서로 다른 직교

이방성 평판요소들로 나란히 연결된 구조물에 대하

여 파워흐름해석법을 적용하였다. 이때 직교이방성 

평판요소간의 임피던스 차이에 의한 진동파워의 반

사와 투과를 고려하기 위해 파동전달법(wave trans-
mission approach)(9)을 도입하였다. 구해진 에너지 

밀도와 파워는 진동변위로 표현되는 직교이방성 평

판의 횡진동 운동방정식으로부터 얻어지는 고전해

와 비교하였고 이로부터 파워흐름해석법의 유용성

과 더불어 가진주파수와 내부손실계수 등이 결과에 

미치는 영향을 살펴보았다.

2. 연성된 직교이방성 평판의 

파워흐름해석

2.1 에너지 지배방정식의 급수해
Fig. 1은 동일 평면상에서 동적 특성이 서로 다른 

두 개의 직교이방성 평판이 나란히 연결된 평판구조

물이 가장자리가 모두 단순지지되어 있고 한 평판에 

단일주파수의 횡방향 점가진력  이 작용하고 

있는 경우를 보여준다. 이때 직교이방성 평판구조물 

전체를 파워가 입력되는 위치와 평판요소간의 연결

부분을 기준으로 세 영역(①, ②, ③)으로 나누면 각 

영역에서의 에너지지배방정식은 다음과 같다.

Fig. 1 Coupled orthotropic plates with simple supports 
and external harmonic load
















 







 




 

  

(1)

그리고 각 영역에서의 에너지 전달 관계식은 다

음과 같다. 

  





 






   (2)

여기서 는 영역 ①, ②, ③을 나타내고  와 

 는 해당 영역 에서의 에너지 밀도와 인텐시티

의 원거리영역 성분으로서 시간과 공간에 대한 평균

값이다. 와 는 다음과 같이 정의할 수 있다.

  




 





,    




 





(3)

식 (1)의 일반해를 구하기 위하여 직교이방성 평

판 구조물의 가장자리가 모두 단순 지지되어 있다

면 가장자리로부터 흘러나가는 파워가 없다고 가정

할 수 있으므로 에너지 밀도해를 다음과 같이 Lévy
의 단일급수해(Lévy-type solution)(13)의 형태로 표

현할 수 있다. 

  


∞

 cos

 (4)

여기서  는 영역 에 해당하는 에너지 밀도

의 차 급수항의 계수로서 의 함수이다. 식 (4)를
을 식 (1)에 대입하면 다음과 같이  에 관한 
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관계식을 얻는다.










 






 



   
(5)

여기서 차 급수항의 계수  를 다음과 같이 

가정한다.

   exp  (6)

 은 식 (6)을 식 (5)에 대입함으로써 다음과 같

이 얻어진다.

 ±




 




 




 







(7)

한편, 영역 ①과 ②사이의 경계에 존재하는 조화 

점가진력에 의한 입력파워는 (4)식과 마찬가지로 다

음과 같이 단일급수의 형태로 표현할 수 있다.

 


∞

cos

 (8)

여기서  은 입력파워의 차 급수항의 계수를 의

미하고 다음과 같이 얻어질 수 있다.
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(9)

2.2 파워에 대한 경계조건
식 (1)로부터 각 영역 에서의 에너지 밀도해를 

얻기 위해서는 파워에 대한 경계조건이 필요하다.  
먼저 직교이방성 평판 구조물의 가장자리로부터 흘

러나가는 파워가 없다고 가정으로부터 Fig. 2의 

  와  인 경계선에서는 다음과 같은 경

계조건을 적용할 수 있다.

   ,     (10)

그리고 입력파워가 존재하는 영역 ①과 ②사이의 

Fig. 2 Dimensions of coupled orthotropic plates

경계선(   혹은    )에서는 다음과 같

이 에너지 밀도의 연속성과 파워의 평형 관계를 만

족해야 한다. 

  


  
(11)

   


 

 

(12)

한편, 직교이방성 평판간의 실제적인 연결 부분인 

  인 경계선에서는 두 평판간의 특성 차이에 

의한 파워의 부분적인 투과와 반사를 고려해야 한

다. 파워투과계수와 파워반사계수를 이용하여 평판

간의 연성 조건은 다음과 같이 얻어질 수 있다. 
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(14)

여기서 와 는 파워투과계수를 의미하고 와 

은 파워반사계수를 가리킨다. 식 (13), (14)의 경

계 조건을 이용하기 위해서는 파워투과 및 반사계

수를 알아야 한다.

2.3 파워투과계수 및 파워반사계수
직교이방성 평판의 횡진동에 대한 운동방정식은 

다음과 같다.
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(15)

여기서 는 영역 ② 또는 ③이다. 만약 직교이방성

평판에 존재하는 진동파가 평면파라고 가정하면   
를 다음과 같이 표현할 수 있다.

 exp  (16)

식 (16)을 운동방정식인 식 (15)에 대입하면 다음

과 같이 파수에 대한 분산 관계식을 얻을 수 있다.

  
  

    (17)

  
  

    (18)

여기서 식 (17)은 굽힘파의 원거리 영역 성분에 대

한 분산 관계식이고 식 (18)은 굽힘파의 근접장 영

역 성분에 대한 분산 관계식이다.
식 (17)을 

의 범위에 따라 에 대해 정리하면 

다음과 같다.
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(20)

한편 식 (18)로부터  를 표현하면 다음과 같다.
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(21)

영역 ②와 ③을 반무한 평판으로 가정하고 영역 

②에서 두 평판 사이의 경계선으로 진동파가 입사

할 경우에는 경계선으로부터 반사파와 투과파가 생

성된다. 이를 고려하여 영역 ②와 ③에서의 변위 

와 를 각각 나타내면 다음과 같다.

  expexp
expexp (22)

 expexpexp (23)

두 평판 사이의 경계선에서는 다음과 같이 변위

와 기울기의 연속성을 만족해야 한다.

 ,  




 (24)

한편 힘과 모멘트의 평형 법칙도 만족해야 한다.

 ,    (25)

여기서 와 는 평판의 횡 방향에 대한 수직 

전단력과 굽힘모멘트이고 다음과 같이 각각 변위를 

사용하여 표현할 수 있다.
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(27)

한편 파동에 의해 전달되는 단위 길이당 파워의 

주기에 대한 시간 평균값은 해당 파동의 진폭이 

라고 할 때 다음과 같이 얻어진다.

  
 

 (28)

따라서 파워반사계수 와 파워투과계수 는 

각각 다음과 같이 얻을 수 있다.
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한편 과 는 영역 ③에서 경계선으로 입사하

는 경우에 대해 동일한 과정으로 구할 수 있다.

3. 계산 결과 및 분석

두개의 알루미늄 직교이방성 평판요소로 구성된 

구조물이 Fig. 1처럼 가장자리가 모두 단순지지되어 

있고 횡방향 점가진력이 왼쪽 평판 내에 단일주파수

로 작용하는 경우 파워흐름해석법을 적용하여 이로

부터 얻어진 결과(PFA solution)들을 가진주파수와 

내부손실계수 등을 변화시키면서 평판의 횡진동 운

동방정식에서 유도된 고전해(classical solution)와 비

교해 보았다. Fig. 2에서 보는 바와 같이 직교이방성 

평판의 가로 및 세로 길이는     m이고 두

께는    mm로 고려하였다. 직교이방성 평판의 

방향 굽힘 강성인 의 크기는 영역 ①, ②, ③에서 

모두 같고(Dy1= Dy2=Dy3), 방향 굽힘강성인 의 

크기는 영역 ①, ②에서는 의 크기보다 10배 작고 

(Dx1=Dx2=10×Dy1), 영역 ③에서는 의 크기보다 

20배 작다고(Dx3=20×Dy3) 가정하였다.  
먼저 Figs. 3, 4는 가진주파수가 1000 Hz이고 내

부손실계수가 0.2일 때 진동에너지 밀도의 공간적인 

분포와 파워의 전달경로를 나타낸 것이다. Fig. 3(a) 
와 Fig. 3(b)는 운동방정식으로부터 얻어진 에너지 

밀도의 고전해와 이 논문에서 개발된 파워흐름해석

법의 에너지 지배방정식으로부터 얻어진 에너지 밀

도의 근사해를 관찰할 수 있는데 두 결과를 비교해

보면 파워흐름해석법을 이용한 근사해가 고전해의 

전반적인 공간 분포를 잘 예측하고 있음을 알 수 

있다. 고주파수의 진동 응답은 일반적으로 공간상의 

변화가 심하고 실제적인 문제에서 대단히 불확실하

게 나타나기 때문에 응답의 국소적인 변화보다 구

조물 전반에 걸친 변화를 살피는 것이 더욱 바람직

하다(3~5).
한편 가진력에 의해 구조물 내부로 입력된 진동

파워는 다양한 경로를 통해 전달된다. 고주파 영역

에서 효과적인 제진 설계를 하기 위해서는 진동파

워의 지배적인 경로를 예측하는 것이 중요하다. 
Fig. 4(a)와 Fig. 4(b)의 결과들을 살펴보면 파워흐름

해석법이 진동파워의 지배적인 전달경로 예측에 유

용하게 사용될 수 있음을 할 수 있다.

(a) Classical solution

(b) PFA solution

Fig. 3 The energy density distributions in coupled 
orthotropic aluminum plates with Dy1= Dy2=
Dy3, Dx1=Dx2=10×Dy1 and Dx3=20×Dy3 when 
f=1 kHz and   

(a) Classical solution

(b) PFA solution

Fig. 4 The intensity fields in coupled orthotropic 
aluminum plates with Dy1= Dy2=Dy3, Dx1=
Dx2=10×Dy1 and Dx3=20×Dy3 when f=1 kHz 
and   
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(a) Classical solution

(b) PFA solution

Fig. 5 The energy density distributions in coupled 
orthotropic aluminum plates with Dy1= Dy2=
Dy3, Dx1=Dx2=10×Dy1 and Dx3=20×Dy3 when 
f=10 kHz and   

Fig. 5는 가진주파수를 10000 Hz로 증가시키고 

내부손실계수를 0.01로 감소시킨 경우의 진동에너

지 밀도의 공간적인 분포를 나타낸 것이다. Fig.
5(a)와 Fig. 3(a)의 비교를 통해서 고전해의 경우 내

부손실계수가 감소함으로써 진동에너지 밀도의 국

부적인 값의 변화는 내부손실계수가 큰 경우에 비

해서 더욱 심해진 것을 알 수 있다. 또한, Fig. 3의 

경우보다 내부손실계수를 감소시켜서 에너지 밀도

의 전반적인 변화가 심하지 않음을 확인할 수 있다. 
Fig. 3~4의 경우와 마찬가지로 Fig. 5의 경우도 파워

흐름해석법을 통한 근사해가 고전해의 전반적인 에

너지 분포를 잘 예측함을 알 수 있다. 
Fig. 5의 경우와 가진주파수를 동일하게 적용하고 

직교이방성 평판의 내부손실계수가 0.2로 증가하면 

Fig. 6에서 보듯이 파워흐름해석법을 통한 에너지 

밀도의 근사적인 분포와 고전해의 전반적인 에너지 

분포가 더욱 잘 일치함을 관찰할 수 있다. 또한, 

(a) Classical solution

(b) PFA solution

Fig. 6 The energy density distributions in coupled 
orthotropic aluminum plates with Dy1=
Dy2=Dy3, Dx1=Dx2=10×Dy1 and Dx3=20×Dy3 
when f=10 kHz and   .

내부손실계수가 증가하면 에너지 밀도의 전반적인 

공간 변화가 더욱 뚜렷해지는 것을 확인할 수 있다. 
한편, 평판의 굽힘 강성이 방향과 방향에 대해 

서로 다른 값을 가지므로 등방성 평판의 경우와 달

리 에너지 밀도가 가진 위치를 중심으로 굽힘강성

이 큰방향으로 잘 전달되는 것을 알 수 있다. 특히, 
Fig. 5에서 보듯이 감쇠가 큰 경우에 이러한 경향을 

더욱 뚜렷하게 관찰할 수 있다.

4. 결  론

이 논문에서는 단일주파수로 가진되고 평판의 굽

힘 강성이 방향과 방향이 다른 직교이방성 평판

요소들로 연성된 복합구조물의 진동에너지의 분포

와 진동파워의 전달경로를 예측하기 위해 파워흐름

해석법을 적용해보았다. 아울러 평판요소간의 연성

으로 인한 진동파워의 부분적인 투과와 반사를 고
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려하기 위해 파동전달법을 도입하여 수직으로 입사

하는 파동의 파워투과계수를 이용하였다. 구해진 결

과들은 직교이방성 평판의 횡진동 운동방정식으로

부터 유도된 고전해와 비교하였고 이로부터 파워흐

름해석법이 중·고주파 대역에서 연성된 직교이방성 

평판구조물의 진동에너지 분포와 진동파워 전달경

로의 예측에 유용하게 사용될 수 있음을 확인하였

다. 파워흐름해석법은 에너지를 기본 변수로 하기 

때문에 구조요소내의 지배적인 파워의 전달경로를 

쉽게 파악할 수 있어서 구조물의 제진설계에도 효

과적일 것으로 예상되었다. 
직교이방성 평판으로 구성된 복합구조물들은 임

의의 각을 가지고 여러면으로 연성된 경우가 보다 

일반적인 특성을 보여주므로 향후 이에 대한 연구

가 이루어져야 할 것으로 생각된다.
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