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ABSTRACT

Damping may change the response characteristics of nonlinear oscillations due to the parametric 
excitation of a thin cantilever beam. When the natural frequencies of the first bending and torsional 
modes are of the same order of magnitude, we can observe the one-to-one combination resonance in 
the perturbation analysis depending on the characteristic parameters. The nonlinear behavior about the 
combination resonance reveals a chaotic motion depending on the natural frequencies and damping 
ratio. We can analyze the chaotic dynamics by using the eigenvalue analysis of the perturbed 
components. In this paper, we derived the equations for autonomous system and solved them to 
obtain the characteristic equation. The stability analysis was carried out by examining the 
eigenvalues. Numerical integration gave the physical behavior of each mode for given parameters.

* 
1. 서  론

수직가진되는 얇은 평판의 비선형 진동 안정성은 

회전하는 보 또는 각종 마이크로 디바이스의 작동

에 많은 영향을 주게 된다. 이는 보의 자체 질량에 

의한 가진효과가 나타나는 매개가진 시스템으로 전

형적인 비선형 진동 시스템이다.
수직가진 보의 조합공진(combination resonance) 

현상은 Yamamoto(1)가 처음 이론적으로 연구한 바 

있고 Dugundji 등(2)은 이것을 이론과 실험으로 규

명했다. Hsu(3)는 비선형 감쇠를 매개가진 시스템에 

도입했고 Mukhopadhyay(4)는 비선형 감쇠를 포함하

여 조합공진을 재분석했다. Zhang 등(5)은 외팔보의 
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비선형 비평면 진동의 전체 분기현상과 혼돈역학

(chaotic dynamics)을 분석하고 공진현상으로 2:1 
내부공진, 1/2 분수조화공진(subharmonic resonance), 
주공진(primary resonance)을 가정했고 다중척도법

(method of multiple scale)을 사용하여 비선형 해

석을 하였다. Cartmell 등(6)은 방정식에 섭동법을 

적용시켜 비선형 거동에 관한 동특성 해석을 하고 

보의 끝에 또 하나의 보를 부착시키고 비선형 해석

을 하였다.
Bang 등(7)은 매개가진 시스템에서 일어나는 비평

면 비선형 운동의 일대 일 조합공진, 즉 1차 굽힘 

고유진동수와 1차 비틀림 고유진동수의 합 주파수

에서 일어나는 공진을 다중척도법을 사용하여 해석

했고 실험을 통해 검증한 바 있다. 이 연구에서는 

시스템의 지배방정식을 굽힘과 비틀림에 관한 연속

계 방정식으로 모델링하고 갤러킨 방법을 사용하여 

2자유도 방정식으로 변환시켜 마띠유 방정식
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(Mathieu equation)을 유도했다. 두 개의 연립 마띠

유 방정식에 다중척도법을 적용하여 일대 일 조합

공진이 발생하는 상황을 검토하였고 고유값을 계산

해서 시스템의 안정성을 판정할 수 있는 기준을 구

했다. 특히 고유값의 물리적 의미를 1차 굽힘과 1
차 비틀림의 진폭비로 나타낼 수 있다는 것을 확인

했다. 실험에서는 일대 일 조합공진을 규명하기 위

해 1차 굽힘 고유진동수 6.2 Hz와 1차 비틀림 고유

진동수 61.7 Hz의 합인 68 Hz에서 시스템을 가진하

여 비선형 모드로 진동하는 것을 확인했다.
앞 연구에서는 이론해석에서 감쇠를 고려하지 않

아 감쇠의 영향을 받는 복잡한 비선형 응답특성을 

구할 수 없었고 단지 개략적인 안정성 영역만을 구

하는 데 그쳤다. 실제로 여러 영역에서의 시스템 거

동을 계산하는 것은 조합공진의 특성을 분석하는 

데 필수적이다. 이 연구에서는 감쇠를 포함시켜 다

중척도법 해석을 수행하고 그 결과를 수치해석을 

통해 분석한다. 특히 조합공진 시 응답특성을 직접 

수치계산함으로써 감쇠를 비롯한 여러 조건에 따라 

시스템 응답이 어떻게 변화하는지를 검토했다.

2. 지배방정식

Bang(8)은 Bolotin(9)의 매개가진 구조진동 방정식과 

유사하게 수직가진되는 얇은 보에 대한 운동방정식

을 유도했다. 가진함수를 ( ) cosu t u t= Ω 라 하고 유도

된 굽힘, 비틀림 방정식은 다음과 같다. 이는 자체질

량 효과와 함께 중력의 영향도 고려한 것이다.

4
2

4 ( )[( ) ] 0
2y

d v mEI g u l z mv
dz

θ ′′− − − + = (1)

ll

( ) cosu t u t= Ω

Z

X
Y

Z

Y

v

θ

Fig. 1 Thin cantilever beam under harmonic exci-
tation

2( )[( ) ] 0
2
mGJ g u l z v Iθ θ′′ ′ ′− + − − + = (2)

여기서 yEI 와 GJ 는 각각 보의 굽힘 강성과 비틀

림 강성이고 yI 는 Y축에 대한 2차 면적모멘트, J
는 단면 극관성모멘트이다. m과 I는 보의 단위길이

당 질량과 관성모멘트이다. 보의 형상 및 좌표계는 

Fig. 1에 나타낸 것과 같다. 
보의 운동 ( , )v z t 와 ( , )z tθ 를 변위와 시간에 관한 

함수의 곱으로 변수분리하면 
1

( , ) ( ) ( )
N

i i
i

v z t l V z zη
=

≈ ∑ , 

1
( , ) ( ) ( )

N

i i
i

z t z zθ ϕ
=

≈ Θ∑ 를 얻고, 보의 1차 굽힘 모드

와 1차 비틀림 모드를 나타내는 시험함수 ( )iV z , 
( )i zΘ 를 써서 갤러킨 방법을 적용하면 다음과 같이 

운동방정식을 얻게 된다
(8). 이 단계에서 굽힘과 비틀

림 모드에 대한 모드감쇠비 Bζ 와 Tζ 를 도입한다.

2( ) 2 ( ) ( )B B Bt t tη ζ ω η ω η+ +

( cos ) ( ) 0B B t tδ μ ϕ+ + Ω =
(3)

여기서, 

4

2

3.52

0.1543

0.1543

yB
B

B

B
B

B

B
B

B

EIk
m ml

g
m l

u
m l

ω

αδ

ψμ

= =

= = −

= = − Ω

2( ) 2 ( ) ( )T T Tt t tϕ ζ ω ϕ ω ϕ+ +

( cos ) ( ) 0T T t tδ μ η+ + Ω =
(4)

여기서, 

2

2

1.57

0.7370

0.7370

T
T

T

T
T

T

T
T

T

k GJ
m Il

mlg
m I

ml u
m I

ω

αδ

ψμ

= =

= = −

= = − Ω

그리고 , , ,B B T Tα ψ α ψ 는 갤러킨 방법에서 구한 

적분항을 가리킨다(8).

3. 섭동법에 의한 비선형 해석
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3.1 다중척도법
식 (3), (4)에 섭동법을 적용하기 위해 척도변환을

적용하면 다음과 같이 된다. 

2( ) 2 ( ) ( )B B Bt t tη εζ ω η ω η+ +

( cos ) ( ) 0B B t tε δ μ ϕ+ + Ω =
(5)

2( ) 2 ( ) ( )T T Tt t tϕ εζ ω ϕ ω ϕ+ +

( cos ) ( ) 0T T t tε δ μ η+ + Ω =
(6)

다중척도법을 적용하기 위한 일반시간 t, 섭동시

간 tε , 미분연산자 D , 그리고 종속변수 η 와 ϕ 를 

아래와 같이 정의한다.

0 1,T t T tε= = (7)

0 1
0 1

d D D
dt T T

ε ε∂ ∂
= + = + +
∂ ∂

(8)

2
2

2
0 1 0 0 12 ( ) 2d D D D D D

dt
ε ε= + + = + + (9)

0 0 1 1 0 1( , ) ( , ) ( , )t T T T Tη ε η εη= + + (10)

0 0 1 1 0 1( , ) ( , ) ( , )t T T T Tϕ ε ϕ εϕ= + + (11)

식 (7)~(11)을 식 (5), (6)에 대입하고 계수를 비교

하여 섭동항을 차수에 따라 정리하면 다음과 같은 

식을 얻게 된다.

차수 
0ε :

2 2
0 0 0 0BD η ω η+ = (12)

2 2
0 0 0 0TD ϕ ω ϕ+ = (13)

차수 
1ε :

2 2
0 1 1 0 1 0 0 0

0 0

( ) ( ) 2 ( ) 2 ( )
( ) ( )cos

B B B

B B

D t t D D t D t
t t t

η ω η η ζ ω η
δ ϕ μ ϕ

+ = − −

− − Ω

(14)

2 2
0 1 1 0 1 0 0 0

0 0

( ) ( ) 2 ( ) 2 ( )
( ) ( )cos

T T T

T T

D t t D D t D t
t t t

ϕ ω ϕ ϕ ζ ω ϕ
δ η μ η

+ = − −

− − Ω

(15)

0ε 차수로부터 추출한 식 (12), (13)은 2계 상미

분방정식이고 그 해를 다음과 같이 정의할 수 있다.

0 0
0 0 1 1 1 1 1( , ) ( ) ( )B Bi T i TT T A T e A T eω ωη −= + (16)

0 0
0 0 1 2 1 2 1( , ) ( ) ( )T Ti T i TT T A T e A T eω ωϕ −= + (17)

여기서 1 2,A A 는 시스템의 진폭을 나타내는 값으로 

1T 의 함수이다. 1 2,A A 는 켤레복소수를 나타낸다.
식 (16), (17)을 식 (14), (15)에 대입하고 정리하

면 다음과 같이 된다.

2 2
0 1 1BD η ω η+

0121
1 2

1

[ 2 2 ]
2

Bi Ti TB
B B B

dAi i A A e e
dT

cc NST

ωσμω ζ ω= − − −

+ +

(18)

2 2
0 1 1TD ϕ ω ϕ+

0122
2 1

1

[ 2 2 ]
2

Ti Ti TT
T T T

dAi i A A e e
dT

cc NST

ωσμω ζ ω= − − −

+ +

(19)

여기서 cc는 켤레복소수, NST (not produce secular 
term)는 세큘러 항을 포함하지 않는 잔여항을 말한

다. σ 는 조합공진의 가진주파수를 조절하는 조절

매개변수(detuning parameter)이고, 일대 일 조합공

진에 대해 B Tω ω εσΩ ≈ + + 로 정의된다.
식 (18), (19)에서 세큘러 항을 제거하면 시스템 

특성을 나타내는 다음 두 방정식을 얻는다.

121
1 2

1

2 2
2

i TB
B B B

dAi i A A e
dT

σμω ζ ω+ + (20)

122
2 1

1

2 2
2

i TT
T T T

dAi i A A e
dT

σμω ζ ω+ + (21)

여기서 1 2,A A 는 조합공진 상태에서의 1차 굽힘과 1
차 비틀림의 진폭을 나타내고 1T 의 함수이다. 시간

에 따른 1A 과 2A 의 응답으로 조합공진 주파수에서 

시스템 안정성 해석을 할 수 있다.

3.2 시스템 안정석 해석

식 (20), (21)에서 1 2,A A를 다음과 같이 정의한다.

1
1 1 1

1( )
2

iA T a e β= (22)
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2
2 1 2

1( )
2

iA T a e β= (23)

여기서 1 2,a a 는 1차 굽힘과 1차 비틀림의 진폭을 

의미하고 1 2,β β 는 각 응답에 대한 위상변화를 의미

한다. 이 네 변수는 모두 1T 의 함수이다.
식 (22), (23)을 식 (20), (21)에 대입하고 실수부

와 허수부로 정리하면 다음과 같이 네 방정식을 얻

을 수 있다.

2
1 1 2 sin 0

4
B

B B Ba a aμω ζ ω γ′ + + = (24)

1 1 2 cos 0
4

B
B a aμω β γ′ − = (25)

2
2 2 1 sin 0

4
T

T T Ta a aμω ζ ω γ′ + + = (26)

2 2 1 cos 0
4

T
T a aμω β γ′ − = (27)

여기서

1 1 2Tγ σ β β= − − (28)

수치해석을 통해 위의 네 연립 미분방정식을 풀

면 여러 조건에 대한 응답특성을 구할 수 있다.
한편 조절매개변수로 안정영역을 나타내기 위해 

식 (24)~(28)을 자율계(autonomous system)로 나타

내면 다음과 같다.

1 2 1sin
4

B
B B

B

a a aμ γ ζ ω
ω

′ = − − (29)

2 1 2sin
4

T
T T

T

a a aμ γ ζ ω
ω

′ = − − (30)

2 1

1 2

cos
4 4

B T

B T

a a
a a
μ μγ σ γ
ω ω

⎛ ⎞
′ = − +⎜ ⎟

⎝ ⎠
(31)

정상상태를 고려하면 1 0a′ = 과 2 0a′ = 으로부터 다

음 식을 얻게 되고,

2 2
2 16sin B T B T

B T

ζ ζ ω ωγ
μ μ

= (32)

이 식과 0γ ′ = 으로부터 다음 결과를 얻게 된다.

2 2
2 1

1 2

161
4 4

B T B T B T

B T B T

a a
a a
μ μ ζ ζ ω ωσ
ω ω μ μ

⎛ ⎞
= ± + −⎜ ⎟

⎝ ⎠
(33)

여기서 감쇠효과를 조절매개변수 σ 에 포함시키면

2 2161
d

B T B T

B T

σσ
ζ ζ ω ω
μ μ

±
=

−
(34)

와 같이 나타낼 수 있고 이 조절매개변수로 고유값

을 표시하면 

21

2

1
4 2 4

T B T
d d

T B T

a
a
μ μ μλ σ σ
ω ω ω

⎡ ⎤
= = − ± −⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
(35)

와 같이 되어 Bang 등(7)에서 구한 비감쇠 진동의 

경우와 같은 형태로 표시되고 이는 1차 굽힘과 1차 

비틀림의 진폭비와 관계되는 물리적 특성을 지니게 

된다.

4. 수치계산 결과

4.1 감쇠를 고려한 안정성 해석
Bang 등(7)의 결과와 비교하기 위해 동일한 조건

에 대하여 고유값을 계산했다. 알루미늄 시편

(200×40×0.3 mm)에 대해 Bω 와 Tω 를 계산하고 충

분한 안정영역이 존재하도록 하는 작은 크기의 특

정 가진진폭 u=0.1 mm에 대하여 Bμ 와 Tμ 를 계산

했다. 이 값들을 이용하여 고유값 λ 를 구하면 다음

과 같다. 여기서 감쇠를 고려하려면 σ 대신 식 (34)
로 정의되는 dσ 를 대입하면 된다.

2 21 2.05
2

λ σ σ⎡ ⎤= − ± −⎣ ⎦ (36)

Fig. 2는 식 (36)으로 표시된 고유값의 그래프를 

플롯한 것이다. 점선은 비감쇠를 나타내고 실선은 

모드감쇠비를 0.005로 한 경우를 나타낸다. 비감쇠 

조건에서 원래 2.05 2.05σ− < < 로 정의되었던 불안

정 영역이 감쇠효과로 인하여 1.67 1.67σ− < < 로 

축소되었다. 감쇠비의 증가에 따라 불안정 영역이 

계속 축소되어 결국 불안정 영역이 소멸됨을 계산

을 통해 알 수 있었다.
여기서 중요한 점은 일대 일 조합공진이 불안정

한 거동을 보이는 구간을 섭동법을 이용한 비선형 

진동해석으로 구할 수 있고 특히 섭동 1차항으로 

정의되는 특성방정식에 대한 고유값 해석을 통해 
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시스템의 안정성을 정량적으로 정의할 수 있다는 

점이다. Bang 등(7)에서 고유값을 무차원화시킴으로

써 고유값이 1차 굽힘 모드와 1차 비틀림 모드의 

진폭비를 나타낸다는 것을 확인한 바 있었다. 따라

서 Fig. 2에서 비감쇠와 감쇠의 경우를 비교해보면 

감쇠효과는 이 진폭비를 크게 하므로 주로 비틀림 

모드에 더 크게 작용함을 알 수 있다. 여기서 고유

값의 허수부 그래프를 보면 불안정 영역이 더 명확

해진다.

4− 2− 0 2 4
10−

5−

0

5

10

R
ea

l

(a)

4− 2− 0 2 4

1−

0

1

Im
ag

in
ar

y

(b)

4− 2− 0 2 4
0

2

4

6

σ

A
bs

ol
ut

e

(c)

Fig. 2 Eigenvalue vs. detuning parameter (a) Real 
part, (b) Imaginary part, (c) Absolute value. 
Solid lines denote damped case and dotted 
lines denote undamped case

4.2 조합공진 영역에서의 시스템 거동
식 (24)∼(27)을 풀면 조합공진 영역에서의 시스

템거동을 여러 조건에 대해 분석할 수 있다. 안정 

영역과 불안정 영역에 대한 시스템 거동을 수치계

산을 통해 구했고 각각의 경우에 대해 감쇠와 비감

쇠 응답의 차이를 비교해 보았다.
수치계산 결과를 다음과 같이 직교좌표 성분으로

나타내어 굽힘과 비틀림의 진폭을 표시한다.

[ ]1 1 1 1 2 2
1( ) ( ) ( )
2

A T x T i x T= + (37)

[ ]2 1 3 1 4 2
1( ) ( ) ( )
2

A T x T i x T= + (38)

먼저 비감쇠인 경우에 불안정 영역에서의 응답특

성을 계산한 결과를 Fig. 3에 나타냈다. 시스템의 불

안정성이 너무 강력하게 나타나지 않도록 2σ = 인 

경우에 대해 응답을 계산했다. 굽힘 진동에 해당하

는 1A 의 실수부 1x 과 비틀림 진동에 대한 3x 을 비

교해보면 거의 같은 모양으로 진폭이 증가함을 알 

수 있다. 또 실수부와 허수부를 플롯한 Fig. 3(b)와 

(d)를 보면 굽힘과 비틀림 모두 나선형으로 진폭이 

증가하는 것을 알 수 있다. 비록 상당한 시간이 지난 

후에 진폭이 증가하는 것처럼 보이지만 사실은 초기

부터 계속 진폭이 증가하고 있으므로 시간 구간을 
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Fig. 3 The undamped response in the nonlinear 
oscillations under parametric excitation for 

2σ =  (a) the waveform on plane 1( , )t x , (b) 
the phase portrait on plane 1 2( , )x x , (c) the 
waveform on plane 3( , )t x , (d) the phase 
portrait on plane 3 4( , )x x
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어떻게 잡아도 거의 비슷한 패턴을 보여주게 된다. 
즉 고려된 구간의 60 % 지점부터 급격한 진폭증가

를 목격할 수 있었다.
Fig. 4는 Fig. 3과 같은 조건에 대하여 감쇠가 있

는 경우의 응답이다. 비감쇠 응답과 비교해서 뚜렷

한 차이점은 비틀림 응답에서 고유진동수의 영향이 

분명하게 나타나는 점이다. 원래 고유값 해석에 따

르면 안정 영역이지만 실제 수치계산 결과는 감쇠

의 영향으로 진폭이 세 자리 정도 작아졌어도 아직 

불안정한 특성을 보여주고 있다. 그리고 시스템 자

체의 불안정 특성보다 시스템 고유진동 특성이 더 

뚜렷하게 나타나고 있다. 이는 안정성 해석에서 확

인한 바와 같이 감쇠의 영향으로 시스템 불안정 영

역이 축소된 데 따른 결과이다. 
다음은 안정 영역에서의 시스템 거동을 보기 위

해 3σ = 인 경우에 대해 응답을 계산했다. Fig. 5는 

비감쇠인 경우로 진폭이 계속 일정하게 유지되면서 

고유진동 특성을 보여주고 있다. 안정한 영역에서는 

시스템의 고유진동의 영향이 뚜렷하게 나타나고 있

음을 볼 수 있다. Fig. 5(b)와 (d)는 조합공진에 따

른 진폭에 비해 비틀림 진동의 고유진동 특성이 더 

크게 나타나고 있다는 것을 보여준다. 이와 같이 실

수부와 허수부를 플롯함으로써 안정적인 비감쇠 응답

의 패턴은 일정한 직경의 원을 유지하면서 그 범위
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Fig. 4 The damped response in the nonlinear 
oscillations under parametric excitation for 

2σ =  (a) the waveform on plane 1( , )t x , 
(b) the phase portrait on plane 1 2( , )x x , (c) 
the waveform on plane 3( , )t x , (d) the phase 
portrait on plane 3 4( , )x x  

내에서 변화하는 양상을 갖는다는 것을 확인할 수 

있다. 이 경우는 조합공진 주파수에서 상당히 떨어

져 있는 경우로 조합공진의 효과보다 고유진동의 

효과가 더 크게 나타난다. 즉 조합공진에 따른 불안

정성이 거의 나타나지 않고 있다.
Fig. 6은 감쇠가 있는 경우의 응답을 플롯한 것이
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Fig. 5 The undamped response in the nonlinear 
oscillations under parametric excitation for 

3σ =  (a) the waveform on plane 1( , )t x , 
(b) the phase portrait on plane 1 2( , )x x , (c) 
the waveform on plane 3( , )t x , (d) the phase 
portrait on plane 3 4( , )x x
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Fig. 6 The damped response in the nonlinear 
oscillations under parametric excitation for 

3σ =  (a) the waveform on plane 1( , )t x , (b) 
the phase portrait on plane 1 2( , )x x , (c) the 
waveform on plane 3( , )t x , (d) the phase 
portrait on plane 3 4( , )x x  
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다. 여기서는 조합공진의 영향은 전혀 나타나지 않고  
굽힘과 비틀림의 고유진동 특성만 나타나고 있다. 
시스템의 안정 영역에서는 아주 작은 감쇠만으로도 

조합공진의 영향이 거의 사라진다는 것을 알 수 있

다. Fig. 3과 4에서 나선형으로 진폭이 증가하는 것

과는 반대로 여기서는 나선형으로 진폭이 감소되어 

가는 것을 볼 수 있다. 

5. 결  론

이 연구에서는 수직외팔보의 매개가진에 대한 비

선형 응답특성을 섭동법을 사용하여 구했다. 일대 

일 조합공진의 특성을 다중척도법을 사용하여 해석

하고 감쇠의 영향을 포함시켰다. 연구 결과 얻은 주

요 결론은 다음과 같다.
(1) 시스템의 지배방정식에 감쇠를 포함시켜 2자

유도 마띠유 방정식을 유도했다. 이 연립 마띠유 방

정식은 매개가진 시스템 해석의 기본방정식이 된다.
(2) 다중척도법을 사용하여 연립 마띠유 방정식

을 섭동해석하고, 일대 일 조합공진이 발생함을 확

인했다. 1ε 차수에 대해 유도된 식에서 세큘라 항을 

제거하여 특성 방정식을 구했다.
(3) 감쇠가 포함된 경우의 고유값 해석을 통해 

조합공진의 안정 영역을 정의하고 감쇠가 이 안정 

영역에 미치는 영향을 구했다. 감쇠비의 증가에 따

라 불안정 영역은 계속 축소되어 결국 소멸되는 것

을 확인했다.
(4) 조합공진 영역에서 시스템 특성을 나타내는 

비선형 방정식을 직접 수치적분해서 굽힘과 비틀림 

진동의 진폭의 변화를 구했다. 안정과 불안정 영역

의 경계에 해당하는 2σ = 인 경우에는 진폭이 계속 

증가함을 볼 수 있었고, 안정 영역에 해당하는 

3σ = 인 경우에는 진폭이 일정하거나 감소하는 것

을 볼 수 있었다.
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