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I. 연구의 필요성 및 의의

Freudenthal은 현상과 본질이라는 개념으로

수학화(mathematising)와 교수학적 현상학(the

didactical phenomenology)을 정의하면서, 학생들

이 수학적 지식의 배경이 되는 현상으로부터

수학적 지식인 본질을 이끌어내고 형식화해가

는 활동을 강조하였다. 그리고 교수학적 현상

학의 예로 함수를, 수학화의 예로 평행사변형

에 대한 내용을 제시하고 있다. 또한 그는 수

학 교수․학습에서 교사의 주도 아래 수학의

역사적 발달 과정을 단축된 형태로 재현하되,

선조들의 발명과정을 현재의 학습자의 상황에

서 재해석하여 재발명할 것을 주장하면서, 이

러한 수학적 지식의 발생 배경을 도입한 안내

된 재발명(guided re-invention) 방법을 제시하고

있다.1) Freudenthal의 연구는 수학적 지식의 생

성과정을 학생들이 경험하게 된다는 점에서,

그리고 그러한 수학적 지식의 동기와 목적 그

리고 과정적 의미를 인식하게 된다는 점에 그

의의가 있다.

그러나 그가 제시한 예들을 살펴보면, 논의

되는 주제 개개에 대한 현상에서 본질로의 선

형적 과정만 염두에 두고 있어 수학적 지식 간

의 연결성이나 개념 발생의 필연성, 특히 개념

을 형식화하는 과정에서 발생되는 수단적 의미

의 수학적 지식 등에 대한 고려가 이루어지지

않고 있다. 즉, 수학적 지식의 배경이 되는 현

상으로부터 본질인 수학적 지식으로 수렴해 가

는 사고활동에 대해서만 논의가 이루어지고 있

다.

그러나 수학적 지식의 형성 과정을 살펴보면

현상에 대한 본질을 구명해 내는 과정과 현상

에 대한 본질 이외에 이러한 본질을 구성하기

위하여 수단적 지식인 새로운 본질을 구명하는

경우가 있다. 전자는 현상에서 개념을 추출하

고 이를 수학적 언어를 사용하여 기호화 및 형

식화하는 것으로, 함수적 현상에서 함수의 개
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1) H. Freudenthal(1991), 김남희 외(2007), 정영옥(1997) 참고.

본 연구에서는 수학적 지식이 구명되고 형식화되는 과정을 ‘수학화(mathemati-

zation)’와 ‘곁가지의 수학화(byproduct mathematization)’란 개념으로 정의하고 분석하

였다. 수학화는 수학적 개념들 간의 내적연결성 및 당위성을 경험하도록 교수․학

습 활동을 구성하는데 있어 하나의 모델이 된다. 그리고 구체적 예로 ‘삼각함수의

연속성에 대한 수학화’와 ‘삼각함수의 덧셈정리의 곁가지의 수학화’를 구성하였다.

이러한 수학화는 교사의 전문성 신장을 위한 학문적 배경 지식을 주며, 가르칠 지

식에 대한 다양한 지도 관점을 제공한다.
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념을 추출하고 이로부터 함수의 형식적 정의라

는 본질을 구명하는 Freudenthal의 예를 생각할

수 있다. 후자의 경우는 지수법칙의 확장과정

에서 지수를 자연수에서 정수로 확장하여 정수

에서의 지수법칙이란 본질을 구성하기 위해,

   ,   

 을 정의하는 경우로 이들   

과   

 이 수단적 의미로 구명된 또 다른

본질이다. 이처럼 계통적 학문이며, 인간 활동

의 역사인 수학에서, 수학적 개념은 인간의 관

찰과 필요에 의해 현상으로부터 개념이 추출되

고, 그것을 수학적으로 형식화하려는 노력을

하게 되며, 그 과정에서 수단으로 사용할 수학

적 지식을 도입한다든지 구명해내게 되어 본질

을 완성하게 되는 경우들도 있다. 그리고 이러

한 수단적 지식들은 그 활용도에 따라 수학 내

에서 가치를 부여받게 되며, 또한 이렇게 형식

화된 수학적 지식들은 관계망을 이루며 새로운

수학적 지식의 형성에 기여하게 된다. 이러한

과정의 반복 및 확장을 통해 수학적 지식은 계

속 성장해 온 것이다. 이처럼 수학적 개념의

형성과정에는 전자와 같이 현상에서 본질이라

는 선형적인2)흐름을 가지는 경우와 후자와 같

이 현상에 대한 본질 이외에 ‘수단적 지식’의

산출과 이러한 수단적 지식의 ‘가치 창출 과정’

이라는 발산적 측면도 있다.

그러므로 본 연구에서는 하나의 수학적 개념

이 형식화되어 가는 과정과 그 과정에서 산출

되는 수단적 지식이 수학 내에서 어떻게 가치

를 정당화하여 가는지에 대해 논의하기 위하

여, Freudenthal이 주장하는 수학화(mathemati-

sing)의 개념에 수단적 지식의 창출이라는 발산

적 측면을 고려한 수학화로 ‘mathematization’을

재정의하며, 하위개념으로 ‘byproduct mathemati-

zation’이란 개념을 도입하여 이러한 수단적 지

식의 중요성 및 수학적 개념의 개연성 그리고

의의를 고찰하고, 그 예를 제시한다. 또한

mathematization은 Freudenthal의 '역사적 사실의

재구성‘을 보다 일반화하여 ‘학습자의 경험과

학습 수준에서 자연스러운 사고 흐름을 경험하

게 하는 수학적 개념들의 재구성’을 의미한다.

이는 수학화의 현상을 현대수학의 관계망 속에

서 선택하는 경우도 포함한다는 것으로 수학화

구성의 다양성을 보장한다.

가르칠 지식에 대한 학문적 배경을 맥락화하

는 이러한 수학화에 대한 연구를 통하여 ① 수

학과 교육과정에 대한 흐름 및 교육과정의 내

용에 대한 정당성을 줄 수 있으며, ② 교사가

가르칠 지식에 대한 교과 전문성을 갖출 수 있

으며, ③ 이러한 이해를 바탕으로 수학화 활동

을 구성하여 학습자들에게 의미 있는 학습 경

험을 제공할 수 있다.

[그림 I-1] 수학화의 의의

본 연구에서 ‘수학화’와 ‘수학화 활동’은 구

분 되는 개념으로, 수학화는 가르칠 지식에 대

한 학문적 이해와 교수․학습 활동의 당위성을

주는 교재론적 개념이며, 수학화 활동은 수학

화를 기초로 학생들의 활동을 구성하고 적용한

다는 교수학적 개념이다. 따라서 수학화는 교

사의 전문성 중 교과 지식의 영역에 대한 것이

2) Freudenthal은 다양한 현상으로부터 가르칠 지식인 본질을 구성하는 과정을 수학화라 하였는데, 이는 다양

한 현상으로부터 본질로 수렴하여 가는 과정으로 수학적 지식의 형성과정에서 보면 전자의 경우이며, 따

라서 상대적으로 수학화의 수렴적 측면이라 하였다.
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며 수학화 활동은 교수와 관련된 사항이다. 가

르칠 지식에 대한 다양한 수학화를 위해서는

학문적 지식을 갖추어야 하며, 다양한 수학화

예를 가지고 있을수록 학습자의 수준에 맞는

교수 ․학습 활동 구성이 가능하다.

II. 수학화와 곁가지의 수학화

1. Mathematization의 정의와 유형

Freudenthal과 Traffers는 현상에서 본질적 개

념을 추출하여 이를 수학적 수단으로 조직하는

‘수평적 수학화’와 이를 수학적 체계 내에서 더

높은 수준으로 전환하는 ‘수직적 수학화’를 주

장하였다. 그리고 수평적 수학화에서 시작하여

수학적 경험이 축적되면서 수직적 수학화가 시

작되는데, 이러한 전체 과정을 수학화(mathe-

matising)로 정의하고 있다.

본 연구에서는 Freudenthal의 수학화가 강조

한 현상에서 본질이라는 과정적 측면을 관점을

달리하여 현상 － 과정 － 산출 그리고 곁가지

라는 관점에서 다음의 세 가지 유형으로 수학

화를 분류하였다. 이는 현상으로부터 수학적

개념이 형성되어가는 ‘과정’과 ‘그 산물’이 강

조되어야 한다는 관점으로, 수학적 개념의 개

연성 및 당위성을 강조하기 위해서는 <유형 2>

와 <유형 3>에 대한 충분한 논의가 있어야 할

것이다. 이러한 논의는 교사가 수업을 구성할

때 시나리오(story making) 있는 지도가 가능하

게 도와줄 수 있으며, 더불어 학생들에게 수학

적 개념 발생의 동기와 창출 과정을 경험하게

하는 소재로 이용할 수 있는데, 이는 유의미한

학습이 이루어지도록 하는 수학하기(doing

math)의 경험을 제공할 수 있게 한다.

<유형 1> 첫 번째 유형은 현상으로부터 수

학적 개념을 추출하고, 이를 수학적으로 형식

화해가는 과정이다. 이 경우는 현상에 대해 하

나의 본질이 산출된다. 즉, 추출된 개념에 다른

수학적 현상인 수학적 지식들이 수단으로 투입

되어 이를 수학적으로 형식화해내는 경우인데,

주로 개념에 대한 수학적 정의가 이 유형에 해

당된다.

주기적 변화라는 현상에서 주기함수의 개념

을 추출하고, 이것을 6개의 삼각함수로 정의하

고 표현하는 과정이나 연속함수에 대한 연속의

정의를 형식화하는 과정 등이 이 유형의 예가

된다. 이를 도식화하면 다음과 같다.

[그림 II-1] 유형 1의 도식

<유형 2> 두 번째 유형은 현상으로부터 수

학적 개념이나 성질을 추출하고, 이를 수학적

으로 조직해가는 과정에서 목적하는 본질의 산

출 이외에도 이를 구명하기 위한 수단적 지식

이 산출되는 경우이다. 이러한 수단적 지식은

현상에 대한 본질은 아니지만, 본질의 구명을

가능하게 하는 중요한 역할을 한다. 이 수단적

지식은 교육과정에서 성질, 법칙 또는 정리라

불리는 경우가 많은데, 그러한 것에 대한 맥락

이나 가치에 대한 언급 없이 제시되고 있다.

그러나 이러한 수단적 지식이야말로 중요한 수

학적 개념을 형식화하기 위해 반드시 필요하다

는 필연적인 배경을 가지고 산출되는 것이므로

그에 대한 충분한 이해가 본질을 이해하는데도

중요함은 당연하다고 할 수 있다. 또한 이것은

수학적 지식 사이의 내적연결성을 경험하게 하

는 좋은 소재이기도 하다.

본 연구에서는 현상에서 본질로 수학화하는
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과정에서 파생되는 수단적 지식을 ‘byproduct(곁

가지)’3)라 부르기로 한다. 이러한 곁가지의 예

로 삼각함수의 연속성을 밝히는 수학화에서 수

단적 지식으로 구명되는 삼각함수의 덧셈정리

를 들 수 있다. 이를 도식화하면 다음과 같다.

[그림 II-2] 유형 2의 도식

<유형 3> <유형 2>에서 밝힌 수단적 지식인

곁가지는 그 자신이 현상이 되어, 또 다른 본

질을 구명하는 수단으로 쓰이게 된다. 이러한

활용 예가 많을수록 곁가지는 수학적 지식체

내에서 가치가 높아지며, 중요한 위치를 부여

받게 된다. 또한 곁가지는 그 자신도 수단적

역할을 하지만, 변형을 통해 파생된 개념들을

양산하게 되며 이들이 역시 수단적 지식으로

사용되게 된다.

이러한 곁가지의 가치 창출 과정을 ‘bypro-

duct mathematization(곁가지의 수학화)’라 부르

기로 한다. 이러한 예로 삼각함수의 덧셈정리

의 수학화를 들 수 있다.

[그림 II-3] 유형 3의 도식

이와 같이 ① 현상에서 본질을 구명해 가는

과정과 그 산물, ② 그 과정에서 구명되거나

정의되는 수단적 본질(곁가지)의 창출 그리고

③ 수단적 본질의 더 높은 수준으로의 가치 창

출 과정(곁가지의 수학화) 전체를 ‘mathemati-

zation(수학화)’이라 한다. 이때 현상과 본질이라

는 개념은 절대적인 것이 아니라 상대적인 것

이며, 이렇게 창출된 본질들은 통합되어 다른

개념을 위한 수학적 현상이 되며, 다시금 수학

화를 거치면서 새로운 본질을 형성하게 된다.

이러한 과정은 유기적인 구조를 형성하며, 이

를 통해 수학적 지식체는 성장해간다. 현대수

학의 구조는 복잡한 관계망을 형성하고 있으며

그로인해 하나의 수학적 개념에 대해 출발점인

현상을 다양하게 선택할 수 있다. 그러므로 역

사적․발생적 현상 이외에도 교육과정에서의

관점이나 학습자의 수준에 맞춘 수학화가 가능

하다.

[그림 II-4] 수학적 지식의 성장과정

지금까지 Freudenthal의 mathematising을 일반

론으로 받아들이면서 수학적 지식의 형성과정

과 그의 이론의 한계점을 고려하여 mathemati-

zation에 대한 논의를 하였다. 두 개념을 비교하

면 다음과 같다.

3) byproduct는 부산물이란 뜻이지만, 이 부산물이 다시금 수학화 과정을 통해 그 이상의 의미를 가지게 된다.

이 단어는 나무의 줄기가 성장해 가면서 곁가지가 생겨나고, 그 곁가지도 굵어지면서 다시금 곁가지와 잎

을 생성하는 이미지와 비유할 수 있어 ‘곁가지’라는 용어로 번역한다. 이 용어는 수학화와 곁가지의 수학

화가 상대적인 개념이며, 수학화의 개념까지도 고려한 것이다.
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mathematising mathematization
① 수학화 활동을

보다 강조하므

로 교수법적 관

점이다.

① 수학화의 구성을 강

조하므로 교재론적

관점이다.

② 국소적 주제를

다룬다.
② 수학적 지식간의 관

련성을 주제로 한다.
③ 현상과 본질의

맥락화이다.
③ 현상과 본질 그리고

수단적 지식의 맥락

화를 다룬다.

<표 II-1> mathematising과 mathematization

나. Byproduct Mathematization의 의의

Brunner는 교육의 과정 에서 지식의 구조를

학문의 기저를 이루고 있는 일반적인 아이디

어, 기본 개념, 원리 라고 정의하고 있다. 그는

구조 를 표면상에 나타나 눈으로 관찰 가능한

것이 아니라, 대상의 저변에 숨겨져 있는 특징

이라고 말하며, 구조를 찾는다는 것은 겉으로

나타난 개별적인 행동, 사건과 현상이 아니라,

그 모든 것들의 이면에서 그 사건과 현상들을

조정하는 규칙이나 원리라고 말하고 있다.

이것은 상황을 구성하고 있는 여러 요소들이

전체와 어떻게 관련되어 있는가를 파악했을

때, 통찰(insight)이 일어나며, 하나의 구조는

변형 과 전체성 이라는 양면성을 가지고 있음

을 의미하고 있다.

수학적인 개념의 이러한 양면성을 깨닫지 못

하고, 수학이 동떨어진 ‘단편적인 지식의 조각’

으로 제시되는 것을 교사들이 막아야 한다고

Whitehead(1994)는 주장하면서, 어떤 전반적인

구조에 알맞은 어떤 분명한 그림 없이 정보⋅

규칙⋅법칙 등의 조각 지식들의 교수에서 종종

발생하는 분열(fragmentation)을 반대하고 있다.

학생들이 이런 ‘죽은 지식’들로 그들의 머리를

꽉 채우고 시험에서 중요한 것을 끄집어내지

만, 대부분의 학생에게는 이런 모든 과정들이

분명한 목적이나 의미 없이 일어난다는 데 문

제가 있다.

수학의 교수․학습에서는 수학적 개념들 사

이의 상호관계 및 그것과 다른 학문과의 연계

를 깨닫게 해주는 것이 대단히 중요하다. 수학

에서는 어떤 개념을 연구하다가 파생되는 부산

물인 수단적 지식인 곁가지가 다시 하나의 연

구 주제가 되거나 다른 수학적 개념의 구명에

중요한 역할을 하게 되어 자신의 가치 부여를

하는 경우가 흔히 있음에도 불구하고, 그들 사

이의 연결성을 찾지 못하고 성질이나 법칙 또

는 정리라는 이름으로 연계성이나 활용성에 대

한 언급 없이 수학과 교육과정이나 수학 학습

에서 제시되고 있다. 이로 인해 인간의 자연스

러운 사고 과정과 필요성에 의해 성장해 온 유

의미한 지식이 그 빛을 잃고 있다.

본 연구에서 다룰 수단적 지식의 수학화는

지금까지의 수학화와는 본질적으로 다르기 때

문에, 이러한 수학화를 곁가지의 수학화(bypro-

duct mathematization)라 정의하고 그 가치를 제

고하고자 한다.

곁가지의 수학화는 본질인 개념을 수학적으

로 형식화하기 위하여 구명되므로 목적성 강한

지식이다. 그러므로 수학이 인류의 사고 활동

의 산물이며 문화유산이라는 수학교육 지도의

목적을 달성하는데 좋은 소재가 된다. 나아가

무의미한 수학적 지식들의 나열과 습득이 아니

라 관계망 및 개념망을 구성하게 하여 수학을

계통적으로 이해하게 하는데 도움을 준다. 이

것은 문제해결과정 그 자체이기도 하다.

이제 삼각함수가 연속함수임을 형식화하는

수학화와 이 과정에서 곁가지로 산출된 삼각함

수의 덧셈정리의 곁가지의 수학화를 예로 들어

보자.
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III. 연속함수 연구에 있어서

Mathematization

먼저, 연속함수의 정의를 살펴보자. 함수

    ℝ → ℝ가   에서 연속이다. 의 정의

는 다음을 의미한다：

(ⅰ) 가 존재한다.

(ⅱ) 만약 이 에 수렴하는 수열일 때,

lim
→∞

이 존재한다.

(ⅲ) lim
→∞

    lim
→∞

 이 성립한다.

그러나 함수   ℝ → ℝ가   에서 연속이

다. 는 대부분의 경우 극한의 교환가능성에 관

한 내용인 (ⅲ)을 채택하고 있다. (ⅲ)은 함수

  의 정의역에 있는 수열 이 에 수

렴할 때, 정의역에 있는 각 점 에 대한 함숫

값  이  에 수렴한다는 것을 의미한다.

즉 정의역에서의 수렴성이 치역에서 그대로 보

존된다는 것을 뜻하며, 따라서 연속함수의 가

장 큰 특징이 함수 와 극한(Limit)의 교환가능

성임을 알 수 있다.

우리는 주위의 자연현상에서 주기적인 변화

를 나타내는 현상을 발견하게 되고, 이것들을

수학적으로 다루려는 노력을 한다. 예를 들면,

그래프를 그려 본다든지, 독립변수 에 대한

함숫값을 계산하여 표로 나타내어 보는 활동을

한다든지, 아니면 이 결과를 실수로까지 확장

하면 어떤 경향성을 찾을 수 있을까 등을 생각

하는 것이다. 이러한 노력들은 이들 주기적인

변화를 수학적으로 다루기 위하여 형식화할 필

요로 이어지며, 수학적 표현인 사인함수

  sin 와 코사인함수   cos를 도입하게 되

고, 이 개념들을 바탕으로 탄젠트함수 등을 정

의하고, 이 함수들의 성질들을 고찰하게 된다.

이렇게 발견한 성질 중 ‘이들 함수가 연속이

다.’라는 것을 보이는 것이 삼각함수의 연속성

에 대한 mathematization의 예일 수 있다. 즉, 삼

각함수의 연속성에 대한 직관적 관찰을 형식화

할 필요가 생겼고, 따라서 연속의 정의를 적용

하여 이를 수학화하게 된다.

[1] 위의 정의를 바탕으로 사인함수   sin 
가 연속임을 보이자.   에서 이 함수가 연속

이기 위해서는 lim
→∞

 인 수열 에 대하여

lim
→∞

sin   sin lim
→∞



임을 보여야 한다. 우선, lim
→∞

  인 수열 

을 다음과 같이 구성하자 :

        ⋯     ⋯

 ≥  ≥⋯≥  ≥⋯ 

그러면 위 식의 우변은

sin lim
→∞

   sin lim
→∞

  

 sin   lim
→∞

sin 

이므로 위의 식은 다음과 같이 대체될 수 있다.

lim
→∞

sin    lim
→∞

sin 
즉,

lim
→∞

sin    sin 
 lim

→∞
sin     sin 

  ⋯⋯⋯⋯⋯ (*)

이 성립되어야 한다.

그러나 lim
→∞

sin    sin   을 증명하기

위해서는 sin   의 전개가 필요하게 된다.

현행 교과서에서는 공통적으로 ‘삼각함수의
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덧셈정리와 이에 따르는 여러 가지 공식을 유

도하자’는 내용으로 어떠한 이유에서 그리고

왜 그것들이 의미가 있는지에 대한 내용 없이

공식을 유도하는 과정을 다루고, 이를 적용하

는 문제를 다루고 있다. 또한 기본적인 삼각함

수의 공식인 덧셈정리에 대한 다양한 유도 과

정을 제시하고 있어 역사적․발생적 관점을 반

영하고 있는 것도 아니다. 그러나 어떤 방법이

든 이들 유도 과정은 그러한 지식을 구성하게

된 필요성과 다른 지식과의 관련성이 드러나게

구성되어야 한다. 다음은 교과서에 소개되고

있는 유도 방법들이다.

((주)두산) 벡터의 내적 이용

(금성교과서, 조태근 외)

두 점 사이의 거리 이용

(중앙교육진흥연구소)

일차변환에 의한 회전의 합성과 행렬이용

(금성교과서, 고동욱 외)

제이코사인법칙 이용

본 연구에서는 다음과 같은 방법으로 유도한다4).

각 , 가 예각이고, 게다가  가 예각일
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때는 다음과 같이 증명할 수 있다. 각 , 가

임의의 각일 때는 뒤에서 증명하기로 한다.

우선 그림과 같이 각  인 상황을 각각  ,

를 한 각으로 하는 두 직각삼각형 ∆OAB와
∆OBK의 접하는 상황으로 둔다.

[그림 III-1]

점 O에서 반직선 OX, OY, OZ을 차례로 그어

∠X OY  , ∠Y OZ 라고 하면, ∠X OZ   이

다. OZ 위의 점 A에서 OX, OY에 수선 AH, AB

를 내리고 OA  로 두면,

AB AO sin sin

이다. 점 B에서 OX, AH에 수선 BK, BL를 내

리면,

LH  BK  OB sin sinsin
이고,

AL AB cos cossin
이고, 또

AH  AO sin    sin   

이고,

AH  LH  AL

이므로

sin    sin cos  cossin 
⋯⋯⋯⋯⋯ (★)

이다. (★)의 등식에  대신에  라 두고,

sin   , cos  가 각각  sin , cos와 같다는

것에 주의하면,

좌변은 sin   

우변은 sincos   cossin   

 sincos cossin

이다. 이것으로부터

sin     sin cos  cossin 

가 성립한다는 것을 알 수 있다. 이 전개를 바

탕으로 (*)식은

sin     sin 
 sin cos cossin  sin 
 sin cos   cos sin 

이 되므로 (*)식은

lim
→∞

sin     sin 
 lim

→∞
sin cos  cos sin 

 sin  lim
→∞

cos  cos lim
→∞

sin 

 

4) Mathematization은 역사 발생적 원리를 포함하지만 현대수학의 구조 속에서의 재구성으로 확장된 개념이다.

따라서 교육과정의 지도 관점을 더 우선적으로 고려하며 수학적 개념들 간의 내적 연결성을 자연스러운

사고흐름 속에 필연성과 당위성을 드러내게 하는데 더욱 초점을 두고 있다. 삼각함수의 덧셈 정리를 삼각

비나 일반각의 지도 관점에서 구성을 한다면 알고 있는 몇 개의 특수각의 값으로부터 일반적인 각의 삼각

비를 구하기 위한 필연성으로 구성할 수 있다. 따라서 수학화는 지도 영역의 내용 및 관점에 따라 다양하

게 구성할 수 있다.
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이어야 한다. 따라서 임의의 a에 대하여 성립

하려면

lim
→∞

  일 때, lim
→∞

cos  이고,

lim
→∞

sin    이어야 한다.

이 과정에서 cos    sin   이 정의된다.

즉, 사인함수의 연속성을 형식화하는 과정에서

수단적 지식으로 삼각함수의 덧셈정리와 사인

함수, 코사인함수의 0에서의 함숫값에 대한 형

식적 정의가 생겨났는데, 이것이 ‘곁가지’이다.

따라서 이는 <유형 2>에 해당한다. 그리고 이

들을 다시 연구 주제로 삼아 수학적 지식으로

구명하게 되는데, 이 과정이 바로 ‘곁가지의 수

학화’이다.

[2] 다음으로 코사인함수가 연속임을 보이자.

  에서 이 함수가 연속이기 위해서는

lim
→∞

  인 수열 에 대하여

lim
→∞

cos    cos lim
→∞

 

임을 보여야 한다. 우선, lim
→∞

  인 수열 

을 다음과 같이 구성하자：

        ⋯

    ⋯

 ≥  ≥⋯≥  ≥⋯ 

그러면 위 식의 우변은

coslim
→∞

   coslim
→∞

  

 cos   lim
→∞

cos

이므로 위의 식은 다음과 같이 대체될 수 있다.

lim
→∞

cos   lim
→∞

cos

즉,

lim
→∞

cos  cos
 lim

→∞
cos    cos 

  ⋯⋯⋯⋯⋯ (**)

이 성립되어야 하다.

그러나 lim
→∞

cos   cos  을 증명하기

위해서는 cos   의 전개가 필요하다.

각 , 가 예각이고, 게다가  가 예각일

때는 다음과 같이 간단하게 증명할 수 있다.

각 , 가 임의의 각일 때는 다음 절에서 증명

하기로 한다.

[그림 III-1]에서, 점 O에서 반직선 OX, OY,

OZ을 차례로 그어 ∠X OY , , ∠Y OZ  라고

하면, ∠X OZ   이다. OZ 위의 점 A에서

OX, OY에 수선 AH, AB를 내리고 OA  로

두면,

OB AO cos cos

이다. 점 B에서 OX, AH에 수선 BK, BL를 내

리면,

OK  OB cos coscos

이고,

HK  LB AB sin sinsin

이고, 또
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OH  AO cos   cos 

이고,

OH  OK  HK

이므로

cos     coscos  sinsin
⋯⋯⋯⋯⋯ (★★)

이다. (★★)의 등식에  대신에  라 두고,

sin    , cos  가 각각  sin , cos와 같다는

것을 주의하면,

좌변은 cos 

우변은 coscos   sinsin  

 coscos  sinsin

이다. 이것으로부터

cos   coscos sinsin

이 성립한다는 것을 알 수 있다.

이 전개를 바탕으로 (**)식은

cos     cos 
 cos cos sin sin  cos
 cos cos   sin sin 

이 되므로

lim
→∞

cos     cos 
 lim

→∞
cos cos  sin sin 

 cos  lim
→∞

cos  sin  lim
→∞

sin 

 

이어야 한다.

위 식이 항상 성립하려면 lim
→∞

  일 때

lim
→∞

cos  이고, lim
→∞

sin   이어야 한다.

이 과정에서 cos    sin   이 정의되는데,

이것은 사인함수에서 얻은 결과와 일치한다.

[3] 여기에서는 탄젠트함수에 대해서 생각해

보자. 탄젠트함수 tan  cos
sin 

이므로 이 함수는

cos 의 값이 이 아닌 영역, 즉

   ≠ 

 인 모든 실수 ∈ℤ

에서 정의된다. 이제, 탄젠트함수가 연속임을

보이자. 연속의 정의에 따라 임의의   에서

이 함수가 연속이기 위해서는 lim
→∞

  인 수열

에 대하여

lim
→∞

tan    tan lim
→∞

 

임을 보여야 한다. 이후의 증명은 사인함수와

코사인함수에서와 다룬 것과 마찬가지 방법으

로 할 수 있지만, 여기에서는 사인함수와 코사

인함수가 연속함수라는 결과를 이용하여 증명

한다.

  tan 의 정의역에서   sin 와 y=cos x

가 연속함수이므로

lim
→∞

sin    sin lim
→∞

 

이고,

lim
→∞

cos   coslim
→∞

 
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이다. 그러므로 극한의 성질을 이용하면,

lim
→∞

tan    lim
→∞
cos  
sin  

lim
→∞

cos 
lim
→∞

sin  

coslim
→∞

 

sin lim
→∞

 

cos 
sin 

 tan   tan lim
→∞



이므로 탄젠트함수는 연속함수이다.

탄젠트함수는 사인함수와 코사인함수로부터

생성된 함수이므로 수단적 지식인 삼각함수의

덧셈정리를 탄젠트함수에 대해 생각할 수 있다.

IV. 삼각함수의 덧셈정리의

Byproduct Mathematization

함수의 연속성을 연구할 때, 앞 절의 [1], [2]

[3]을 이용하여 삼각함수의 연속성을 보이는 과

정을 연속성에 대한 ‘수학화’ 과정이라고 할 수

있다. 이 과정에서 다음과 같은 삼각함수의 덧

셈정리

sin ±    sin cos  ± cossin 
cos ±    coscos ∓ sin sin 
tan ±  ∓ tan  tan 

tan ± tan  (복부호 동순)

를 곁가지(byproduct)로 얻었다.

각 , 가 임의의 각일 때, 이것의 증명은

다음과 같은 방법으로 할 수 있다.

<증명> 좌표평면 위에 각의 크기 , 를 나타

내는 동경과 중심이 원점인 단위원과의 교점을

각각 P  Q라 하면 P cos sin , Q cos sin 이
다. 그리고∠POQ       이다. 여기서 은

정수이다. 두 점 P , Q 사이의 거리를 생각하면

PQ  cos  cos sin  sin
   coscos sinsin

가 성립한다. 다음으로 △OPQ 에서 제이코사인

법칙을 적용하면,

PQ   OP  OQ  OP⋅OQ cos∠POQ
    cos   

   cos 

이므로

cos   coscos sinsin

가 성립한다. 위의 식에서  대신에  라 두면,

cos    coscos    sinsin   

 coscos  sinsin

이 성립한다. 위의 식에서  대신에 

 라

두면,

cos

   

 coscos

   sinsin


  

즉,

 sin    cos sin  sincos

이므로

sin    sincos  cossin

가 성립한다.
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[그림 IV-1]

이 증명방법 이외에도 작도에 의한 증명 등이

있다.

그러나 이들 삼각함수의 덧셈정리는 삼각함

수의 연속성을 형식화하는 수단에 그치는 것이

아니라, 그 자신이 또 하나의 현상이 되어 다

시 다른 수학화를 이루게 되어, 수학 내에서의

자신의 가치를 강화하게 된다. 이렇게 곁가지

인 삼각함수의 덧셈정리가 또 다시 수학화를

하는 것을 곁가지의 수학화(byproduct mathe-

matization)라 한다.

이제, 삼각함수의 덧셈정리가 다시 수학에

서 하나의 연구 주제가 되어 수학화되어 가는

과정을 살펴보자.

<예 1> 먼저,   인 경우를 생각해보는 것

은 자연스럽다. 이로부터 삼각함수의 덧셈정리

는 다음과 같이 된다：

sin   sin cos cossin 
 sin cos ⋯⋯⋯⋯⋯ ①

 sin 

sin   sin cos cossin 
  ⋯⋯⋯⋯⋯ ②

 sin 

cos   coscos sin sin 

 cos  sin  ⋯⋯⋯⋯ ③

 cos 

cos   coscos sin sin 
 cos  sin  ⋯⋯⋯⋯ ④

 

 cos 

tan  
 tan 

tan 
⋯⋯⋯ ⑤

 tan 

tan  
 tan 

tan tan

  ⋯⋯⋯⋯⋯ ⑥

 tan 

여기서 ①, ③, ⑤는 ‘배각의 공식’이라 부르

며, ②, ④, ⑥은 삼각함수의 연속성을 증명하는

과정에서 정의한 값들과 일치함을 알 수 있다.

<예 2> 앞에서 얻은 배각의 공식 가운데 ‘코

사인 배각의 공식’은 활용의 범위가 매우 넓다.

특히 ‘코사인 배각의 공식’으로부터 ‘반각의 공

식’을 유도하게 된다：코사인 배각의 공식

cos   cos sin 로부터

cos   cos  sin

 cos  cos  cos 

이고,

cos   cos  sin 

  sin sin    sin 

이다. 그러므로
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sin 
 cos

cos
 cos

을 얻을 수 있으며, 이들로부터

tan  cos
 cos

가 유도된다. 위의 식들에  대신 
 를 대입하

면, 다음과 같은 식을 얻을 수 있는데, 이를

‘반각의 공식’ 이라 한다：

sin 




 cos

cos



 cos

tan 


 cos

 cos

<예 3> ‘배각의 공식’을 와 에 응용하여

변형하면, 다음과 같은 ‘3배각의 공식’을 유도

할 수 있다：

sin  sin  

 sin cos cos sin
 sincos cos sin sin

 cos sin cos
 sin cos sin  sin cos
  sin cos sin 

  sin  sin  sin

  sin  sin sin 

  sin  sin

cos cos  

 cos cos sin sin
 coscos cos sin sin

 sinsin cos
 cos cos sin  sin cos

 cos cos sin 

 cos  cos  cos
 cos  cos  cos
  cos   cos

<예 4> ‘코사인의 3배각의 공식’은 유명한 3

대 작도불가능문제인 ‘각의 3등분은 작도할 수

없다.’는 사실을 증명하는데 중요한 역할을 하

게 된다. 이것에 대해 살펴보면 다음과 같다：

각 를 작도하는 것은 길이가 ｜cos｜ 인 선

분을 작도하는 것과 같다. 각 ∘는 작도 가능

하지만, ∘를 3등분 할 수 없음을 증명한다.

3배각의 공식 cos  cos   cos에   

이면 cos  
 이므로

cos  

  cos   cos 

가 된다. 이 때 cos∘를 라 두면, 는 방정식

     의 한 근이 된다. 이때, 다항식

     이 기약임을 밝히기 위해서 ℤ   

안에서 기약임을 보이면 된다.

이제 ℤ   에서    의 인자로 될

수 있는 다항식은    ±  ,    ±  ,    ±  ,

  ± 이지만, ± 
 , ± 

 , ± 
 , ±은

     의 근이 될 수 없기 때문에,

Eisenstein판정법에 의해     은 ℚ 위

에서 기약(irreducible)이다. 따라서

dim     ≠ 

이므로 cos  는 작도불가능이다.

그렇다면, 왜 ‘4배각의 공식’은 다루지 않는

가? 현행 교과서에서는 4배각 문제들은 단순히

계산에만 활용되고 있을 뿐, 그것이 수학 내에
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서 가지는 활용도가 떨어지기 때문에, 즉 가치

를 부여하는 것 자체가 의미가 덜 하기 때문에

다루지 않고 있다.

<예 5> 곱을 합․차로 고치는 공식

지금까지는 삼각함수의 덧셈정리를 각에 초

점을 맞춰 변형하는 과정을 생각하였다. 이제

삼각함수의 덧셈정리 결과를 서로 더하거나 빼

는 것을 생각해보자：

sin    sin cos  cossin 
sin    sin cos  cossin 
cos   coscos  sin sin 
cos   coscos  sin sin 

에서 자기 자신과의 합과 차는 의미가 없다.

따라서 생각할 수 있는 경우는 다른 것들과의

합과 차인데, 단순 나열이 아닌 규칙성이 주어

지는 것은 다음 네 가지이다：

sin    sin  

 sincos  cossin  sincos  cossin
 sincos

sin    sin  

 sincos  cossin  sincos  cossin
 cossin

cos    cos 

 coscos  sinsin  coscos  sinsin
 coscos

cos    cos 

 coscos  sinsin  coscos  sinsin
 sinsin

이것으로부터 곱을 합․차로 고치는 공식을 얻

었다：

sincos  

sin    sin   

cossin  

sin    sin   

coscos  

cos   cos   

sinsin  

cos    cos 

이렇게 발전시킨 삼각함수에 관한 공식들은

① 특수각에 대한 삼각함수의 함숫값을 이용하

여 임의의 각에 대한 삼각함수의 값을 구하기,

② 미적분학, ③ 극좌표를 이용하여 복소수를

시각화하고 연산을 정의하는데 있어 드 므와부

르의 정리와 함께 활용되면서 그 활용가치를

높여가게 된다. 예를 들어 삼각함수의 덧셈정

리는 <예 5>로 전개되고, 이 공식은 Fourier의

급수를 향하여 수학화된다. Fourier의 급수는 구

간    에서 주어진 함수  를 그 구간에서

의 삼각함수의 급수로 근사시키는 것인데, 여

기에서 급수의 계수를 구하는데 삼각함수의 공

식이 사용된다. 다음은 덧셈 정리의 곁가지의

수학화(유형 3)에 대한 도식이다.

[그림 IV-2] 덧셈정리의 곁가지의 수학화
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V. 결론 및 제언

위에서 살펴본 것처럼, 삼각함수가 연속함수

임을 형식화하는 과정에서 수단적 지식으로 구

명된 삼각함수의 덧셈정리는 그 자신이 다시금

현상이 되어 새로운 본질을 형성해 가면서 수

학화되어 간다. 이 과정을 통해 수단적 지식이

었던 삼각함수의 덧셈정리는 가치를 인정받게

된다. 이렇게 수학화된 지식들은 삼각함수 전

반에 대한 지식체를 구성하며, 이 지식체는 또

다시 현상이 되어 새로운 개념을 형성하고, 그

과정에서 또 다른 수단적 지식이 산출된다, 이

러한 현상과 본질의 양면성에 의하여 수학적

지식은 성장해 가게 된다.

바꾸어 말하면, 부수적으로 얻어진 수학적

사실이 다시금 수학화를 통해 가치가 부여됨으

로써 원래의 수학화에서 파생된 곁가지의 수학

화가 이루어지며, 이러한 수학화들이 유기적

관계를 형성하며 수학적 지식체를 형성해 가게

된다.

우리나라의 수학과 교육과정에 있는 내용들

은 이러한 수학적 지식의 유기적인 관계 또는

연결고리에 대한 심사숙고 없이 공식 등을 맹

목적으로 기억하여 계산하는데만 집중하고 있

어 학습에 대한 의미부여 또는 동기유발이 되

지 않은 채 낱개의 지식으로 열거되고 있다.

이는 현행 교육과정이 학습자의 학습부담 경감

이란 목적에 맞추어 이러한 연결성에 대한 고

려 없이 인위적으로 30%를 삭감하면서 더욱

심화되었다.

그러나 앞에서 말한 수학화 과정 또는 곁가

지의 수학화 과정 전체를 학생들이 자연스런

사고과정에 따라 경험하게 된다면, 수학적 지

식에 대한 이해가 깊어질 뿐 아니라, 그 수학

적 지식의 발생 동기, 목적, 수학 내에서의 기

여도 등에 대해 스스로 의미를 부여할 수 있을

것이다. 더욱이 어떤 필요성에 의해 그런 형태

로 수학적 지식이 만들어질 수밖에 없었던가?

하는 필연성을 느끼고, 학생 스스로가 그런 형

태를 구성해내도록 하는 것이야말로 수학자들

의 사고활동 그대로를 경험하게 하는 것이 되

므로 학습자가 학습의 주체가 되는데 무엇보다

도 중요하다고 하겠다.

본 연구는 교사의 전문성의 한 요소인 교과

에 대한 학문적 이해를 높이려는 관점에서 논

의되었다. 그러나 가르칠 지식의 학문적 배경

을 밝히는 과정에서 수학적 개념들 간의 관련

성이 파악되므로 교육과정의 틀을 구성하는데

있어 이론적 배경으로 활용될 수 있다 또한 이

를 수학화 활동을 위한 소재로도 재구성하여

활용함으로써 학습자들에게 유의미한 학습을

경험하게 할 수 있다.

그러므로 이를 위하여 교사들은 해당 학년에

서 배울 수학적 내용이나 개념들이 어떻게 성

장하여 왔는지에 대한 충분한 교재 연구를 해

야 할뿐만 아니라, 이러한 수학적 지식의 생성

과정이 잘 드러나도록 수업을 재구성하고자 하

는 노력이 필요하다. 이러한 교사들의 노력에

단초가 될 다양한 수학적 개념에 대한 수학화

모델을 개발하는 것이 앞으로의 과제이며, 나

아가 수업에 적용했을 때의 효과에 대한 연구

가 필요하다고 하겠다.
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A Study of Byproduct Mathematization

Kim, Boo Yoon (Pusan National University)
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Concepts in mathematics have been

formulated for unifying and abstractizing

materials in mathematics. In this procedure,

usually some developments happen by

necessity as well as for their own rights, so

that various interesting materials can be

produced as byproducts. These byproducts

can also be established by themselves

mathematically, which is called byproduct

mathematization (sub-mathematization). As

result, mathematization and its byproduct

mathematization interrelated to be developed
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to obtain interesting results and concepts in

mathematics.

In this paper, we provide explicit example

s：the mathematization is the continuity of

trigonometric functions, while its byproduct

mathematization is various trigonometric

identities. This suggestion for explaining and

showing mathematization as well as its

byproduct mathematization enhance students

to understand trigonometric functions and

their related interesting materials.


