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ABSTRACT

A method for the identification of structural characteristic parameters of a steel bar in the matrices 
form such as stiffness matrices and mass matrices from frequency response function(FRF) by genetic 
algorithm is proposed. As the method is based on the finite element method(FEM), the obtained ma-
trices have perfect physical meanings if the FRFs got from the analysis and the FRFs from the ex-
periments were well coincident each other. The identified characteristic matrices from the FRFs with 
maximun 40 % of random errors by the genetic algorithm are coincident with the characteristic ma-
trices from exact FEM FRFs well each other. The fitted element diameters by using only 2 points 
experimental FRFs are similar to the actual diameters of the bar. The fitted FRFs are good accord-
ance with the experimental FRFs on the graphs. FRFs of the rest 9 points not used for calculating 
could be fitted even well.
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1. 서  론

구조물의 동적 거동을 예측하기 위하여 유한요소

법은 거의 필수적인 해석 도구가 되었다. 설계 단계

에서는 물론이고 문제 해결에도 반드시 이용하는 

도구로 유한요소법이 그 자리를 확고히 하고 있다. 
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한편으로는 구조 형상이 복잡하거나 감쇠가 큰 경

우 유한요소법에 의한 해석이 실제와 차이가 나기 

때문에 실험으로 구조물 일부분에 대한 구조특성행

렬을 구하고자 하는 욕구도 많았었다. 
처음의 시도는 실험 주파수응답함수로부터 고유진

동수와 고유진동형을 구한 뒤 이들과 강성행렬 및 질

량행렬 사이의 수학적 관계로부터 특성행렬을 구하려

는 것이었다(1,2). 그러나 이 방법은 실험 범위내에 존

재하는 고유진동수의 개수에 의하여 자유도가 제한

되고, 또 회전 자유도에 대한 주파수응답함수를 측정

할 수 없는 현실 등으로 큰 진전을 보지 못하였다.
다음으로 등장한 방법은 조화 진동 응답 운동방

정식에 직접 주파수응답함수를 넣어 강성행렬과 질

량행렬의 각 요소를 미지수로 하여 최소자승법으로 

푸는 시도들이 있었지만 자유도의 증가로 인한 미

지수의 기하급수적인 증가와, 초기값 설정의 잘못으

로 생긴 국부 수렴 현상으로 시간이 많이 걸리고 

수렴하지 않는 등의 단점이 있고, 또 구하여진 특성

행렬이 물리적인 의미를 가지는가에 대하여서는 의

문의 여지가 있다(3~6).
최근 국내의 연구로는 김(7) 등이 가중행렬을 사

용하여 역행렬 계산 과정을 줄여 오차를 줄이는 연

구를 하였으나 단지 4자유도의 모델에 대하여서도  

최소 오차가 24 %에 이르러 아직 실용상으로는 문

제가 있다.
한편으로는 구조물의 고유진동수와 고유진동형을 

정확히 추출해내는 연구도 계속되고 있다. 이 방면

의 대표적인 선두 주자는 당연 Ibrahim을 들 수 있

다(8). 국내에서도 민(9,10)이 많은 연구를 하였고, 상

당히 성과를 거두었으나 주파수응답함수의 정확도

가 높은 주파수 범위 내에서 이루어진 단점이 있다.
이 논문에서는 주파수응답함수를 이용하여 직접 

구조특성행렬을 구하는 방법을 쓰지 않고 유한요소

법의 개념을 이용하여 특성행렬을 좌우하는 봉의 

직경을 변수로 하여 직경을 직접 찾아가는 방법을 

제안한다. 이제까지의 방법에서 문제가 되었던 특성

행렬의 물리적인 의미에서 완전히 자유로워지고, 유

한요소법을 이용하기 때문에 정확한 치수만 찾아내

면 당연한 결과로써 정확한 고유진동수와 고유진동

형까지 구할 수 있게 된다. 또 기존의 방법은 자유

도가 증가하면 자유도의 제곱에 비례하여 구하여야 

할 미지수가 증가하지만 제안한 방법은 자유도가 

증가하면 자유도에 비례하여 요소의 수가 증가하므

로 미지수도 요소의 수에 비례하여서만 커진다. 

2. 강봉의 진동해석

2.1 주파수응답함수
비감쇠 자유진동방정식은 다음과 같이 쓸 수 있다.

   (1)

여기에서 조화가진력이 작용한다고 하면 주파수응

답함수 는 다음과 같이 구할 수 있다.

 (2)

 (3)

    (4)

  

  (5)

   (6)

2.2 강봉의 유한요소 모델
Fig. 1과 같이 강봉의 한 요소의 길이가 이고, 

직경이 , x축에 대한 면적관성모멘트가  , 밀도

가 인 강봉의 강성행렬과 질량행렬은 다음과 같이  

쓸 수 있다.
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Fig. 1 The model of ith finite element

Fig. 2 The FEM model of a beam

Fig. 3 The Comparison between an experimental FRF 
and a FRF of FEM analysis

각각의 요소의 강성행렬과 질량행렬을 구하여 더

하면 강봉 전체에 대한 강성행렬과 질량행렬을 구

할 수 있어서 식 (6)으로부터 유한요소 모델에 대한 

주파수응답함수를 얻을 수 있다.

2.3 강봉의 진동해석과 실험
이 논문에서는 Fig. 2와 같은 길이 2000 mm, 직

경 23 mm, 밀도 7850 kg/m3인 강봉을 10 등분하여 

양단 자유의 경계조건에 대한 해석과 실험을 수행

하였다. Fig. 3은 절점 1을 가진하여 얻은 그 점에 

대한 FEM 해석 주파수응답함수와 실험 주파수응답

함수를 비교한 그림이다. FEM해석 주파수응답함수

의 공진점에서의 크기가 무한히 커지지 않는 것은 

식 (14)로 FRF를 구할 때 주파수를 1 Hz 간격으로 

계산하여 이 주파수가 정확하게 소수점 아래까지 

고유진동수와 일치하는 일이 생기지 않기 때문이다.
대체로 실험 범위 내에서 두 개의 그래프가 잘 

일치하고 있어서 이는 유한요소 해석법의 유효성을 

보여준다. 
그러나 두 주파수응답함수의 그래프가 완벽하게 

일치하지 않는 것은 식 (7)과 식 (8)로 나타내는 유

한요소가 완벽하게 보 구조물의 강성행렬과 질량행

렬을 나타낼 수 없음을 말해주고 있다.

3. 유전알고리즘

3.1 목적함수
여기에서는 구조특성행렬인 강성행렬과 질량행렬

의 요소를 미지수로 두지 않고 봉의 직경을 미지수

로 두고, 각 요소별로 가정한 두께로부터 식 (7)과 

식 (8)에서 각각의 유한요소의 강성행렬과 질량행렬

을 구하여 식 (6)으로부터 주파수응답함수를 구하여 

실제 강봉의 주파수응답함수와 일치하는 요소들의 

직경을 찾아간다. 목적함수를 다음과 같이 두고 이 

값을 최소로 하는 직경을 강봉의 직경으로 본다.

 













   


(9)

여기에서 는 i점 가진에 대한 1점의 주파수응답

함수이고, exact는 정해를 trial은 시도를 나타낸다. 
또 k는 응답점의 관심 주파수의 순번을 나타낸다. 
따라서 이 식은 1번을 가진하여 n개 절점에 대한 

응답을 재고, 각 점마다 m개의 주파수응답을 구하

여 오차의 제곱을 두 배의 분산값으로 나누어 이것

을 전부 합한 것을 목적함수로 한다는 뜻이다. 여기

에서 분산은 실험 재현 신뢰도를 나타내는 코히어

런스 로부터 다음과 같이 구해진다.


 








 (10)

그러나 실제로는 주파수응답함수가 고유진동수 

근방에서 거의 무한대에 이르므로 이 식을 목적함

수로 하면 고유진동수 근방의 피크 부근에서의 오

차값에 의하여 목적함수의 크기가 결정되어져 피크

만 맞추는 단점이 있다.
이 논문에서는 주파수응답함수의 역수의 절값을 

가중함수로 사용하는 등 다양한 시도 후 주파수응

답함수의 절대값(위상각은 무시한 진폭)의 로그를 
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취한 값의 차의 제곱의 합을 목적함수로 사용하는 

것이 가장 수렴성이 좋다는 결론을 얻었다. 이는 통

상 우리가 로그 척도로 주파수응답함수를 보는 관

점과도 일치한다.

 












log  log 

(11)

3.2 조상 생산
강봉을 10등분하여 각 요소의 직경을 미지수로 

하였다. 조상의 수는 2의 n승의 형태로 하여 모델

과 요소 수에 따라 다르게 하였다. 10개 요소인 경

우에는 조상의 수를 2의 10승인 1024로 하였다. 조

상은 다음과 같이 난수를 발생시켜서 생산하였다.

  

         
(12)

   

         
(13)

이 식에서 k는 요소의 번호를, p는 하나의 직경

을 저장할 비트의 수를 나타낸다. 즉 식 (12)는 각 

요소에 대하여 조상(ancestor)을 0에서 1사이의 난

수를 발생시킨 다음 을 곱하여 생성한다는 것을 

의미한다. 연구에서는 p를 8비트로 하여 발생시킨 

난수에 128을 곱한 다음 소수점 이하의 수를 버리

고 0에서 127사이의 정수로 조상을 생성하였고, 직

경은 식 (13)과 같이 이를 10으로 나눈 뒤 17에 더

한 값으로 하였다. 즉 최소 직경을 17.0 mm로 하고 

최고 직경을 29.7 mm로 하였다. 다음으로 식 (7)과 

식 (8)에 의하여 요소 행렬을 만들고 이들을 결합하

여 식 (6)에 의하여 주파수응답함수를 구한다. 한편 

가진 실험에 의하여 구한 주파수응답함수를 이용하

여 식 (11)에 의하여 목적함수를 구한 후 이들을 목

적함수의 작은 크기의 순으로 정렬한다.

3.3 교배와 돌연변이
정렬된 조상 중 형질이 나쁜 조상의 반은 도태시

키고, 형질이 우수한 반은 서로 교배시켜 조상의 수

의 반만큼 자식을 생산하여 조상과 섞은 다음 다시 

정렬하고, 열성의 반은 도태시키고 우수한 형질을 

가진 인자들끼리 교배시키고 또 정렬하는 작업을 

계속한다. 생산된 자식의 5 % 정도는 난수를 발생

시켜 특정 비트를 반전시키는 돌연변이를 일으키도

록 한다.
정렬 과정에서 유전인자의 다양성을 확보하기 위

하여 중복 유전자는 제외시킨다.

4. 유전알고리즘의 적용

4.1 유한요소 모델에 의한 검증
식 (5)에서 모든 주파수 영역의 임의의 힘 벡터 

에 대하여 응답 가 1대 1로 대응하기 위하여서

는 강성행렬 와 질량행렬 이 유일(unique)하지 

않으면 아니 된다는 사실을 알 수 있다. 역으로 주

파수응답함수가 주어지면 유일한 강성행렬과 질량

행렬이 구하여져야 한다는 사실이다. 바꾸어 말하면 

모든 절점에 대한 주파수응답함수를 구하지 않고 

임의의 한 점의 주파수응답함수로부터 강성행렬과 

질량행렬이 구하여져야 한다는 것이다.
이를 보이기 위하여 강봉의 절점 1번을 가진하고 

그 점의 주파수응답함수 만으로 강성행렬과 질

량행렬을 구하여 보기로 한다. 주파수응답함수를 구

할 때 식 (6)으로부터 구하여도 좋으나 이 식에서 

구하면 모든 점의 주파수응답함수를 관심 주파수 

영역에서 전부 다 구하여야 한다. 따라서 관심 주파

수의 개수만큼 자유도가 큰 행렬의 역행렬을 구하

여야한다. 이것은 매우 비능률적이기 때문에 실제로

는 이식을 식 (14)와 같이 모드 좌표로 변환시켜서 

구하면 역행렬을 구할 필요도 없고 관심 있는 주파

수응답함수(11)만을 구할 수 있어 훨씬 편리하다.

 











(14)

여기에서 N은 자유도를, r은 고유진동 차수를, i는 

응답점을, j는 가진점을 나태내고, 고유진동형은 질

량행렬에 대한 2차형식이 단위행렬이 되도록 정규

화한 크기이다.
FEM 모델을 사용할 경우 한 점의 주파수응답함

수만 사용하여도 대개 20세대 정도의 자손 생산으

로 완벽하게 그래프를 일치시킴은 물론이고, 목적함

수의 종류에 관계없이 목적함수의 값이 0이 된다. 
즉 완벽하게 모든 요소의 직경이 23.0 mm가 된다.

그래서 이 연구에서는 식 (15)와 같이 FEM 모델

에 최고 ±40 %의 랜덤오차를 주입한 주파수응답함
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Fig. 4 The fitted results by FEM model with 40 % 
error added

Table 1 Fitted diameters by FRF with maximum 40 % 
errors by genetic algorithm

Element 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Exact 23.0 23.0 23.0 23.0 23.0 23.0 23.0 23.0 23.0 23.0

Fitted 23.2 23.3 23.5 23.6 23.1 22.5 22.5 22.7 22.8 22.8

수를 이용하였고, Fig. 4에 해석한 결과의 주파수응

답함수를 보인다.

  (15)

상당히 큰 오차를 주입하였음에도 불구하고 그래

프 상으로는 완벽한 결과로 보인다. Table 1에 구하

여진 봉의 직경을 나타낸다. 

4.2 실험 주파수응답함수에의 적용
Fig. 2의 강봉 모델에 대하여 실험 주파수응답함

수를 이용하여 강봉의 두께를 구하여 본다. 여기에

서는 끝단 가진(절점 1번)에 대한 양끝단(절점 1번

과 절점 11번)의 응답에 대한 두 가지 경우의 주파

수응답함수를 대상으로 하여 이 알고리즘을 적용하

였다, 저주파 영역에서는 주파수응답함수의 코히어

런스가 좋지 않아 적용 주파수 범위를 60 Hz에서 

50 Hz 사이의 데이터만을 사용하여 특성행렬을 계

산하였다.
Fig. 5는 가진점의 주파수응답함수를 보이고, Fig.

6은 해석에 전혀 사용하지 않은 4번 절점의 주파수

응답함수를 나타낸다. 
그림에서 실선은 실험 주파수응답함수이고, 점선

은 모든 요소를 직경 23.0 mm로 하여 해석한 주파

수응답함수이고, 파선은 이 알고리즘으로 구한 요소

를 이용하여 구한 주파수응답함수 곡선이다. 계산에 

Fig. 5 The FRFs of node #1

Fig. 6 The FRFs of node #4 not used for fitting

Table 2 Fitted diameters with experimental FRF by 
genetic algorithm

Element 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Exact 23.0 23.0 23.0 23.0 23.0 23.0 23.0 23.0 23.0 23.0

Fitted 22.1 23.8 22.1 22.6 21.6 24.1 23.9 24.4 22.5 22.6

사용한 60 Hz에서 500 Hz 사이의 곡선은 물론이고 

25 Hz 부근의 1차 고유진동수 부근을 포함하여 60
Hz 이하의 저주파 영역에서도 좋은 결과를 보여주

고 있다.
Fig. 6은 특성행렬 산출에 사용하지 않은 4번 절

점의 주파수응답함수의 그림을 보인다. 그림에서 알 

수 있듯이 특성행렬 산출에 전혀 사용하지 않은 절

점임에도 불구하고 저주파 영역은 물론이고 계산에 

사용하지 않은 500 Hz 이상의 고주파 영역에서까지 

좋은 일치를 보여준다. 특히 620 Hz 부근의 7차 고

유진동수까지 잘 나타내주고 있다. 여기에는 나타내

지 않았지만 나머지 모든 절점의 주파수응답함수도 

이와 비슷한 정도의 합치도를 보였다.
Table 2에는 구한 각 요소의 직경을 나타내었다. 

Table에서 알 수 있듯이 구하여진 봉의 직경이 실

제 봉의 직경에 거의 근접하다는 사실을 알 수 있
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다. 목적함수로 판단하면 이 알고리즘으로 구한 것

은 842.8이고, 전 요소를 23.0 mm로 하였을 때는 

919.9여서 눈으로는 구별할 수 없는 정도지만 오히

려 계산한 요소를 쓰는 것이 더 근접하다는 것을 

말하여 준다. 이것은 앞에서도 설명하였듯이 식 (7)
과 식 (8)로 나타내는 유한요소가 완벽하게 보 구조

물의 강성행렬과 질량행렬을 나타낼 수 없고, 또 감

쇠의 영향을 무시했기 때문으로 보인다.
위에서 설명한 것들은 몇 가지 중요한 사실을 말

해주고, 또 몇 가지의 가능성을 시사한다.
이제까지의 단순 곡선맟춤법에 의한 고유진동수

와 고유진동형을 구하는 법을 탈피하여 물리적인 

의미를 가지는 구조물의 강성행렬과 질량행렬을 구

할 수 있고, 그 결과로써 당연히 정확한 구조물의 

고유진동수와 고유진동형을 구할 수 있다. 기존의 

특성행렬 산출법은 물리적인 의미를 전혀 고려하지 

않은 채 곡선과 비슷한 모양을 나타내는 행렬을 찾

아내는데 그쳤고, 당연히 물리적인 의미를 담보하기 

어려웠다. 회전 자유도에 대한 주파수응답함수를 측

정할 수 없다는데 그 이유를 대기도 하였다. 그러나 

여기에서는 회전 자유도에 대한 주파수응답함수는 

당연히 고려의 대상이 아니고, 직선운동에 대하여서

도 극히 일부의 주파수응답함수만으로도 거의 완벽

한 구조특성행렬을 찾아 낼 수 있음을 보였다. 한발 

더 나아가서 보이지 않은 부분이 있더라도 내부의 

구조 형상만 알 수 있으면 얼마든지 구조특성행렬

을 구할 수 있고, 진동형까지 구할 수 있음을 시사

한다.
또 알고리즘의 수렴성을 알아보기 위하여 강봉을 

20등분하여 자유도를 42로 키운 모델에 대하여서 

조상의 수 1024로 하여 해석하여도 아무런 문제없

이 수렴하였다.

5. 결  론

종래에는 주파수응답함수로부터 고유진동수와 고

유진동형을 구하는 것과 구조특성행렬을 구하는 일

이 별도로 시행되었다. 더구나 구조특성행렬의 계산 

결과는 그 행렬의 물리적인 의미를 부여하기도 어

려울 정도였기 때문에 회전자유도에 대한 주파수응

답함수를 측정하기 어렵기 때문으로 이유를 대기도 

하였다.

이 연구에서는 유전알고리즘을 이용한 주파수응

답함수로부터의 강봉의 구조특성행렬 산출법을 제

안함으로써 이러한 문제점들을 해결하였고 다음의 

결론을 얻었다.
첫째, 유전알고리즘을 이용한 주파수응답함수로부

터의 강봉의 구조특성행렬 산출법을 제안하였다.
둘째, 구속조건이 없는 자유 상태에서의 주파수응

답함수로부터 구조특성행렬을 구하였기 때문에 이 

결과를 다른 유한요소법에 부분구조로써 이용할 수 

있다.
셋째, 이론 상 완벽한 유한요소 모델의 경우는 

단 한 점의 주파수응답함수부터 구조특성행렬을 구

할 수 있다. 즉 유일한 강성행렬과 질량행렬이 존재

한다.
넷째, 단 두 점의 실험 주파수응답함수로부터 강

봉의 구조특성행렬을 구하였고, 해석에 사용하지 않

은 영역의 주파수응답함수까지 맞출 수 있다.
다섯째, 계산한 구조특성행렬의 고유치 해석으로

부터 해석에 사용하지 않은 절점을 포함하여 모든 

점의 정확한 고유진동수와 고유진동형까지 구할 수 

있다.
앞으로의 과제는 감쇠행렬을 구하는 일과 판요소

나 솔리드 요소에까지 확장해서 이론을 적용시키는 

것이다.
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