
한국전산유체공학회지 제15권, 제2호, pp.21-27, 2010. 6 / 21

다중완화시간 가상경계볼쯔만법을 이용한 

실린더 주위의 난류유동해석

김 형 민*1

NUMERICAL STUDY ON TURBULENT FLOW OVER CYLINDER 

USING IMMERSED BOUNDARY LATTICE BOLTZMANN METHOD WITH MULTI RELAXATION TIME

Hyung Min Kim*1

Immersed boundary lattice Boltzmann method (IBLBM) has been applied to simulate a turbulent flow over 
circular cylinder in a flow field effectively. Although IBLBM is very effective method to simulate the flow over a 
complex shape of obstacle in the flow field regardless of the constructed grids in the calculation domain, the results, 
however, become numerically unstable in high reynolds number flow. The most effective suggestion to archive the 
numerical stability in high Reynolds number flow is applying the multiple relaxation time (MRT) model instead of 
single relaxation time(SRT) model in the collision term of lattice Boltzmann equation. In the research MRT model 
for IBLBM was introduced and comparing the numerical results obtained by applying SRT and MRT. The hydraulic 
characteristic of cylinder in a flow field between two parallel plate at the range of ≦ represented and it is 
also compared the drag and lifting coefficients of the cylinder calculated by IBLBM with SRT and MRT model.
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1. 서  론

확률적 분포함수를 이용하여 유동해석을 수행하는 레티스

볼쯔만법 (LBM : Lattice Boltzmann Method)은 1986[1]년 고안

된 이래로 방정식의 구성과 해석방법 그리고 코드의 제작이 

용이하며 해석결과 역시 나비스토크방정식의 해와 비교하여 

정도가 높다는 평가를 받고 있다. LBM에서 가장 보편적으로 

이용되고 있는 모델은 볼쯔만방정식의 충돌항을 시간에 대해 

1차로 완화시켜 단일완화시간(SRT, Single Relaxation Time)을 

갖는 Bhatnangar‐Gross‐Krook (BGK)[2]모델과 2차원해석에

서 정사각형 격자를 이용하는 D2Q9[3]모델이다. 하지만 D2Q9

모델은 계산영역을 정사각형의 격자로만 구성해야한다는 제

한성 때문에 유동장에 위치한 어떤 물체 주위의 유동해석에

서 그 외형을 계단형으로 표현해야 하는 단점을 가지고 있다. 
이런 단점은 격자점과 일치하지 않는 물체의 외형 테두리에

서 확률분포함수를 외삽법으로 결정하는 곡선경계처리법[4-6]
이나 레티스볼쯔만방정식에 가상의 외형을 표현할 수 있는 

외력항을 추가하여 계산영역에 구성된 격자와 독립적으로 형

상을 표현하는 가상경계법(IBM : Immersed Boundary Method)
을 이용하여 보완하고 있다. 이들 중 IBM은 구성 격자와 독

립적으로 물체의 외형을 표현하기 때문에 물체의 자유로운 

이동까지 구현할 수 있어 고정뿐만 아니라 이동 물체 주위의 

유동해석까지 LBM의 적용범위를 확대시킬 수 있는 최적의 

해석법이라고 판단된다. 하지만 IBM을 적용한 LBM은 레이놀

즈수가 높은 난류 유동해석에서 수치적으로 불안정해지는 단

점을 가지고 있으며 이는 단일완화시간으로 충돌항을 단순화

한 SRT모델 대신에 다중완화시간(MRT : Multi Relaxation 
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Time) 모델을 적용하여 수치적 안정성을 확보할 수 있다. 
이 연구에서는 2차원 수평 평판 사이에 놓인 실린더 주위

의 유동해석을 통해 실린더의 공력특성을 도출하기 위한 수

치해석법으로 실린더의 형상을 격자와 독립적으로 표현할 수 

있는 가상격자법과 수치적 안정성을 확보할 수 있는 MRT모

델을 접목한 MRT-IBLBM을 제안하며,  이 해석방법을 검증

하기 위하여     범위의 해석결과를 기존의 해

석결과와 비교하였으며,   ≦ 범위에서 SRT모

델과 MRT모델을 적용한 해석결과를 비교하여 IBLBM의 난

류유동해석에서 MRT를 적용하는 것이 수치적으로 안정적임

을 확인하였다.

2. 수치해석방법

2.1 다중완화시간 레티스볼쯔만법

1986년 Frisch[1)등에 의해서 고안된 LBM은 McNamara[7], 
Higuera[8], Koelman[9] 그리고 Qian[10]등에 의해서 이론적으

로 발전하였으며 이들 중 현재 가장 활발하게 활용되고 있는 

것은 볼쯔만방정식의 충돌항을 시간에 대하여 1차로 완화시

키는 BGK[10]모델을 적용한 LBE이다. 이 모델은 대부분의 

물리량 계산에 단일한 완화시간을 이용하여 단순하고 적용이 

용이하다는 장점을 가지고 있어 현재까지 대부분의 LBM 해

석에 이용되고 있지만 레이놀즈수가 높은 유동해석에서 수치

적인 안정성이 떨어진다는 단점을 가지고 있다. 이 같은 단점

을 보완한 방법이 LBE의 충돌항에 다중완화시간(MRT)[11]모

델을 적용하는 것으로, 9개의 방향을 갖는 정사각형의 격자계

인 D2Q9모델에서 각 방향의 속도 를 이용하여 이산화한 

MRT-IBLBE는 식 (1)과 같다.




  




⋅⋅
(1)

여기서 은 분포함수를 식 (3)과 같은 9개의 모멘트 성분

으로 구성시켜주는 행렬식이며, 식 (4)의 관계로 얻어지는 모

멘트 성분은 각각 식 (4-10)에서 보는바와 같다. 











        
      
        
       
       
        
        
        
        

(2)

   (3)

 ⋅ (4)

  





⋅ (5)

  





⋅ (6)

  (7)

 

  (8)

  




 
 (9)

  


 (10)

또한 는 MRT모델의 완화계수로 식 (11)에서와 같이

      이며, 그 외 다른 계수들은 모델의 선형안

정화로부터 도출된다. 이 연구에서는        , 

    ,     를 적용하였다.

   (11)

2차원 격자계인 D2Q9모델에서 평형상태의 입자밀도분포함

수( )는 Maxwell‐Boltzmann 분포함수를 이용하여 다음과 

같이 정의할 수 있다.


  


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





 (12)

   
 (13)

  










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



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



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이 연구에 적용한 그 밖의 계수들은      그리

고   ,   ,   ,  ,   이며 유
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Fig. 1 Computational domain and geometry of the channel

동특성을 결정짓는 유효점성계수 와 충돌완화시간 와 관

계는 다음과 같다. 

 
  (15)

여기서   으로 격자유체 내에서의 음속이고 유

효점성계수()는 점성계수()와 에디점성계수( )의 합이며,  

SGS (Sub Grid Scale)모델[12]에서 변형율텐서 와 관계는 

식 (16-17)과 같다.

  
 ,    (16)

  
 



  (17)

LBM에서 변형율텐서는 식 (18)과 같이 비평형상태의 운동

량텐서 를 이용하여 계산할 수 있다.

 




 (18)

식 (15-18)로부터 SGS모델을 적용한 충돌완화시간()은 식

(19-20)과 같다.

  

 




 
 




 



  (19)

  





 (20)

2.2 가상경계법

가상경계법은 Buick와 Greated[13]가 제안한 LBE의 오른쪽

에 체적력항, 
⋅
 ,를 추가하여 물체의 형상을 모사

하는 방법을 적용하였다. 체적력항의 는  가상경계와 유동

장 사이의 관계를 나타내는 것으로 식 (21)과 같으며

 
 



 (21)

여기서 는 라그란지관점의 외력밀도이고 는 

델타함수이다.  , 는 각각 좌표계와 물체의 외형을 이루는 

경계점들의 위치벡터이다. 유동장 내의 구성된 격자계에 델타

함수는 으로 나타내고 이는 식 (22-23)과 같다.



  




  

   (22)

  










 cos

 ≦ 

 
(23)

여기서   는 격자간격, 아래첨자 은 격자점을, 그리

고 은 라그란지 관점에서 물체의 외형 경계점을 나타낸다. 

결과적으로 식 (1)에 첨가된 외력항 는 식 (24)와 같다.

 
 





 (24)

여기서 은 물체의 외형을 구성하는 경계점들의 간격이

다. 가상경계로 표현된 물체의 외형 및 이 물체의 이동이 유

동장에 미치는 영향은 가상의 경계를 이루는 요소점들 사이

에 스프링상수를 이용한 복원력에 탄성체의 변형을 고려한 

탄성력을 포함시켜 식 (25)와 같이 나타낼 수 있다.

   
   (25)

는 물체의 가상 경계요소점의 목표점을 나타내며,  
는 상수이다. 라그란지관점의 경계 요소점들의 속도는 

식 (26)과 같이 정의된다.
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Fig. 2 Contour plot of vorticity at Re = 500, 1000, 2000 using SRT and MRT

Fig. 3 Contour plot for pressure at Re = 500, 1000, 2000 using SRT and MRT

Re = 20 Re = 100

N-S(13) LBM(14)
IB-LBM

N-S(13) LBM(14)
IB-LBM

SRT MRT SRT MRT

 5.570 ~ 5.590 5.557 ~ 5.816 5.617 5.651  3.220 ~ 3.240 3.198 ~ 3.951 3.109 3.114
 - 0.767 ~ 0.895 0.869 0.839 St 0.295 ~ 0.305 0.278 ~ 0.300 0.304 0.306

Table 1 Comparison of drag coefficient, strohal number and length of recirculating zone of flow over circular cylinder at Re = 20 and 100




 (26)

2.3 경계조건

LBM에서 경계조건은 고체벽면에서 점착을 유도하는 

bounce back조건과 일정한 압력 또는 속도를 조건으로 적용하

는 압력 및 속도경계조건이 일반적이다. 이 연구는 난류유동

해석에 관한 것으로 상대적으로 적은 수의 격자계에서 높은 

레이놀즈수를 갖는 유동해석의  안정성을 확보할 수 있으며, 
2차의 정도를 가지고 있는 Regularized 경계조건[15]을 적용하

였다. 이 경계조건은  비평형상태의 분포함수 
와 전단응

력텐서 
를 이용하여 경계면에서 분포함수를 계산하는 



다중완화시간 가상경계볼쯔만법을 이용한실린더 주위의 난류유동해석 제15권, 제2호, 2010. 6 / 25

Fig. 4 Variation of lifting coefficient

방법으로, 경계면에 적용되는 경계 조건식은 식 (27-28)와 같

다.

 




   (27)


  

  (28)

3. 해석 결과

두 평판 사이의 완전히 발달한 유동장에 놓인 원형실린더 

주위의 유동과 공력특성을 해석하기 위하여 Fig. 1과 같이 

(22D, 4D)의 계산영역에 지름이 D인 원형실린더를 입구로부

터 2D떨어진 중앙에 위치시켰다. 입구와 출구에는 각각 완전

히 발달한 속도와 일정한 압력조건을 적용하였으며 IBM으로 

실린더의 형상을 표현하기 위하여 둘레에 100개의 가상경계

점을 주었다. 
레이놀즈수( )의 범위는 2000보다 작은 영역

으로 설정하였으며   에서 SGS모델을 적용하였다. 
레이놀즈수가 임계값보다 작은 Re=20, 40일 때 해석을 수행

하여 임계레이놀즈수 이하에서의 유동특성을 확인하였고, 해

석코드의 검증을 위하여 Re = 20, 100일 때 나비아스토크방

정식과 기존의 LBM해석을 통해서 얻은 항력계수

( max  ) 그리고 스트로홀수

( ), 재순환길이()를 비교하여 Table 1에 나

타냈다.
레이놀즈수가 임계레이놀즈수보다 큰 유동에서는 실린더 

후류에는 와흘림이 발생하며, 레이놀즈수가 더 커짐에 따라 
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Fig. 5 Drag coefficient of cylinder at various Reynolds number Fig. 6 Strouhal number of the vortex shedding at 
various  Reynolds number

실린더 후류에 발생한 와류는 상하 평판에서 발생한 와류와 

결합한 2차 와류가 형성된다. Fig. 2의 'A', 'C', 'D'로 표시한 

곳이 2차와류가 형성된 곳이며 이것은 SRT와 MRT모델을 적

용한 해석에서 동일한 결과를 보이지만 Re=2000일 때 SRT모

델을 적용하여 얻은 와도분포의 상류에서 등와류선이 톱니모

양으로 나타나며 이것은 레이놀즈수가 커질수록 심해지는 것

을 볼 수 있다. 이런 현상은 SRT모델이 MRT모델에 비해서 

상대적으로 더 크게 나타나며 이것은 SRT모델의 수치적 안정

성이 MRT모델에 비해서 낮다는 것을 추정할 수 있는 근거이

다.
레이놀즈수의 변화에 따른 유동장의 압력분포의 변화를 

Fig. 3에 나타냈다. Re=500일 때 실린더의 후류에 형성된 압

력분포는 중심선을 중심으로 상하에 상반대칭적인 압력분포

가 형성되는 것을 볼 수 있으며, Re=1000, 2000으로 증가될 

때 상하 평판에서 형성된 와류의 영향으로 더 이상 상하 대

칭적 압력분포를 형성하지 않는다. 이런 현상은 SRT와 MRT
모델을 적용한 해석에서 모두 동일하게 나타나지만 SRT모델

를 적용한 해석에 비해 MRT모델을 적용한 해석이 보다 안정

적인 해석결과를 얻을 수 있다는 것을 그림으로부터 확인할 

수 있다. 
유동장에 위치한 실린더의 양력과 항력의 변화를 레이놀즈

수에 따라 Fig. 4와 5에 나타냈다. Fig. 4의 (a)와 (b)는 

 ≦  일 때 (c)와 (d)는  ≧ 을 때 시간에 따른 

양력계수의 변화를 나타낸 것이다. 이 중 (a)와 (c)는 SRT모델

을, (b)와 (d)는 MRT모델을 적용한 결과이다. 레이놀즈수가 

임계레이놀즈수보다 큰 영역에서 실린더의 후류에 상반대칭

적 와흘림이 형성되는 경우 즉 레이놀즈수가 200보다 작은 

영역에서는 유동장에 2차 와류가 강하게 형성되지 않아 후류

에 와흘림은 강한 주기를 가지며 양력계수 역시 뚜렷한 주기

를 갖는 공력특성을 보인다. 반면에  ≧ 일 때 레이놀

즈수가 커질수록 강하게 형성된 2차 와류의 영향으로 양력계

수의 진폭이 일정하지 않으며, 뚜렷한 주기는 찾기 어려워진

다.
SRT와 MRT 두 모델은   영역에서 와도 그리고 

압력분포와 마찬가지로 두 해석 결과가 모두 일치하지만  

 ≧ 에서는 레이놀즈수가 커질수록 두 결과는 차이를 

보인다. 특히   일 때 두 결과는 상당히 큰 차이를 

보이며 이는 난류유동해석에서 SRT모델의 수치적 안정성이 

저하되어 발생한 차이라고 판단된다. 
Fig. 5는 실린더의 항력계수의 변화를 레이놀즈수에 따라 

나타낸 그림이다.   에서는 레이놀즈수가 커질수록 

항력계수는 급격히 작아지다가   에서는 다소 커지

는 것을 볼 수 있다. MRT모델을 적용한 경우 SRT모델을 적

용하여 얻은 결과에 비해 다소 작은 값을 가지며 레이놀즈수

가 2000보다 큰 영역에서는 일정한 값 (  )을 유지할 

것으로 예측된다.
Fig. 6은 실린더 후류의 스트로홀수를 레이놀즈수의 변화

에 따라 나타낸 그림이다. ≦  에서 레이놀즈수

가 증가함에 따라 스트로홀수도 증가하며  ≧ 에서 일

정한 값 이 유지된다. 하지만 MRT모델을 적용하여 얻

은 결과로부터 계산한 스트로홀수는   에서는 SRT모

델의 결과와 일치하지만 ≦  에서는 레이놀즈

수가 증가함에 따라 다소 감소하고,  ≧ 에서는 크게 

감소한 후   에서 를 가지며 이후 일정한 값

을 유지할 것으로 예측된다. 
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4. 결  론

비압축성유체의 새로운 유동해석법으로 그 적용범위가 확

대되고 있는 LBM은 볼쯔만방정식의 충돌항에 BGK모델을 적

용하여 1차의 시간으로 완화시킨 식이며 이 완화시간은 유동

이 갖는 레이놀즈수에 따라 단일한 값을 갖는다. 하지만 이 

모델은 두 평판 사이에 위치한 실린더 주위의 유동에서 레이

놀즈수가 커짐에 따라 수치적 안정성을 확보할 수 없으며 이

를 극복하기 위한 방법 중의 하나가 다중완화시간법(MRT)이

다. 이 연구에서는 가상경계격자볼쯔만(IBLBM)에 다중완화시

간법(MRT)를 적용하여 높은 레이놀즈수 영역에서의 두 평판

사이에 위치한 실린더주위의 유동해석과 실린더의 공력특성

을 도출하였으며 유동장에 형성된 압력과 와도분포를 통해서 

레이놀즈수가 증가함에 따라 SRT모델을 적용한 해석 결과가 

불안정하다는 것을 확인하였다. 
레이놀즈수가 임계레이놀즈수(  ) 이상의 유동장에

서 실린더 후류에 와흘림이 발생하며, Re<500에서 이 와흘림

은 상반대칭적인 구조를 가지며, 실린더의 양력계수는 뚜렷한 

주기와 일정한 진폭을 갖지만 레이놀즈수가 증가함에 따라 

상하의 평판에서 형성된 와류는 실린더 후류에 형성된 와와 

결합하여 2차 와류가 강하게 형성하기 시작하고 이 2차 와류

는 실린더의 공력특성에 큰 영향을 미친다는 것을 확인하였

다. SRT와 MRT모델을 적용하여 얻은 해석결과로부터 계산된 

항력계수와 스트로홀수는 후류에 2차 와류가 형성되기 시작

하는   에서 차이를 보이지만 이 차이는 SRT모델의 

수치적 불안정성에서 비롯된 것으로 판단된다.
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