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Abstract: We agree with Hanna and Jahnke's assertion on the use of arguments from physics in mathematical
proofs and analyze their educational example of the use of arguments from physics in the proof of the center of
gravity of a triangle. Moreover, we suggest practical models for the center of gravity of a triangle for the
demonstration in a classroom. Comparing with the traditional mathematical arguments, the role of concepts and
models from physics in arguments from physics will be clearly pointed out. Also, the necessity for arguments from
physics in the classroom will be discussed in this paper.
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I. 서 론

그리스시대부터현대에이르기까지수학은인간의
논리적 사고력을 키우는데 가장 적합한 분야로 인정
되고교육되어왔다. 수학을통해계산능력뿐만아니
라, 기하, 대수, 해석학등의기본개념을통해논리적
사고및연역적, 추상적사고를점차적으로배우게된
다. 그러나 그리스 시대부터 기하교육의 핵심이었던
유클리드의 원론을 통한 교육은 지나치게 연역적, 형
식적이어서 수학에 대한 이해나 흥미를 느끼기도 전
에 학생들에게 수학에 대한 좌절감과 혐오감을 주고
수학을기피하게하는원인이되기도하 다. 이에대
한 반성을 통해 18세기에 클레로는 역사 발생적 원리
에 입각하여 직관과 논리가 조화된 자연스럽고 실용
적이기도 한 기하학 원론을 저술하 으나 널리 쓰이
지는못하 다. 
20세기 초 수학교육 근대화 운동의 선구자들인 페

리, 무어, 클라인등은모두학생들의실험, 실습을통
해 실용적인 지식을 체득하게 하는 수학교육을 주창
하 다. 특히 무어는 수학교사의 양성과 학교에서의
수학지도에서 실험실법을 채택해야함을 주장하면서

대수, 기하, 물리는 서로 긴 하게 관계되어 있어 유
기적으로연결된하나의과정으로지도해야함을강조
하 다(황혜정 등, 2009). 그 후 미국의 새수학 운동
이 지나치게 형식적인 현대수학을 도입하여 실패를
겪은후, 현재에는대체로미국수학교사협회(NCTM)
의 규준(Standards)에서 제시한 방향이 주목을 받고
있다(김수미, 1999). 이 규준에서 문제해결이 학교수
학의 초점이 되어야 함과 수학교사의 전문성에 대한
제고를 강조하고 있음을 볼 때, 대학에서는 예비수학
교사들이다양한상황에서수학지식을폭넓게적용할
수 있도록 수학과 현상 그리고 타교과와의 연관성에
대한 안목을 기를수 있도록 지도해야할 것이다. 최근
수학 교육자들은 다양한 응용에 기초한 수학교육을
모색하고있다. 수학과다른과학들간의 접한관계
를 인식하고 이용하며, 현실을 수학화의 원천으로 이
용 하 는 현 실 주 의 적 수 학 교 육 (Realistic
Mathematics Education, RME) 등이 이런 흐름이
라할수있다(Latterell, 2004).
수학 전반이 논리적인 사고를 요구하지만 특히 수

학적 정리를 제시하고 증명하는 과정에서 현저하게
요구된다. 흔히 학생들은 증명이 왜 필요한지를 이해
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하지 못하는 경우가 많다. 경험적 사례들로부터 귀납
적인 결론에 이르는 통찰도 중요하지만, 이것이 개별
적인 경우만이 아니라, 일반적으로 타당하다는 것을
논리적으로 증명하는 것도 이에 못지않게 중요하다.
증명은 어떤 정리의 내용이 단순히 경험법칙이 아니
라 논리적 귀결임을 확인하는 것이다. Villiers(1990)
에 따르면 증명의 기능은 정리에 대한 논리적 검증에
만그치는것이아니라, 정리의내용이어째서옳은지
에 대한 설명과 통찰의 제공, 수학적 체계로의 구조
화, 새로운 수학적 지식의 발견 및 전달 등에 있다고
한다. 특히 중등 수학에서는 형식적 증명보다는 정리
의 내용에 대한 이해와 설명을 충분히 제공하는 증명
이더유익하다고본다. 
Hanna와 Jahnke(2002a)는 그들의 논문‘수학적

증명에서의물리적논증: 교육학적전망’에서먼저수
학 연구와 교육에서의 역사적 사례들을 들어 수학과
물리학의긴 한관계에대해언급한후, 수학의증명
지도에 물리적 논증을 도입하여 이용하는 몇 가지 예
를 자세히 다루고 있다.1) 이를 통해 수학적 정리의 증
명에 있어 물리적 개념과 모델을 이용한 물리적 논증
이 정리의 내용에 대해 참신한 설명과 폭넓은 관점을
제공하여정리의이해를깊게하고, 수학적지식의발
견과 의사소통에 기여하는 면에서 큰 잠재적 유용성
을가진것으로제시하고있다. 
본 연구는 문헌연구로, 우선 Hanna와 Jahnke

(2002a)의 주장에 동의하면서, 그들의 논문에서 취급
된 예들 중 특히 무게중심의 개념을 이용한 물리적 논
증을 통해 삼각형의 세 중선이 한 점에서 교차한다는
초등기하의 정리를 증명하는 예를 자세히 분석하고자
한다. 아울러 무게중심에 관한 중학교 교과서 단원과
국내 문헌을 살펴보고, 이런 전형적인 예를 자세히 분
석함으로써 전통적인 수학적 논증과 비교하여 물리적
논증에있어서물리적개념과모델의역할을명백히드
러내고자 한다. 또한, 본 논문에서는 Hanna와
Jahnke가 제안한 가상적인 모델과 달리 학생들이 현
실세계속에서경험할수있는물리적모델을설계하고
이 모델의 활용에 있어 필수적인 주의 사항들도 함께
제시하고자한다. 이는직관적인물리적논증을교실에

서학생들에게제시하여무게중심의개념에대하여통
합적교수학습을수행하는데필요한지식이될것이다. 

Ⅱ. 본 론

1. 무게중심에 관한 가정

물리적 개념인 무게중심2)을 이용한 논증으로 초등
기하의 정리를 이해하기 위해 먼저 무게중심에 관련
된가정을살펴보자3):

A1. 질점들이 기하적으로 배치(선, 평면 도형, 또는
입체)되어이루어진질점계는단하나의무게중
심을갖는다. 

A2. 하나의질점계의무게중심을찾기위해서전체
질점계를 몇 개의 부분계의 조합으로 보고, 먼
저 각 부분계의 무게중심을 찾는다. 전체계의
무게 중심은 각 부분계의 무게 중심에 각 부분
계의 전 질량이 놓여 있는 것으로 간주한 질점
계의무게중심과같다.

A3. 무게중심을결정하는데에는지레의법칙이이
용된다. 가령, 무게의 비가 1:2인 두 질점의 무
게중심은 두 질점을 잇는 선분을 2:1로 분할하
는점이다.

이상의 가정은 물리학에서 무게중심의 개념에서 파
생되는결과들이다. Hanna와 Jahnke (2002a)는 이
가정들을 하나의 수학적 정리로서 받아들이고, 초등
기하의정리를증명하는데이용할것을제안한다.  

2. 물리적 모델을 이용한 논증의 예 (Hanna와
Jahnke의 모델)

전형적인 예로서 삼각형의 중선들이 한 점에서 만
난다는 초등기하의 정리를 살펴보자. 무게중심의 개
념을 적용하여 이 정리를 증명하기 위해서 Hanna와
Jahnke는 다음과 같은 물리적 모델(이하 HJ모델이
라부름)을생각한다.
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1) Polya의 책‘수학과 개연추론’에서도 물리 법칙을 수학적 증명에 적용하는 인상적인 예들을 볼 수 있다.
2) 더 정확히 말하자면 질량중심을 이용하는 것이다. 그런데 지구표면 근처에서는 물체의 무게중심이 질량중심과 일치하는 것으로 볼 수 있기 때문에, 보

통의 수학 책들에서 소개하듯이 무게중심을 생각해도 무방하다. 
3) 물체를 질점계로 볼 때, 질점계의 질량중심의 정의로부터 가정 세 개가 쉽게 따라 나온다. 참고로, N개의 질점 들이 위치 에 놓

여 있는 질점계의 질량중심 의 정의는 다음과 같다:                                                             (Stewart, James, 2001). 



M1. 삼각형의 각 꼭지점에 무게 1인 같은 질점들이
놓여있다. (그림 1) 
즉, 각질점의무게는 이다.

M2. 이 질점들은 무게가 없는 고정된 막대들로 연
결되어있다. 

이 물리적 모델에서 (물리적) 무게중심은 가정 A1-
A3를 이용하여 찾을 수 있고, 이 무게중심이 삼각형
의 세 중선의 유일한 교차점임을 다음과 같은 논증을
통해알수있다. 

첫째, [그림 1]에서, 부분계인 변 BC의 무게중심을
찾자. 가정 A3를 이용하면, M1에 의해, 한 변 BC의
중점 P가 그 변의 무게중심이다. 즉, BP=PC이다. 그
리하여, 꼭지점 B, C에각각무게 1인질점을놓는대
신에이중점 P에무게 2인질점이놓인것으로볼수
있다. 이단계에서M2도사용되었음을주목하자.
둘째, 이중점 P를세번째꼭지점A와연결한선은

하나의 중선이다. 그런데 A2에 의해 전체 삼각형의
무게중심은 바로 이 중선 위에 있어야 한다. 또한 무
게중심은 지레의 법칙 A3에 의해 중선 AP를 2:1로
분할한다. 
셋째, 다른두변에대해서도똑같은작업을수행할

수있고, 삼각형의무게중심은유일하므로(A1), 세 중
선들은한점, 삼각형의무게중심에서교차한다.
그러나, HJ 모델은삼각형의꼭지점위에만무게를

놓은가상적인모델로학생들이현실적으로받아들이
기힘든모델이다.

3. 물리적 개념과 모델의 역할

임의의 삼각형에서 세 중선을 그리면 한 점에서 교

차한다는 기하적 정리는 처음 배우는 학생들에게 당
연하게 느껴지기 보다는 오히려 놀랍게 여겨지는 사
실이며 직관적으로도 자명하지 않다. 그런데, HJ 모
델을 이용한 논증에서는 세 중선이 한 점에서 교차한
다는사실은무게중심이세중선위에동시에놓여있
고, 또 유일하다는 가정(A1)에 의해 설명되고 있다.
이런 물리적 논증을 처음 접하는 학생들의 반응은 다
양할것으로생각된다. 발상의참신함에놀랄수도있
고, 이용된 물리적 모델의 가정들 M1, M2가 작위적
으로 느껴질 수도 있다. 이 때문에 어떤 학생에게는
오히려거의증명이되지않은것처럼느껴질수도있
을것이다. 또한이러한물리적모델과논증을통해서
삼각형의 세 중선이 각 중선을 2:1로 분할하는 한 점
에서 교차한다는 기하적 정리가‘증명’된 것인지 의
문을 가질 수도 있다. 그런데 이런 의문에는 이유가
없지않다고본다. 왜냐하면, 증명해야할정리는순수
하게 기하적인 것으로서 삼각형의 꼭지점이나 변에
질량이 어떤 식으로 분포되든지 이와는 상관없이 성
립하는정리이기때문이다. 가령, 삼각형모양의판의
질량분포가 변하면 이 판의 무게중심의 위치도 변하
지만, 도형삼각형의무게중심은늘세중선의교점으
로 결정된다. 그러므로, 위 논증에서 물리적 모델의
역할이과연무엇인지를분명히할필요가있다.  
위의 단계적 논증을 검토해보면 물리적 논증에 사

용된 HJ 모델-각 꼭지점에 같은 질량을 갖는 질점이
놓여있고(M1), 각꼭지점은질량이없는고정된막대
로연결되어있다(M2)-은오로지삼각형의세중선의
교점이무게중심이되도록고안된것임을알수있다.
(모델의성격으로, M1과 M2에의해무게중심은기하
적 중선들 위에 있게 된다.) 다시 말하자면, 무게중심
에 관한 가정들 A1-A3를 받아들이는 한, 논리적 결
과로서 삼각형의 물리적 무게중심이 세 중선의 교점
이 되도록 모델을 만든 것이다. 결국, 증명의 핵심원
리는 무게중심에 관한 가정들 속에 이미 들어 있고,
위의 특정한 질량분포의 모델은 기하적 정리를 증명
하는기능을발휘하는것이다.
위의 물리적 논증은 기하적 정리를 간단한 물리적

모델로써 구체화시키는 장점을 가지고 있지만, 실제
증명의 핵심원리는 무게중심에 관한 가정(실은 물리
적 무게중심의 정의) 속에 숨어 있다. 이런 점에서 위
의 물리적 모델을 사용한 물리적 논증은 겉보기에만
간단할 뿐이며, 근본적인 어려움은 고스란히 무게중
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그림 1 꼭지점에 같은 질량이 놓여 있는 삼각형
(모델 M1-M2)



심에 관한 가정으로 넘겨진 것이다.4) 이 기하적 정리
에 대한 진정한 이해는 바로 무게중심에 관한 가정들
을 이해하는 것으로 바뀌어졌는데, 처음 배우는 학생
들에게 이런 이해를 기대하기는 어렵다고 본다. 따라
서위의HJ 모델을이용한논증은많은학생들에게일
단쉽게접근할수있는증명을제공한다고볼수있으
나, 좀 더현실적인모델을원하는소수의학생들에게
는또다른도전적인과제를제시한다고볼수있다. 
물리적 모델의 역할은 형식적인 연역적 증명에 앞

서 직관적 증명으로 학생이 물리적 환경과 상호작용
하는 구체적인 활동을 통하여 주어진 명제가 먼저 참
인지를 확인할 수 있도록 하는데 있다. Freudenthal
(1991)은 수학의본질은수학적체계를이루는요소나
관계, 법칙, 즉 수학적 활동의 산물인 수학적 체계가
아니라수학적활동그자체라고하 다. 물리적모델
을 통하여 학생들이 교실에서 활동을 통한 수학의 본
질을체험하게할수있을것이다.

4. 수학적 증명과의 비교

우리나라 중등 교과서 8-나, Ⅲ장 닮은 도형은 1절
에서도형의닮음, 특히삼각형의닮음조건을다루고,
2절에서평행선과선분의길이의비를다루고있다. 2
절에서삼각형의중점연결정리와삼각형의닮음을이
용하여 삼각형의 세 중선이 한 점에서 교차하는 것을
증명하고, 이 점을무게중심으로지칭한다(이준열외,
2003; 최용준, 2005). 유감스럽게도이교과서들에서
는 무게중심의 개념에 대한 물리적인 설명은 없다.
즉, 세 중선의교점의이름을왜무게중심이라고부르
는지에대한설명이없다. 
한편, 2007 개정교육과정에 따라 초판으로 발행된

중학교 수학 2 교과서(김원경 외, 2010; 최용준 외,
2010)를 살펴보면, 삼각형의 무게중심 단원의 개념탐
구(또는 생각열기)에서 두꺼운 종이로 만든 삼각형의
두 중선들의 교점이 나머지 한 중선과 만나는지 확인
하게 한 후에, 연필 끝 위에 또는 집게손가락 끝 위에
그 교점이 오도록 삼각형을 올려놓고 종이 삼각형이
평형이 되는지 묻는 정도로 무게중심을 소개하고 있
다. 그러나 연필 끝 또는 손가락 끝에 종이 삼각형을
올려놓고평형이되는지실험해보면성공하기에쉽지

않음을금방알수있다. 무게중심이근본적으로갖고
있는 물리적 의미를 이해하기에는 여전히 부족하다.
이에 대한 보충 설명으로 최용준(2010)의 중학수학 2
교과서에서는무게중심단원의끝부분에무게중심이
라는용어에대하여“ 자그대로뜻풀이하면무게의
중심이 된다는 뜻이다”라고 소개한다. 그리고 삼각형
을 얇은 평행사변형의 띠가 쌓여져 있는 것으로 보고
평행사변형의 무게중심이 대각선의 교점에 위치함을
설명하면서 결국 삼각형의 무게중심이 삼각형의 중
선 위에 있음을 간단히 설명하고 있다. 7차 교육과정
하에 발행된 대부분의 교과서 8-나에 비하여 무게중
심에 대한 물리적 설명은 추가되었지만, 평행사변형
의 무게중심을 통한 삼각형의 무게중심에 대한 이해
로 여전히 교실에서 실험할 수 있는 모델이 되지는
못한다.  
국내에서 무게중심에 대한 연구자로 알려진 한인기

는 무게중심에 대한 연구(한인기, 2005)에서, 무게중
심에 대한 국내의 수학교육적 연구가 무게중심에 대
한 정리의 다양한 증명방법을 제시하고 중선과 무게
중심 개념을 확장시켜 도형의 다양한 성질들을 조사
하는데그쳤고, 실생활에서쉽게접근할수있는다각
형 모양의 균일한 판에 대한 연구가 없었음을 지적하
다. 그는 삼각형판과 사각형판의 무게중심의 위치

와 성질(한인기, 2005)에 대한 연구에서 무게중심에
대한 수학적 분석으로 특히 삼각형판의 무게중심이
삼각형의 세 꼭지점에 놓인 질량점의 무게중심과 일
치함을보이고있다. 하지만 2005년그의논문에서도
학교수학에서 제시할 수 있는 무게중심에 대한 현실
적인 모델에 대한 논의를 찾아볼 수는 없다. 또 다른
그의연구(한인기, 2008)에서도마찬가지로지렛대의
원리를 이용하여 삼각형의 무게중심에 대한 증명과
명제들을소개하 지만수학적분석을소개하는데그
치고있다. 
무게중심의 개념을 이용한 현실적인 다른 모델들을

제시하기 전에, 앞서 김원경(2010)과 최용준(2010)이
소개한 수학적 증명과는 또 다른 간단한 수학적 증명
을제시하여앞의HJ모델을이용한물리적논증과비
교하고자한다. 이 수학적증명에서사용할수학정리
는삼각형의넓이에관한다음의정리이다.
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4) 정리를 기술하는 용어들을 복잡하고 정교하게 정의함으로써 정리 자체를 매우 간명하게 진술하는 경우를 고등수학에서 흔히 볼 수 있다.  



T. 높이가같은두삼각형의넓이의비는밑변의길
이의비와같다.

초등학교에서삼각형의넓이에대해배운학생은이
정리 T를쉽게수긍할수있다고본다. 이제삼각형의
세중선이한점에서만난다는논증은다음과같다.

첫째, [그림2]에서, 중선AP와BQ의교점을S라하
자. 정리 T에의해삼각형BSP와삼각형CSP의면적
은 같고(이 면적을 a라 하자), 삼각형 ASQ와 삼각형
CSQ의면적은같다(이면적을b라하자). 
둘째, 정리 T에 의해, 중선 AP와 중선 BQ는 각각

삼각형ABC의면적을 2등분한다. 따라서, [그림 2]에
서 쉽게 알 수 있듯이 삼각형 ABP와 삼각형 ACP의
면적이 2b+a로같으므로삼각형ABS의면적은 2b이
고, 삼각형 BAQ와삼각형 BCQ의면적이 2a+b로같
으므로 삼각형 ABS의 면적은 2a이다. 그러므로 a=b
이다. 이 사실과 정리 T에 의해서,  BS: SQ=AS:
SP=2:1 임을알수있다.

셋째, 중선 AP와 중선 CR의 교점을 S'이라 하자.
앞서의 논리를 반복하여 S'이 중선 AP를 2:1로 분할
하는점임을알수있다. 즉 S와 S'은동일한점이다.

이 증명에서 정리 T는 앞서의 물리적 논증에서 무
게중심에 관한 가정 A1-A3의 역할을 한다. 이 증명
에서 물리적 모델 M1-M2에 해당하는 것은 단순히
각변의중점 P, Q, R을잡는것이다. 이증명은앞서
의 물리적 논증보다 더 간단하고 보다 직관적이라 볼
수있다. 그렇다면앞의물리적논증의장점은어디에
있을까? Hanna와 Jahnke의 논문에서 언급된 대로,
물리적모델HJ는쉽게다른경우로확장하여적용할
수 있고 기하적으로 생각해내기 어려운 정리들을 찾

을 수 있게 해준다. 가령, 정사면체의 무게중심이나,
삼각형에서의 횡단선들의 교점에 관한 Ceva의 정리
등을 쉽게 찾아낼 수 있게 한다(Hanna, G. &
Jahnke, H., 2002a). 반면에위수학적증명은다른
도형으로 쉽게 일반화될 수 없고, 뿐만 아니라, 넓이
를 이등분하는 특별한 직선인 중선들의 교점을, 단순
히 넓이를 이등분하는 임의의 직선들의 교점으로 생
각하는오개념을유발할수도있다. 이런오개념에대
해서는홍갑주(2005)가지적한바있다. 

5. 무게중심의 개념을 이용하는 다른 모델들

위에서사용된 Hanna와 Jahnke의 물리적모델은
가장 간단한 것이기는 하지만 결코 유일한 것도 아니
고실제적이지도않다. 위의물리적모델과달리삼각
형의 변에 무게를 가진 막대가 놓이는 모델을 생각하
는것이더자연스럽다. 이것은무게중심에관한가정
들을 받아들이고 진행하는 교실 수업에서 학생들과
함께 토론해 볼만한 실제적인 모델이 될 수 있다. 또
한이런모델에대한토론을통해서수학적정리의증
명에 물리적인 논증을 사용하는 것이 어떤 것인지 참
된 경험을 할 수 있다. 이를 위하여 본 연구자는 교실
에서제시할수있는간단한물리적모델의예들을아
래와같이제안한다. 

N1. 세 꼭지점에는질점을놓지않고, 각 변에는균
일하고, 무게가모두같은고정된막대가 놓여
있는 모델: 각 변의 무게 중심은 각 변의 중점
들 P, Q, R이 되고, 이 점들에 같은 무게의 질
점들이놓인것으로볼수있으므로, 이 삼각형
PQR의 무게중심은 삼각형 ABC의 무게중심과
일치한다([그림 3]). 수학적으로삼각형 ABC의
세 중선은 삼각형 PQR의 세 중선을 이루므로,
두 삼각형에서 세 중선의 교점으로서의 무게중
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그림 2 점 P, Q, R은 각 변의 중점, 점 S는 중선 AP와
BQ의 교점

그림 3 모델 N1 



심은일치함을알수있다. 

N2. 삼각형ABC를질량이균일하게분포된판으로
보는모델([그림 4]): 

가정 A2를 이용하여 삼각형 ABC의 무게중심을 찾
기위하여선분BC와평행한임의의얇은띠DE의무
게중심을 찾아보자. 띠 DE의 무게중심은 DE의 중점
F이고, 여기에 띠 DE의 무게가 집중된 것으로 볼 수
있다. 또한중점F는중선AP 위에있다. 그리하여선
분 BC와 평행한 이런 모든 띠의 무게중심점이 중선
AP 위에있고중선 AP 위의질점들의무게중심은같
은 직선 AP 위에 있으므로, 삼각형 ABC의 무게중심
은중선AP 위에있다.5) 같은논리로삼각형의무게중
심은꼭지점 B에서맞변 AC에그은중선과 C에서맞
변 AB에 그은 중선위에도 있어야 한다. 무게중심의
유일성에 대한 가정 A1에 의해 세 중선은 한 점에서
만난다. 

이 모델은 교실에서 학생들이 경험할 수 있는 현실
적인 모델이다. 즉, 질량이 균일하게 분포된 삼각형
모양의 판의 무게중심에 구멍을 뚫고 끈으로 묶은 후
판이 수평이 되게 매달아 평형상태가 됨을 실험해볼
수 있다. 중학교 교과서(최용준, 2005, 2010)에서 마
분지 종이로 만든 삼각형판을 판의 무게중심의 위치
에서집게손가락으로받쳐평형상태를만드는경우와
마찬가지이다.
본연구에서설정한위모델들은Hanna와 Jahnke

(2002a, 2004)가제시하는모델과유사하지만차이가
있다. Hanna는삼각형의세변의무게를무시한모델
을사용하고있는반면, 세변의무게, 혹은삼각형내

부에 분포된 질량의 무게를 고려하고 있다. 그리하여
위 모델은 HJ모델에서 꼭지점에만 무게가 있는 가상
적인 삼각형을 다룰 때 학생들이 갖는 심리적 부담을
덜어 줄 수 있다. 즉, 교실에서 현실세계 속의 삼각형
을모델로제시할필요가있음을강조하고자한다. 
무게중심과관련된또다른예로, Hanna와 Jahnke

(2002a, 2004)는 Varginon 정리의증명을무게중심
의 개념에 의하여 제시하고 있다. Varginon 정리는
임의의사각형의네모서리의중점들은평행사변형의
꼭지점이된다는내용이다. 논문“Another approach
to proof: Arguments from physics(2002b)”에서도
언급된 바 있지만, Varginon 정리가 사각형의 무게
중심을통하여증명될수있음을상기해볼때, 학생들
은 오각형, 육각형, ... 등 다각형에 무게중심 개념을
적용하여다각형의새로운성질을찾아보려는시도를
할 수 있을 것이라 기대할 수 있다. 즉, 한인기(2005)
의 연구에서도 주장하듯이, 무게중심을 이용한 모델
은 수학적 개념의 확장에서 등장하는 일반화를 배울
수있는좋은모델이된다. 
Ball(2002)은 Varginon 정리에 대한 무게중심 개

념을 이용한 모델의 장점을 다음과 같이 주장하고 있
다; 보다명쾌한증명을제공하며, 복잡한수학적구조
의 근본적인 특징을 드러내며, 무게중심 개념으로 증
명된정리가수학의다른 역및다른과학분야와어
떻게 관련되어 있는지 분명히 밝히며, 개관하기 힘든
정교한수학적논증과는대조적으로그전체를파악할
수있는총체적증명의형태를만드는데도움을준다.
삼각형의무게중심을물리적논증으로설명할때도이

와같은장점을갖는다는것을우리는주장할수있다.

6. 실험적으로 무게중심을 찾는 방법

무게중심의 물리적 의미를 가장 간단하게 실험적으
로알아볼수있는장치는막대저울이다. 이를이용하
면 물체의 평형과 관련하여 아르키메데스가 그의 저
서“평면도형의 평형”I권에서 지레의 원리를 유도하
기 위해서 공리로 삼았으며, 대부분의 사람들이 경험
적으로 알고 있는 다음 현상들을 실험적으로 관찰해
볼 수 있다. 즉, 막대저울의 받침점에서 같은 거리에
매달은두개의동일한접시에같은무게의물체를놓
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5) 질량중심의 정의와 간단한 적분을 이용하여 중선 AP를 2:1로 분할하는 점이 무게중심이 됨을 알 수 있다.

그림 4 모델 N2 



으면 저울은 평형을 이룬다. 만일, 두 개의 접시에 놓
인무게가다른경우에는, 두무게에역비례하는거리
에 두 접시를 위치시킬 때 두 저울은 받침점의 좌우
어느한쪽으로도기울어지지않고평형을이룬다. 이
때, 저울의받침점의위치가두물체의무게로이루어
진계의무게중심이다. 이러한관찰사실을간단히수
식으로 표현하기 위해서, 무게중심을 지나는 연직
축을축으로잡고막대저울을 축, 무게중심을원

점, 두물체의질량을각각 , 그위치를각각
로표시하면

이다.

이제임의의물체의한점에끈을달아연직면에서평
형을이루는경우에대해지레의원리를적용해보자. 물
체를구성하는수많은질점들을 로
표시하고, 이물체의무게중심을원점으로잡고각질

점의위치를 로표시하면

가될것이다. 그이유를

직관적으로 설명하면, 이 물체를 이루는 질량들이 연
직축에대해서어느쪽으로도기울어지지않아야하기
때문이다.6) 따라서, 한 점에 끈으로 매달아서 연직면
에서 평형을 이루는 물체의 무게중심은 매달은 점을
통과하는연직선위에있게된다. 이러한관찰은임의
의 형태를 가진 물체의 무게중심을 실험적으로 찾는
다음과같은간단한방법을가능하게해준다. 이방법
은특히물체의질량이얇은판의형태로분포된경우
에 특히 편리하다. 먼저, 얇은 판으로 된 물체의 가장
자리에 가까운 곳에 구멍을 뚫고 연직 방향으로 매달

아 평형을 이루게 하여 무게중심을 지나는 하나의 직
선을얻는다. 다시다른구멍을뚫고연직방향으로물
체를 매달아서 무게중심을 지나는 또 하나의 직선을
얻는다. 이제 이 물체의 무게중심은 이 두 직선의 교
점으로 얻어진다([그림 6] 참조). 실제 교실 수업에서
는 균일한 마분지를 삼각형, 사각형, 또는 임의의 형
태로 오려낸 후에, 몇 개의 점에 구멍을 뚫고 실에 매
달아서 무게중심을 찾는 활동을 해볼 수 있다. 그리
고, 삼각형의 경우에는 이 무게중심이 중선들의 교점
인지, 그리고 대칭성이 있는 도형의 경우에는 무게중
심이 기하적인 대칭의 중심점이 되는지 등을 확인하
는 활동을 통해서 무게중심의 물리적 의미와 도형의
기하적의미를함께생각해보는시간을갖는것이바
람직할것이다. 

삼각형의 경우에 실제수업에서 활용할 수 있는 구
체적인 예를 들면, 두꺼운 마분지 또는 균일한 나무
판으로삼각형을만든후에각꼭지점가까이에구멍
을 뚫는다. 한 구멍에 끈을 넣어 삼각형 판을 연직방
향으로 매단 후에 평형을 이루게 하여 그 구멍에서
아래쪽으로 출발하는 연직선을 삼각형 판 위에 연필
로 그려 놓는다. 다른 구멍에서도 이 방법으로 삼각
형 판 위에 연직선을 찾아 그린 후 두 연직선이 만나
는 교점을 표시한 후에, 나머지 한 구멍에 끈을 매달
아생기는연직선이그교점을지나는지확인해본다.
또한이렇게찾은연직선이삼각형의중선이됨을확
인해볼수있다. 이 때, 한 손으로삼각형을연직방향
으로 매달고 다른 손으로 연직선을 그려야 하는 어려
움을 피하기 위하여 아래 그림과 같이 끈의 한 쪽 끝
에추를달고다른쪽끝으로구멍을통과하여묶으면
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6) 기초물리학에서는 강체의 평형조건으로서 강체에 작용하는 총외력=0과 외력들에 의한 총토크=0의 두 조건을 설명한다. 이를 한 점에 끈으로 매달아
서 연직면에서 평형을 이루고 있는 강체에 적용하면, 강체를 지탱하는 끈의 장력이 물체의 무게와 같고, 끈을 통과하는 연직선 위에 물체의 질량중심
이 있음을 보여줄 수 있다. 

그림 5 양팔저울

그림 6 얇은 판을 연직 방향으로 매달아서 무게중심을
찾는 모델



연직선을얻을수있다. 이연직선위의한점을판위
에표시한후에판을평평하게놓고연직선위의점과
구멍을 연결한 선분을 판 위에 표시하여 연직선을 그
릴수도있다.

이런 실험적 발견과 토론을 통해서 학생들은 무게
중심의가정이갖는진정한의미에대해인식할수있
게 될 것으로 기대된다. 그렇게 되면 HJ 모델(M1,
M2)이 어째서 삼각형의 세 중선이 한 점에서 교차한
다는 기하적 정리에 대해 가장 간단한 증명을 가능하
게하는지도이해할수있게될것이다.

Ⅲ. 결론 및 제언

이 에서는 물리적 논증을 이용하여 수학의 정리
를증명하는것의장점, 전통적인수학적증명과의차
이점, 교실 수업에서 이를 성공적으로 수행하기 위해
필요한요소등을파악하기위해노력하 다. 이를위
해작지만전형적인한예로서, 무게중심의개념과적
절한 모델을 이용하여 삼각형의 세 중선이 한 점에서
교차한다는 기하적 정리를 증명하는 경우를 자세히
살펴보았다. 이 연구를 통해서 본연구자는 결론적으
로 다음과 같은 점들을 명확히 하고 몇 가지 제언을
하고자한다.
첫째, 수학적 정리를 증명함에 있어서 물리적 논증

은관련개념과특정한모델의도입등을통해서수학
적 정리를 보다 구체화시키고, 정리의 내용에 대하여
실제적인느낌과해석을가능하게한다. 다시말해추
상적이고 논리적인 정리의 내용이 좀 더 실제적이고
생생한 표현을 얻게 되는 것이다.7) 본 연구에서 제시

하는 예에서, 삼각형의 중선들의 교점을 물리적으로
해석하면, 이 교점은 균일한 삼각형 판의 무게중심이
다. 이는균일한삼각형판의무게중심에구멍을뚫고
끈으로 묶은 후 판이 수평이 되게 매달면, 판자가 평
형상태가됨을뜻하는것이다. 실제교실수업에서삼
각형 판을 연직 방향으로 매달아서 무게중심을 찾는
실험을 통하여, 삼각형의 기하적 중선정리에서 다루
는 무게중심을 삼각형 판이라는 물체의 물리적 무게
중심으로 이해할 수 있도록 교수학습 방법의 개선을
위한현실적인모델을제시하 다.
둘째, 본 논문의 예에서도 분명히 알 수 있듯이, 물

리적 논증은 수학적 증명보다 더 많은 개념구조를 갖
고 있다. 따라서, 본 연구의 예에서는 무게중심의 개
념을잘파악하지못하면, 제안된물리적모델이어떻
게 기하적 정리의 증명을 성취하는지 이해하지 못할
수도 있다. 이런 뜻에서, 본 연구에서는 물리적 개념
과모델을통한논증에대하여분명히드러내고, 특히
(예비)수학교사들에게 필요한 기초적인 배경 지식을
마련하 다.  
셋째, 두 번째요점에서교사의역할과준비가매우

중요하다는 것을 알 수 있다. 물리적 논증에 사용된
물리 개념에 대한 교사의 이해도가 깊을수록, 학생들
에게 수학 정리의 증명을 물리적 논증을 통해서 성공
적으로전달할수있을것이다. 반대의경우에는물리
적 내용은 물론 수학적 정리의 내용 전달에도 실패할
것이다. 결론적으로, 수학 정리의 증명지도에 물리적
논증을 이용하는 것은 매우 유익하고 유망한 것이지
만, 교사의편에서필요한준비를철저히하지않아도
쉽게 성공할 수 있는 방법은 아니라는 것을 명심해야
한다고 본다. 그리하여 예비수학교사들을 위한 타 교
과와연계된수학교육의필요성을명백히하 다.  
넷째, 아래 Dewey의 교육방법론의 요지를 살펴볼

때 학생들이 구체적 사물을 통하여 삼각형의 무게중
심에대한물리적논증을먼저접하는것은수학내용
의 의미를 분명히 하고 그 타당성을 확인하는 절차로
중요하다.

산수와 과학 등의 어떤 지식이든지 그것을 가르치고

자 할 때는 일상의 생활경험 역 내에 드는 자료에

서 추출된 것에서 출발하여 거기에 들어있는 지적
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그림 7 삼각형판을 연직방향으로 매달아 무게중심을
찾는 모델

7) 가령 와 같은 간단한 미분방정식을 이공계의 학생들은 방사성원소의 반감기와 관련해서 이해하는데 익숙하다. 수학 교육에 이런 요소를 어떻
게 반 하느냐에 따라서 학생들에게 수학이 좀 더 실제적인 학문으로 비춰지게 될 것이다.  



내용을 점진적으로 발전시켜야한다 (우정호, 강흥규,

2005)

이는 Tall(1995)이 연역적인 증명에 앞서 초보적인
증명으로물리적환경과상호작용을통해이루어지는
활동적 증명을 들고 있는 것과 같은 맥락이다. 즉, 학
생들이 구체적인 활동을 통하여 주어진 명제가 먼저
참인지를 확인할 수 있도록 적절한 물리적 모델을 제
시하는것이바람직할것이다.
다섯째, 많은수학적개념이타분야와동떨어져홀

로 만들어진 것이 아님을 학생들에게 일깨워주기 위
하여 수학적 증명 또는 수학적 개념에 관련된 물리적
논증 및 설명이 적절하게 수반될 필요가 있다. 특별
히, 무게중심, 변화율과같은물리적개념에서발생한
수학적 개념은 반드시 물리적 논증 및 설명을 수반하
여야 할 것이다.  Polya (1978) 역시 이런 물리적 논
증이 학교수학에서 사용될 수 있고, 사용되어야함을
제의하고있다.
결론적으로 본 논문은 학문 내외의 연계성에 대한

교육이 부족한 요즘 현실에서 무게중심에 대하여 교
과 내외적으로 통합적 사고를 유도하는 교수학습의
개선방향을제안하고있다.
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국문 요약

이 논문에서는 Hanna와 Jahnke의 수학적 증명에
서의 물리적 논증의 사용에 대한 주장에 동의하면서,
그들의 논문에서 취급된 무게중심의 개념을 이용한
물리적 논증을 통해 삼각형의 무게중심에 대한 증명
의 예를 분석하고 보다 현실적인 모델을 제시하 다.

전통적인 수학적 논증과 비교하여 물리적 논증에 있
어서 물리적 개념과 모델의 역할을 명백히 드러내고,
또한 물리적 논증을 교실에서 학생들에게 제시하고
활용해야할필요성에대하여논하 다. 

주요어 : 수학적증명, 물리적논증, 무게중심, 삼각
형의중선, 삼각형의무게중심
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