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요  약  본 연구에서는 매트릭스가 손상된 적층복합판의 비선형 거동을 분석하기 위한 일차전단변형이론에 기초한 
유한요소 정식을 유도하였다. Duan and Yao가 제안한 Matrix 균열의 강성 치환 방법을 적용하여 다방향 강성저하식
을 구성하였다. 발생된 Matrix 균열은 탄성계수, 전단탄성계수 및 프아송비의 변화로 표현할 수 있으며, 이를 이용하
여 판의 국부 강성 변화를 예측할 수 있다. 가정된 자연변형률 방법을 적용한 쉘요소를 이용하여 면내 및 전단잠김 
현상이 발생하지 않았다. 적층복합판의 선형해석은 물론 비선형 해석결과들은 참고문헌의 결과들에 수렴되었다. 매트
릭스가 손상된 적층복합판의 해석 결과들은 향후 연구에 비교자료로 활용될 수 있을 것이다.

Abstract  In this study, a finite element formulation based first-order shear deformation theory is developed for 
non-linear behaviors of laminated composite plates containing matrix cracking. The multi-directional stiffness 
degradation is developed for adopting the stiffness variation induced from matrix cracking, which is proposed by 
Duan and Yao. The matrix cracking can be expressed in terms of the variation of material properties, such as 
Young's modulus, shear modulus and Possion ratio of plates, and sequently it is possible to predict the variation 
of the local stiffness. Using the  assumed natural strain method, the present shell element generates neither 
membrane nor shear locking behavior. Numerical examples demonstrate that the present element behaves quite 
satisfactorily either for the linear or geometrical nonlinear analysis of laminated composite plates. The results of 
laminated composite plates with matrix cracking may be the benchmark test for the non-linear analysis of 
damaged laminated composite plates.

Key Words : Stiffness degradation; Non-linear analysis; First-order shear deformation theory; Assumed natural 
strain, Laminated composite plates
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1. 서론

복합재료로 구성된 적층판은 높은 강성비를 가지고 있
으나 손상유형에 대한 연구가 필요한 실정이다. 적층복합
판의 대표적 손상은 층간분리, Matrix 균열, 섬유 절단 등
이 있으며 이러한 현상들은 적층복합판의 거동에 중대한 

영향을 끼치는 경우가 발생할 수 있다. 층간 분리로 인한 
적복합판의 손상은 다양한 연구가 진행된 반면 Matrix의 
균열이 적층복합판의 거동에 미치는 영향에 대한 연구는 
미비한 실정이다. 특히 Matrix 균열 메커니즘은 해석이 
난해하기 때문에 수치적 접근방법 보다는 실험에 의한 
근사값으로 구한 손상계수를 이용하는 경우가 대부분이
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었다.  
[1]은 강성 특성을 설명하기 위한 손상역학모델을 제

시하였고, [2]는 매트릭스 손상에 의한 적층복합구조의 
강성 저하를 새롭게 유도하였다. 이 방법은 적층복합구조
의 강성 저하를 나타내기 위해 실험으로부터 단지 몇 개
의 상수들 만을 필요로 한다. 

판과 쉘의 해석을 위해 [3]은 9절점 가정변형률 쉘 요
소(QUAD9)를 개발하였는데 그들은 전단 잠김을 극복하
기 위하여 자연좌표계에서 횡 전단변형의 향상된 보간법
을 사용하였다. 막 변형률의 향상된 보간법은 막 잠김 거
동을 피하기 위하여 국부 좌표계에서 사용되었으며, [4]
는 개선된 기하학적 비선형 축퇴 쉘 요소를 제시하였다. 
그들은 자연좌표에서 횡 전단 변형률의 향상된 보간법과 
막 변형률에서 감차 적분과 비적합 변위 모드의 선택적 
추가법을 사용하였다. [5]는 요소 기저 정식화에 바탕을 
둔 9절점 가정변형률 쉘 요소를 개발 하였으며, [6]은 [5]
의 개념을 적층복합판과 쉘로 확장하였고, [7]은 적층복
합구조의 자유진동해석으로 확장하였다. [8]은 3차원 복
합재료 구조물의 해석을 수행하였고, [9]는 해석적 방법
을 통한 점진기능재료 복합판의 정적, 동적 및 좌굴특성
에 관해 연구하였다. 이러한 적층복합구조물에 관한 연구
들은 선형해석으로 제한된 경우이었거나 비선형 해석에 
관한 연구일지라도 구조물의 손상을 고려하지 않은 연구
이였다.  

본 연구에서는 전단 잠김과 막 잠김을 제거하기 위하
여 [6]의 가정변형률 방법이 자연 좌표계에 사용되었고, 
일차전단변형이론을 적용하여 전단효과를 보강하였다. 
다방향 강성 저하를 고려하기 위하여 새로운 변형률-응
력 관계식을 유도하였고, [10]의 방법을 적용하여 강성 
저하된 재료특성을 유도하였다. 복합재료 적층판에 발생
된 Matrix 균열의 크기에 따른 강성변화는 선형과 비선형
의 거동 차이에 영향을 미치게 되며 경우에 따라 이러한 
차이가 큰 경우가 발생할 수 있다. 특히 적층배열 및 섬
유 보강방향 변화가 미치는 선형 및 비선형 거동의 상호
작용은 매우 복잡하여 예측이 난해하다. 따라서 본 연구
는 쉘요소의 유효성을 확인하기 위하여 참고 문헌과 비
교하였으며, Matrix에 발생된 균열 크기에 따른 기하학적 
비선형 거동의 변화를 적층조건에 따라 상세 분석하였다. 

2. 매트릭스의 손상으로 인한 강성 저하

문제를 단순화 하기 위하여 매트릭스의 손상은 한방향 
인장을 받고 있는 상태에서 일정하게 분포하고 있다고 
가정한다. 매트릭스 손상을 포함하는 미소요소를 그림 1

에 나타내었다. 변형률과 응력의 관계를 유도하면 식(1)
과 같다.

[그림 1] 매트릭스 손상을 포함하는 복합재료 판
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여기서 12,m mE G   그리고 12
mν 는 손상되지 않은 매트릭

스의 탄성계수, 전단탄성계수 그리고 푸아송 비이다. 손
상변수 Τ를 식(2)로 정의한다.[2]

e

c c
ab S

Τ = =
(2)

여기서 eS  는 미소요소의 면적이다. 식(2)에 의해 T

는 미소요소의 크기와 손상부위의 길이에 대한 비로 간
주된다. 손상된 매트릭스의 탄성계수와 푸아송비는 식(3)
과 같다

1 =mc mE E , (3a)

2 21 4
=

+ Τ

m
mc EE

π , (3b)
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12 23 13 12
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그림 1에 나타난 것과 같이 분포된 매트릭스 손상만을 
고려한다면 적층복합판은 손상된 매트릭스와 손상되지 
않은 강섬유의 혼합체라고 볼 수 있다. 이러한 혼합체의 
강성은 Tsai-Halpin[14] 방법을 이용하여 정리하면 식(4)
와 같다. 

1 1 (1 )= + −f f mc fE E V E V , (4a)

그리고

12 12 (1 )f f mc fV Vν ν ν= + − (4b) 

여기서 fE 는 강섬유의 탄성계수, 1
mcE  손상된 매트릭

스의 길이방향 탄성계수, fν 와 12
mcν 는 각각 강섬유의 푸

아송 비, 손상된 매트릭스의 푸아송 비 이다. fV 는 강섬
유의 체적이다.
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여기서
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여기서 M =혼합체 물성치 2 3 12 23 13 23 13, , , , , ,E E G G G ν ν , 
fM = 강섬유 물성치 , , ,f f fE G ν mcM =손상된 매트릭스

의 물성치 , ,mc mc mcE G ν 그리고 ξ 는 상수이다.

3. 쉘 요소의 기하와 운동학

6개의 자유도를 갖는 9절점 쉘 요소의 구조 형상은 그
림 2와 같다.

[그림 2] 6개의 자유도를 갖는 9절점 쉘 요소

중립면에 수직인 법선은 변형 후에도 직선으로 유지된
다는 쉘의 가정을 사용하면, 쉘 요소의 초기 형상은 상수
의 두께 h를 가지며, 식(7)과 같이 나타낼 수 있다. 

3( ) ( ) ( ) ; 1, 2,3 , 1,2i iβ βξ ξ ξ ξ β= + = =P P V (7)
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(9)

여기서, P 는 쉘 요소에서 일반적인 한 점의 위치 벡
터를 나타내고, P 는 중립면에서 한 점의 위치 벡터를 나
타낸다. aN 는 노드 a와 관련하여 2차원 2차 라그랑지안 
보간 함수이며, aP 는 3개의 직교 좌표 요소를 갖고 있는 
위치 벡터이다. ah 는 노드 a에서 쉘 두께이다. ˆ aV 는 절
점 a에서 중립면에 수직한 단위 법선 벡터이다. 절점 a
에서의 단위 법선 벡터 ˆ aV 는 식(10)과 같이 간단히 결정 
된다. 
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쉘 요소에서 변위장 u 는 식(11)과 같이 나타낼 수 있
다.

( ) ( )
9

3 3
1

ˆ( ) ( )
2

a
a a

i a
a

hN β β βξ ξ ξ ξ ξ ξ
=

⎡ ⎤
= = +⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑u u e u e

(11)

여기서 u  는 중립면의 임의 점의 병진 변위 벡터이고 
ˆ ae  는 절점 a에서 회전 변위 벡터이다.

본 연구의 쉘 요소에 대한 변위장의 증분 형태는 [5]의 
절점 증분 벡터 a∆u 를 사용하여 식(12)와 같이 나타낼 
수 있다.
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4. 자연 변형률 텐서 

자연 좌표계[6]에 따르면, 본 연구에서 사용한 Green 
변형률 텐서에 대응하는 자연 변형률 텐서는 식(15)와 같
이 정의 된다. 

(15)

증분 변형률은 식(16)으로 간단하게 표현될 수 있다. 

(16)

여기서, 는 각각 증분 면내 변형률, 증
분 휨 변형률, 증분 수직 전단 변형률 성분이고 B% 는 변
형률-변위 행렬이다.

잠김 문제를 해결하기 위하여 [6]의 제안한 9절점 쉘 
요소에서 가정 자연 변형률 방법을 사용하였다.

( ) ( )
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13 i 1 j 2 13
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여기서 2( j 1) iδ = − + 는 표본점의 위치를 나타내고, 그 
형상 함수 ( )i 1ξΩ  및 ( )j 2ξΞ 는 식(18)과 같다. 
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2
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(18)

여기서 i 2( )Ω ξ  및 i 1( )Ξ ξ  는 변수를 바꾸어서 얻을 수 
있다. 가정 변형률  11 22e , e% % 는 각각 13 23e ,e% % 와 동일한 보간 
방법이 쓰인다.

식 (18)로부터 유도된 가정 변형률 를 변위장에서 얻
어진 변형률  대신에 본 연구의 쉘 요소에 사용하였다. 

본 연구에서는 식(19)와 같이 새로운 ASB%  행렬이 일반적
인 B%  행렬 대신에 사용되었다. 

( )

( ) ( )
3 3

0e

e

m

b

s

E ξ ξ

⎡ ⎤⎧ ⎫ ⎢ ⎥ ⎧ ⎫⎪ ⎪ ⎢ ⎥=⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎢ ⎥ ⎩ ⎭⎪ ⎪
⎢ ⎥⎩ ⎭ ⎣ ⎦

m AS

b1 b2

s1 s2AS AS

B
u

Β B
θ

B B

%
%

% % %

% % % (19)

여기서 em% 와 es% 는 가정 면내 변형률과 가정 전단 변
형률 요소이다. 

5. 적층판의 변형 에너지와 합 응력 

3차원 구조체로 표현된 쉘의 변형에너지는 응력 텐서 
ijS 와 변형률 텐서 ijE 의 곱을 전체 체적에 대하여 적분

한 형태로 표현되며 식(20)과 같다. 

1
2 ij ijV

U S E dV= ∫ (20)

적층 구조물에서 변형 에너지 U 는 식(21)과 같다.

(21)

두께에 대한 적분을 수행하면 변형 에너지로부터 식
(22)와 같은 면내, 면내-휨 조합, 휨 그리고 전단 강성 행
렬을 구할 수 있다. 

(22)

여기서 Reissner에 의해 제안된 5/6를 전단 보정계수
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( sk )로 유한요소 정식에 사용하였다.

적층 복합 판의 적합 방정식은 식(23)과 같다. 

3 3 3 3

0
0

0 0

m

b

s

N A B E
M B D E
Q A E

αβ αβγδ αβγδ γδ

αβ αβγδ αβγδ γδ

α α β β

⎧ ⎫⎡ ⎤⎧ ⎫
⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎢ ⎥=⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥

⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥⎩ ⎭ ⎣ ⎦ ⎩ ⎭

%

%

% (23)

6. 증분 평형방정식

미소 변형률 이론을 사용하면 식(24)와 같이 증분 평
형방정식을 나타낼 수 있다.

(24)

여기서 S 는 자연 응력 텐서이고 위 첨자 t는 일반적
으로 현재 상태를 나타내며, 위 첨자 t t+D 는 증분된 상
태를 나타내며 , 

t t
extWd+D 는 t t+D 에서 외적 가상일을 

의미한다. 
선형 강성행렬은 두께방향으로 직접적분을 수행하여 

얻을 수 있다. 최종적으로 6x6 요소 강성행렬을 식(25)와 
같이 얻을 수 있다.

(25)

기하 강성행렬은 식(26)으로 나타낼 수 있다,

(26)

식(26)은 식(27)과 같은 형태로 표현할 수 있다.

(27)

국부 회전 좌표계에서 식(27)은 해석적으로 두께 방향
으로 적분을 통해 식(28)의 형태로 구할 수 있다. 

(28)

증분 비선형 평형방정식은 식(29)와 같다. 

( ) t t+∆⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ ∆ = −⎣ ⎦ ⎣ ⎦L GK K u F F (29)

여기서 F 는 외력 벡터 그리고 F 는 내력 벡터이다.

7. 수치 예제

선형해석과 비선형해석의 결과들을 비교하기 위하여 
몇 개의 예제들을 선택하였다. 예제들은 참고문헌의 결과
와 비교하기 위한 등방성 예제와 향후 연구들에 비교자
료로 제시하기 위한 비등방성 복합재료 예제들로 구성하
였다. 첫번째 예제는 손상된 적층복합판의 변위를 해석적 
방법으로 구한 결과와 비교하였다. 두번째 예제는 L-형 
판의 비선형 해석을 수행하였고, 마지막으로는 적층판의 
비선형 해석을 수행하였다. 본 연구에서는 FEAP 을 개선
하여 적용하였다[11, 12].

7.1 적층복합판의 선형해석 

복합재료의 물성치는 표 1과 같다.

(GPa)E 12 (GPa)G 12ν

강섬유 84.0 33.6 0.27

매트릭스 3.2 1.26 0.27

[표 1] 강섬유와 매트릭스의 물성치

z

h
y

b

x

a



[그림 3] 단순지지된 사각형 적층복합판

표 2에는 실험결과와 본 연구에서 유도한 적층요소의 
초기 물성치를 나타내었다.

 1(GPa)E 2 (GPa)E 12 (GPa)G 12ν

Duan과  
Yao[2]

실험값 41.7 13.0 3.4 0.3

예측값 39.6 12.9 5.13 0.26

본 연구 39.56 12.99 5.13 0.27

[표 2] 본 연구와 참고문헌의 초기 물성치 비교
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손상계수 
(T)

각도 ( )θ
해석방법 5 15 30 45

손상되지 
않은경우

FEM
(본연구) 4 4× 2.3640 2.2405 1.9973 1.8833

Navier
(해석적방법) 2.3736 2.2541 2.0082 1.8955

0.1

FEM
(본연구) 4 4× 2.4356 2.3200 2.0671 1.9464

Navier
(해석적방법) 2.4546 2.3304 2.0738 1.9565

0.2

FEM
(본연구) 4 4× 2.6489 2.5114 2.2236 2.0991

Navier
(해석적방법) 2.6588 2.5222 2.2351 2.1044

0.3

FEM
(본연구) 4 4× 2.9029 2.7426 2.4113 2.2655

Navier
(해석적방법) 2.9147 2.7615 2.4270 2.2750

0.5

FEM
(본연구) 4 4× 3.3829 3.2102 2.7466 2.5404

Navier
(해석적방법) 3.4000 3.2166 2.7567 2.5502

[표 3] 손상된 적층합판과 손상되지 않은 적층복합판의 
변위 ( / / / )θ θ θ θ− −

그림 3의 단순지지된 4각형 판( / 100a h = )의 1/4을 
4 4× 로 요소분할 하였고, 재료의 물성치는 표 2와 같으
며, 기하학적 성질은 그림 3과 같다. 강섬유의 체적은 

0.45fV = , 재료의 계수 4.12ξ = 로 가정하였다. 4층으로 
적층된 역대칭 앵글-플라이 적층복합판의 손상정도에 따
른 해석결과를 해석적 방법과 비교하여 표 3에 나타내었
다. 해석적 방법의 결과와 본 연구의 결과는 매우 잘 일
치하였다.

7.2 L-형 판의 비선형 해석 

한변은 고정되고 자유단에 면내하중이 작용하는 L-형 
판을 그림 4에 나타내었다. 재료의 특성은 

271,240 /E N mm=  그리고 0.31ν = 이다. 13 1× 의 요소로 
분할하여 비선형 해석을 수행하였고, 그림 5에 참고문헌
의 결과들과 비교하여 나타내었다. 

[13]은  6절점 삼각형 요소를 68 2× 로 분할하여 해석
하였고, [14]도 4절점 사각형 요소를 68개 사용하였다. 본 
연구에서는 13개의 요소 만으로도 참고문헌의 결과들과 
매우 유사한 해석결과를 얻을 수 있었다.

[그림 4] 한단은 고정되고 자유단에 면내 
하중이 작용하는 L-형 판
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[그림 5] L-형 판 자유단의 면외 변위

손상된 적층복합판의 물성치는 표 2의 값을 사용하였
고, 강섬유의 체적은 0.45fV = , 재료의 계수 4.12ξ = 를 
적용하였다. L-형 적층복합판의 전체 두께는 0.6h mm=

이고 각각의 적층판은 동일한 두께로 구성하였다. 그림 6
에서 하중 증가에 따른 좌굴 후의 거동을 확인할 수 있
다. 적층복합판은 ( 45 / 45 / 45 / 45− −o o o o )로 적층되어 있고 
손상정도에 따른 후좌굴 거동을 분석하였다. 손상계수의 
변화에 따른 후좌굴 거동은 유사한 모양을 나타내었고 , 
손상계수의 증가에 따라 극한하중이 감소하였다. 이러한 
현상은 손상의 정도가 구조물의 강성을 저하시킴으로 인
한 결과로 예측할 수 있다. 주목할 만한 점은 
( 45 / 45 / 45 / 45− −o o o o )로 적층된 L-형 적층복합판의 경우, 

손상에 따른 강성의 저하정도가 약 20~30% 정도 된다는 
것이다.
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[그림 6] L-형 적층복합판의 손상정도에 따른 자
유단 면외 변위

그림 7은 손상계수가 0.5인 경우에 4층으로 적층된
( / / /θ θ θ θ− − ) L-형 적층복합판의 각도 변화에 따른 후
좌굴 거동을 나타낸 것이다. θ 가 5에서부터 30까지 변화
하는 동안에는 극한하중이 증가하였다. 하지만 θ 가 45
에서부터 75까지 변화하는 동안에는 상이한 거동을 나타
내었다. 이러한 현상은 보강방향은 물론 구조물의 형상 
또한 후좌굴 거동에 영향을 주는 것으로 판단된다. 4층으
로 적층된( / / /θ θ θ θ− − )L-형 적층복합판의 각도가 
( 23 / 23 / 23 / 23− −o o o o )으로 적층되었을 때 가장 큰 극한하
중을 나타내었지만 ( 30 / 30 / 30 / 30− −o o o o )의 경우와 거의 
차이가 없어 그림 6에 표현하지는 않았다.
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[그림 7] 손상된 L-형 적층복합판의 보강방향의 
변화 따른 자유단 면외 변위

7.3 적층복합판의 비선형 해석 

단순지지된 역대칭( 0 / 90o o )적층복합판을 그림 8에 나
타내었다. [15, 16]과 [17]은 고차전단변형, 3차 전단변형 
이론을 이용하여 해석하였다. 적층복합판의 기하학적 특
성 및 재료적 특성은 식(30)과 같다.

9.0ina = , 1.5inb = , 0.04inh = ,
7 2

1 2.0 10 lb/inE = × ,
6 2

2 1.4 10 lb/inE = × ,
6 2

12 13 23 0.7 10 lb/inG G G= = = × ,

12 0.3ν = (30)

대칭조건을 이용하여 적층복합판의 1/4만 9개의 요소
로 분할하여 해석하였다. 하중의 증가에 따른 적층복합판
의 처짐을 참고문헌과 비교하여 그림 9에 나타내었다.

[그림 8] 등분포 하중을 받는 적층복합판
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[그림 9] 등분포 하중을 받는 적층복합판의 
하중-변위 관계 곡선

본 연구의 결과는 [17]과 [18]의 연구결과와 유사한 결
과를 나타내었다. 그림 9로부터 고차전단변형 이론이 얇
은 구조에서는 개선효과가 매우 작다는 것을 알 수 있었
다. [14, 15]의 결과는 / 10w h ≤ 의 범위에서만 수렴되었
고, 이러한 결과는 [15]의 비선형 이론을 적용하였기 때
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문으로 판단된다. 본 연구에서는 Green 변형률을 적용하
여 정확한 비선형 거동을 추적할 수 있었다.

손상된 적층복합판과 손상되지 않은 적층복합판의 하
중 증가에 따른 중앙점 처짐을 그림 10에 나타내었다. 재
료의 물성치는 표 2와 같고 강섬유의 체적 계수는 

0.45fV = , 재료의 계수는 4.12ξ = 를 사용하였다. 2개층
이 역대칭 ( 0 / 90o o )으로 적층되고 손상된 적층복합판의 
경우에 중앙점 처짐이 현격히 증가됨을 알 수 있었다.
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[그림 10] 손상된 적층복합판의 하중-변위 관계 
곡선

8. 결론

적층복합판은 구조물의 형상, 기하학적 비선형성, 비
등방성 재료의 혼합 등이 복잡하게 얽혀있어 다방향 강
성저하를 정확하게 예측하는 것은 매우 어려운 일이다. 
이러한 강성저하를 간단하게 유도하기 위하여 파괴역학
에 기초하여 매트릭스 손상으로 인한 적층복합판의 강성
저하 모델을 연구하였다. 여기서 강성저하 상수는 손상계
수 T로 정의하였다. 기하하적 비선형 해석을 위한 요소기
저 라그랑지안 요소를 사용하였고, 전단변형 효과를 고려
하기 위해 일차전단변형 이론을 적용하였다. 면내 잠김과 
전단 잠김현상을 피하기 위해 가정 자연변형률을 사용하
였다. 

손상된 적층복합판의 비선형 해석에서 손상계수와 구
조물의 기하학적 형상 등이 매우 중요한 역할을 한다는 
것을 알 수 있었으며 특히, L-형 적층복합판과 같은 구조
물에서 극한하중의 변화가 구조물의 형상에 따라 예측하
기 힘든 상황이 발생할 수도 있다는 것은 주목할 일이다. 

본 연구의 결과는 향후 적층복합구조의 강성저하 연구
자들을 위한 참고자료로 활용될 수 있을 것으로 사료된

다. 하지만 본 연구의 결과들은 하나의 예제일 뿐이며 다
양한 분야로 연구가 진행되어야 할 것으로 판단된다.
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