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요  약 : 본 논문은 형  비선형 시스템인 셀  이  도립진자 시스템의 스윙업과 안정화에 한 제어

방법을 제안한다. 펜던트 상태의 진자를 PV 제어기를 이용하여 스윙업 시키고, 진자가 한 치에 도

달했을 경우 PI형 상태피드백 제어기로 스 칭하여 진자가 넘어지지 않게 유지시키도록 한다. 시뮬 이

션을 통하여 제안한 제어기법의 유효성을 확인한다.

주제어: 셀  이  도립진자 시스템, 스윙업, 안정화, 스 칭, PV 제어기, PI형 상태피드백 제어기

Abstract: In this paper, we propose a method for swing-up and stabilization of a 

SESIP(Self-Erecting Single Inverted Pendulum) system which is one of the typical 

nonlinear systems. We use PV(Proportional velocity) controller for swinging up the 

pendulum and employ a PI-type state-feedback controller for stabilizing the pendulum. 

Control is switched to a stabilizing controller, which is designed to balance the inverted 

position of pendulum and the cart position to the near vertical position. Computer 

simulations are performed to illustrate the control performance of the proposed scheme.

Key words: swing-up, stabilization, PV controller, PI-type state-feedback controller, 

SESIP system
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1. 서  론 
  도립진자 제어는 도립된 불안정한 진자를 넘어지

지 않게 하기 해 차를 좌우로 움직여 진자의 

평형을 유지하게 하는 것으로 많은 연구가 이루어 

졌다[1,2]. 그러나 진자를 기의  도립상태로 유지

하는 것 보다 기에 진자가 안정하게 정하방 상태

에서 스윙업을 거쳐 도립시킨 후 평형을 유지하는 

제어는 좀 더 복잡한 제어문제이다. 이러한 진자의 

스윙업(Swing-up)과 안정화(Stabilization) 제

어는 많은 비선형 연구  매력 인 과제이며 

제어이론의 유효성을 검증하는 로서[3][4] 폭넓

게 사용되고 있다. 이와 유사한 형태의 제어기법을 

응용한 연구로 2링크 아크로뱃 로 을 3단계 제어

로 구분하여 스윙과 도립자세를 실행한 연구가 있

다[5].

  SESIP(Self-Erecting Single Inverted 

Pendulum)  시스템은 일 에서 모터로 구동되

는 차와 차의 피 (Pivot)에 연결되어 자유롭

게 움직이는 진자로 구성된다. 제어입력은 차의 

구동 모터에 인가되는 압이며, 이를 통해 차가 
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좌우로 움직여 진자의 움직임을 제어하게 된다. 이 

시스템의 기 상태는 진자가 안정하게 아래 방향

으로 향하고 있으며 이를 펜던트 치(Pendant 

position)라 한다.

  SESIP 시스템 제어의 최종 목 은 펜던트 상태

로부터 진자를 스윙업시켜 수직의 평형  부근에 

도달했을 때 진자를 도립된 상태로 안정화 시키는 

것에 있다. 동시에, 안정화 시킨 후에는 차를 

일 의 일정 치에 유지시키거나 차 치의 변

화에 해서도 진자를 넘어지지 않게 해야 한다.

  본 논문에서는 이를 해 안정화 단계 에 작동

하는 스윙업 제어기와 안정화 이후에 작동하는 안

정화 제어기를 구분하여 설계하기로 한다. 이때 

용한 스윙업 제어기와 안정화 제어기로는 각각 

PV(Proportional-velocity) 제어기와 PI형의 

상태피드백 제어기이다. PV 제어기는 제어 기에 

차의 기 치를 변경시켜 차에 매달려 정지되

어 있는 안정한 상태의 진자를 흔들어 불안정하게 

하여 도립 치까지 흔드는 것이 주목 인 제어기이

다. PI형의 상태피드백 제어기는 진자가 도립된 이

후에 진자를 지속 으로 안정화 시켜주는 제어기이

다. PI형의 상태피드백 제어기를 용하여 차의 

기 치 변화에 해서도 차가 주어진 치에 

잘 추종할 수 있도록 하 다. 여기서 요한 설계 

요소는 스윙업 제어기를 통해 진자가 흔들려 수직

의 한 상태에 도달했을 때 제어기의 상호 환

이 정확하게 이루어 져야 한다는 것이다. 본 논문

에서는 이를 해 진자가 수직 치인 ± 180°부근

에서 두 제어기가 스 칭 되도록 설계하 는데, 이

를 통해 진자가 ± 180°부근에 치하면 안정화 제

어기가 작동하여 마치 기각도가 존재하는 도립진

자의  안정화 제어 문제로 바뀔 수 있도록 고안하

다. 

  제안한 일련의 방법은 시뮬 이션을 통해 그 유

효성을 확인한다. 

2. SESIP 시스템의 모델링
  SESIP 시스템은 Figure 1과 같이 스윙업

(Swing-up)과 안정화 부분(Stabilizing)의 2가

지 요한 구성으로 나 어 볼 수 있다. 따라서 이

에 한 각도의 정의도 구분되어야 한다. 

  우선 SESIP 시스템 진자의 체각도  f는 

Figure 1과 같이 진자가 정하방 치에서 0°로 

정의한다. 진자가 아래쪽에 있을 경우(Swing-up)

에는 진자의 각도를 d로 하고  f와 같이 정하방 

치를 0°로 정의한다. 도립된 상태(Stabilizing)

에서는 진자의 각도를 u, 정수직 치를 0°로 정

의한다. 한, 모든 각의 증가는 반시계 방향을 양

의 각으로 정의한다.

0,, >udf θθθ &&&

uθ

fθ

cM

xc x

y

Fc > 0
pl

df θθ ,

pM

pM

pl

Figure 1: Angle definitions of a SESIP system 
(Pendulum "Full" angle)

2.1 SESIP 시스템의 비선형 운동방정식

  SESIP 시스템은 앞에서 설명한데로 차 앞에 

있는 진자가 정수직 하방의 치에서 차를 움직

여 진자를 움직이는 스윙업 제어를 거쳐 도립된 진

자를 제어하는 것으로 구성되어 있다.

  SESIP 시스템은 정하방에 정지해 있는 진자를 

흔들어 도립시킨 후 넘어지지 않게 하는 것으로 정

하방에 있을 경우를 Figure 2와 같이 동역학  

 직교 좌표계로 단순화하여 이 좌표로부터 운

동 방정식을 유도하기로 한다. 
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Figure 2: Coordinate system of a SESIP system

  여기서 xc[m]는 차의 치, xc[m/s]는 차

의 속도,  f[rad]는 진자의 각도,  f[rad/s]는 각

속도이다. 한 차의 질량 Mc=1.0731[kg], 진

자의 질량 Mp=0.230[kg], 진자 심까지의 길이 

lp=0.3302[m], 력가속도 g=9.81[m/s2], 모

터 피니언 성감쇠계수 Beq=5.4 [N·s/m], 진자

축 성감쇠계수 Bp=0.0024[N·m·s/rad], 진자

의 성모멘트 Ip=0.00788[kg·m²]이고 , 차에 

가해지는 힘을 F c
[N]라 한다. 

  비선형 운동방정식은 라그랑지 방정식을 이용하

여  직교좌표계에서 식 (1)과 식 (2)와 같이 2

계 비선형 연립 미분방정식으로 나타낼 수 있다.

McMp xcMp lp  f cos f Mp lp  f sin f
 FcBeqxc

 (1)

Mplpxccos fIpMplp fMpglpsin f Bp f 
(2)

한 Fc와 구동모터에 인가되는 압 u[V]의 계

를 정리하면 식 (3)과 같다.

Fc Rm rmp
Kg Kt u Rm rmp

Kg Km Kt xc (3)

  여기서 역기 력 상수 Km=0.00767[V·s/rad, 

N·m/A], 모터 토크상수 Kt=0.00767[N·m/A], 

기어박스비 Kg=3.71, 기자 항 Rm=2.6[Ω], 

모터의 피니언 반지름 rmp=0.00635[m]이다.

2.2 스윙업을 한 시스템 모델

  여기서는 SESIP 시스템을 스윙업하기 해 

차를 좌우로 흔들어 진자를 도립시키는데 필요한 

차 모델을 달함수 형태로 유도한다. 스윙업 제

어기 설계에 있어서 차에 매달려 있는 진자는 무

시하고 제어 시스템은 차에 해서만 고려하므로 

차 시스템 모델의 입출력은 Figure 3과 같다.

The Cart
Motor Voltage

u1

Cart Position

xc

Figure 3: The cart input and output

  우선 차의 움직임에 있어 D'Alembert의 원

리와 함께 뉴턴의 제2법칙을 용하면 차의 운동

방정식은 다음과 같다.

McxcFai FcBeqxc (4)

단, MJmrmp
Kg 



Mc로 나타낼 수 있으며 쿨롱의 

마찰력은 무시한다. M은 구동부를 제외하고 여분

의 무게를 포함한 차의 질량이며, Jm[kg· m2]은 

모터 회 자 성 모멘트로 3.9e-7의 값을 갖는다.

차의 구동력(Fc)과 모터 회 과 차의 움직임에 

기인한 기자 성력(Fai)은 다음과 같다.

Fc Rm rmp
Kg Kt u Rm rmp

Kg Km Kt xc                 (5)

Fai rmp
KgJm xc                               (6)

식 (4)에 식 (5)와 식 (6)을 입하여 입력( 압, 

u)에 한 출력( 차 치, xc)의 개루  달함

수로 표 하면 식 (7)과 같다.
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u 
xc

RmMcrmp  RmKgJm s  KgKtKm BeqRmrmp  s

rmpKgKt   

(7)

2.3 도립진자 시스템의 선형모델

  SESIP 시스템이 진자의 스윙업을 거쳐 도립된 

상태에서의 모델 즉, 도립진자 시스템의 모델은 

2.1 의 2차 비선형 연립 미분방정식에서  f가 ± 

180°의 치에 있는 것과 동일하다. 따라서 도립진

자 시스템 모델은 2.1 의 2차 비선형 연립 미분방

정식에 각도를  f에서 u로 변환하고, u의 변동이 

미소하다고 가정하여 u ≅  근방에서 선형으로 

근사화하면 쉽게 얻을 수 있다[6][7].

3. 제어 시스템 설계
  SESIP 시스템은 Figure 4와 같이 2개의 제어 

시스템과 이 두 개를 스 칭 시켜 주는 의사결정 

로직으로 구성된다. 한 제어기는 진자를 스윙업

(Swing-up)하기 해 차 치를 조작하는 제어

루 로서 PV 제어기를 사용하고, 다른 하나는 도

립된 진자를 수직으로 유지시켜 주는 제어루 로서 

도립진자의 안정화를 한 LQR 이론에 기반을 둔 

PI형의 상태피드백 제어기이다.

3.1 PV 제어기(스윙업 제어기)

3.1.1 기 입력의 선정

  스윙업을 한 차의 기 치(xd) 선정은 진자

를 흔들어 도립시키기 해 기의 정지된 진자를 

불안정하게 하는 것이 주목 이다. 본 논문에서는 

차 기 치 선정에 3가지 요소를 감안한다. 먼

 진자의 스윙업시의 각도(d)에 한 이득값

(Kpd)을 곱한 값을 사용한다. 

xd  Kpd d                             (8)
  그러나 이때에는 각도 d가 0이 아닐 경우에만 

활성화되므로 정지된 상태에서 진자를 스윙업하기 

해 기 치를 고려하여 다음과 같이 한다.

xd kss
Kxd s

                              (9)

  여기서 Kxd는 차 기 시발  이득값이며, ks
는 1차시간지연 상수이다.

  마지막으로 짧은 시간 내에 진자 스윙업을 이루

기 해 스윙업 기에 일정 기간동안 식 (8)에 일

정한 이득값을 곱한 값을 사용한다. 

xd Kxd xd                            (10)
  상기의 각 이득값은 시행착오를 거쳐 한 값

(Kpd=9.0, Kxd  , ks=0.05, Kxd=4.9)을 

선택하며, 최종 인 기 치 xd의 선정은  세항

목의 합으로 식 (11)과 같이 결정된다.

xd xd xd xd                          (11)

3.1.2 PV 제어기 이득 산정

  제어기를 설계하기 해 폐루  달함수를 

이 없는 일반 인 2차 지연 시스템으로 다음과 같

이 고려한다.

Ts s  n s n
n

                        (12)

  PV 제어기를 설계하기 해 두가지 요소를 고려

하는데 하나는 치오차에 한 비례이득(Kp)과 

다른 하나는 차 재 치의 미분값인 속도에 

한 비례이득(Kv)이며 PV 제어기 출력은 식 (13)

과 같이 나타낼 수 있다.

u KpxdxcKv xc (13)

  PV 제어기의 이득을 구하기 해 식 (7)과 식 

(13)을 이용하여 식 (12)와 같은 형태의 폐루  

달함수를 구하면 다음과 같다. 

xds
xcs

As B sC
C

                    (14)

여기서 ARmMcrmp RmKgJm ,
       B KgKtKm KgKtKvrmpBeqRm rmp ,      

       CKtKgKp rmp 이다.

  그러면 서로 등가인 식 (12)와 식 (14)를 서로 

비교하여 n과 에 해 정리하고, Kp와 Kv를 구
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Nonlinear model of 
SESIP system

Mode-switching
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ry
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1K̂

)( yxc =

cx&

xd Kp

Kv

u1

ik̂− u2

PI-type state-feedback controller

PV controller

Ref. 
position

x

Figure 4: Block diagram of SESIP control system

하면 다음과 같으며 Figure 4의 PV 제어기로 표

시하 다.

Kp rmp Kg Kt
n Rm Mc rmp  Kg Jm 

                  (15)

Kv rmp KgKt
n RmMcrmp  n Rm Kg Jm

rmp KgKt
 Kg KtKm  BeqRm rmp

          (16)

여기서 


ln
PO 





ln
PO 

,  n tp


 이다.

3.2 PI형 상태피드백 제어기(안정화 제어기)

  상태피드백 제어기는 계단상의 외란과 잡음이 존

재하는 환경에서도 안정한 제어가 되도록 오차 보

상기를 이용한 PI형 상태피드백 형태를 용한다. 

이 제어기는 이 의 연구[6,7]에서 종종 사용되었

던 형태로서 제어기 출력을 나타내면 다음과 같고, 

Figure 4의 PI형 상태피드백 제어기로 표 할 수 

있다.

u  Kxki yr ydt (17)

3.3 스 칭 조건

  스윙업 제어와 안정화 제어의 상호 스 칭은 진자

의 정한 도립 치와 각속도 등을 고려해야 한다.

  우선 스윙업 제어를 용하여  f가 ± 180° 부근

에 근했을 때 안정화 제어로 환해 주어야 하는

데 이 때 다음과 같은 조건을 고려하 다.

  가. 진자 각도 u는 ± 15° 이내에 있어야 한다.

  나. 실제 실험 상황을 고려하여 차가 제어시작

(트랙 앙)에서 ± 20cm 이내에 있어야 한다.

  다. 진자 각속도 u는 150 deg/s를 넘지 않아야 

한다.

  다음으로 안정화 제어에서 스윙업 제어로 환될 

경우를 고려한다. 안정화 제어  진자에 큰 외란

이 발생한다면 진자는 넘어지게 되고, 이때는 곧바

로 스윙업 제어로 환되어 다시 진자를 도립시킬 

수 있어야 한다. 즉, 진자 각도 공차가 무 크거나 

차가 무 멀리 있거나 진자의 움직임 속도가 

무 빠르다면 시스템은 스윙업 제어로 환된다.

4. 시뮬 이션  검토
4.1 스윙업 제어기의 이득

  우선 스윙업 제어 상의 달함수를 구하기 해 

식 (7)에 Quanser사에서 제공하는 IP02장치의 

계수들을 사용하여 다음을 얻을 수 있다[8]. 
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Gs  s   s


              (18)

  다음으로 퍼센트 오버슈트 PO와 최 상승시간 

tp는 각각 5%와 0.2sec로 선정한다. 식 (15)와 식 

(16)에 PO와 tp  각 라미터를 입하여 제어

기 이득 Kp, Kv를 구하면 다음과 같다.

Kp  Vm (19a)

Kv  V∙sm                      (19b)

4.2 안정화 제어기 이득

  SESIP 시스템에서 진자가 도립된 상태에서 이

를 안정시키기 한 PI형의 상태피드백 제어기를 

설계하기 한 선형모델은 2.3 의 모델에 

Quanser사
[8]에서 제공하는 IP02장치의 계수를 

사용하여 다음과 같이 나타낼 수 있다.

x










   
   
   
   

x
















u

y      x

 

(20)

식 (20)의 선형모델을 안정화 시키기 하여 PI형

의 상태피드백 제어기를 구한다. 양의 반한정 행렬 

Q와 양의 하 계수 R을 시행착오 으로 식 (21)

과 같이 선정하 다. 

Q  diag      R  (21)

이로부터 피드백 이득행렬 K를 산정하면 식 (22)

와 같은 결과를 얻을 수 있다.

K        
(22)

4.3 제어시스템의 응답특성

  최종 으로 제어기의 유효성을 확인하기 해 

2.1 에 언 된 비선형 SESIP 시스템에 설계된 

제어기를 용 하며, 시뮬 이션은 MATLAB 7.0

버 의 m-file로 로그래  하 으며 샘 링 시

간은 0.01[s]이다.
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Figure 5: Responses of swing-up and stabilization 
with disturbance about angle and cart position to a 
square wave(Dist.: 5[deg] at 7.0[s], square wave of 
amplitude: 50[mm] from 10.0[s] to 19.0[s])

  Figure 5는 진자의 스윙업과 안정화 제어 동안 

xc와  f의 시뮬 이션 결과를 보여 다. 처음 진자

가 펜던트(Pendant) 치에서 차의 진동

(Oscillation)에 의해 스윙업 되기 시작한다. 

4.54 까지 PV 제어기에 의해 진자가 스윙업 되

어 도립되며 이후 PI형 상태피드백 제어기에 의해 

진자가 안정된다. 안정화된 상태인 7.0[s]에서 각

도( f)에 +5°의 외란을 인가한 경우에도 차와 

진자 모두 잘 안정화 되고 있다. 10.0[s]에서 

19.0[s]까지 0.33[Hz] 50[mm]크기의 구형  입

력을 가했을 경우에 안정된 제어성능과 추종성능을 

보이고 있음을 확인할 수 있다. 

  Figure 6은 진자가 펜던트 치에서 도립된 후 

각도( f)에 해 과도한 외란이 가해졌을 경우 제

어성능을 확인하기 해 10.0[s]에 -50°의 외란을 

가하 다. 제어기는 상태피드백 제어기에서 PV 제

어기로 환되어 차의 진동에 의해 진자가 처음 
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도립된 방향과 반  방향으로 재도립되어 14.33

에 완 히 상태피드백 제어기에 의한 안정화 제어

로 변환되어 안정된 제어성능을 보이고 있는 것을 

알 수 있다. 

  제어입력은 실제입력 압을 고려하여 ± 13[V]

로 제한하 다.
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Figure 6: Responses of swing-up and stabilization 
with disturbance about angle(Dist.: -50[deg] at 
10.0[s])

5. 결  론
  본 논문에서는 SESIP 시스템의 비선형 운동방

정식을 도출하고, PV 제어기를 이용한 스윙업 제

어와 PI형 상태피드백 제어기를 이용한 안정화 제

어를 비선형 운동방정식에 용하여 진자가 정지상

태에서 도립상태로 되어 안정화되는 제어시스템을 

제안하 다.

  PV 제어기가 차를 진동시켜 진자는 자연 인 

펜던트 상태에서 도립되며, 상태피드백 제어기에 

의해 도립된 진자의 균형을 유지하는 것을 시뮬

이션을 통해 확인하 다. 이때 차의 추종성능도 

함께 확인하 으며, 진자 각도( f)에 한 과도한 

외란에 해서도 양호한 제어성능을 보이는 것을 

확인하 다.

  제안한 기법은 시뮬 이션을 통해 정상상태와 외

란이 주어지는 경우에도 진자가 하게 제어되는 

것을 확인하 다.
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