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ABSTRACT

In this study, new medial surface calculation methods using Voronoi diagrams are investigated for 
the point samples extracted on closed surface models. The medial surface is defined by the closure of 
all points having more than one closest point on the shape boundary. It is a one of essential geometric 
information in 3D and can be used in many areas such as 3D shape analysis, dimension reduction, free
form shape deformation, ima응e processing, computer vision, FEM analysis, etc. In industrial parts, the 
idealized solid parts and shell shapes including sharp edges and vertices are frequently used. Other 
medial surface extraction methods using Voronoi diagram have inherent separation and branch prob
lems, so that they are not appropriate to the sharp edged objects and have difficulties to be applied to 
industrial parts. In addition, the branched surfaces on sharp edges in shell shapes should be eliminated 
to obtain representative medi시 shapes. In order to avoid separation and branch problems, the new 
approach by analyzing the shapes and specially sampling on surfaces has been developed.
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1.서 론

중립곡면(Medial surfece) 또는 중립축(Medial 
axis)은 Fig. 1 에서 보여주는 바와 같이 3차원 또는 2 
차원 형상에 있어서 일종의 뼈대와 같은 형상의 중심 

을 의미한다. 일반적인 3차원 상에 존재하는 위상학 

적 폐곡면의 경우 중립축은 내부 및 외부에 존재하게 

되는데 일반적으로 많은 응용분야에서는 3차원 형상 

내부에 해당되는 중립축이 주요 관심 대상이라 할 수 

있다. 이와 같은 중립곡면(Medial surface) 또는 중립 

축(Medial axis)의 경우 복잡한 형상을 간략화하여 위 

상학적 차원 감소를 통한 형상 분석의 도구로 응용할 

수 있을 뿐만 아니라 공학적 용도로 형상 매칭, FEM 
해석용 메쉬 생성, 곡면 모델의 변형, 이미지 분석 등 

여러 분야에 응용할 수 있어 과거 많은 연구자들에 의 

해 중립곡면 추출을 위한 다양한 기법들이 연구되어 

왔다 闷.

Fig. 1. Medial axis in 3D.

기존 중립곡면을 계산하기 위한 연구들을 살펴보면 

크게 해석적 방법과 근사화 방법으로 나눌 수 있다. 

과거 해석적 방법의 경우 고차원의 식이 필요할 뿐 아 

니라 조그만 형상변화에 대해 매우 민감하며 계산 가 

능한 형상이 제한되어 있고, 복잡한 형상의 경우 많은 

계산 시간을 필요로 한다. 따라서 근사화된 중립곡면 
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을 계산하는 방법으로 최근 Vbronoi 다이어그램 

(diagram)을 통한 중립 곡면 추출에 관한 연구가 많이 

수행되어 왔는데 대표적 관련 연구를 간단히 정리하 

면 다음과 같다3刘.

Brandt와 Algazi。는 형상의 경계곡선으로부터 추출 

된 점데이터가 무한대로 증가된다면 이러한 점들로부 

터 계산된 Vbronoi 꼭지점 (vertex)들이 중립곡면에 근 

사됨을 보였다. Amenta et 은 이러한 성질이 

3차원에서는 적용되지 않음을 보이며 폴(pole)의 개념 

을 소개하였고 두 번의 Voronoi 계산을 통한 중립곡 

면 추출 방법을 제안하였다. 하지만 이러한 경우 계산 

량이 두배로 늘어나며 , 잘못된 중립곡면 추출도 발생 

하게 된다. 또 다른 연구로 Attain Montanvert^i는 

곡면 내부에 존재하는 Xbronoi 면(facet), 모서리 

(edge) 및 꼭지점(vertex)을 계산하고, 각도 및 길이 

조건을 기본으로 하여 해당 요소만을 추출하는 중립 

곡면 근사화 방법을 제안하였다. 대부분의 형상에 대 

해 올바른 결과를 보이지 만 모델 크기에 따라 결과가 

바뀌며 점데이터의 밀도에 매우 민감한 단점을 가지 

고 있다. 이러한 문제점을 극복하기 위해 Dey와 

Zhao卩는 각도 및 길이 비율 조건을 통한 모델 크기에 

독립적인 방법을 제안하였다. 하지만 이 모든 방법들 

은 Vbronoi 계산법을 통한 근사화 방법으로 날카로운 

볼록 (convex) 모서리 또는 비오목 (non-concave) 꼭지 

점 등이 존재한 경우, 그 부분에 대한 완벽한 중립곡 

면의 계산은 불가능하며, 이를 보완하기 위해 Dey et 
说風은 특정 샘플링 패턴을 통해 날카로운 에지를 연 

결할 수 있는 중립곡면을 추출할 수 있는 알고리즘을 

개발하였으나 이 역시 셸과 같이 얇은 두께로 이루어 

진 형상을 대표적하는 중립면을 추출할 경우에는 적 

합하지 못하다.

2. 주요용어 고찰 및 문제점

2.1 중립 곡면(Medial surface) 및 중립 축(Medial 
axis)의 정의

바운더리 (boundary)가 모두 연결된 루프(loop), 즉 

경계가 없는 폐곡면으로 이루어진 곡면 S u R3가 존 

재하고 이로부터 추출된 무한의 점데이터들의 집합을 

P라 할 때 적어도 두 점 이상을 접하게 되는 볼(脳11) 

B雇 생각할 수 있다. 이때 볼 Bm을 미디얼(medial) 
이라고 정의하며, 이러한 모든 미디얼 볼(medial ball) 
의 중심 <晶들의 집합을 S의 중립 곡면 또는 중립축 

〃이라고 정의한다. 위상학적으로 D 차원인 경우 CM 
의 집합은 (£>-1) 차원의 최소 요소(simplex)들로 연결 

되어 위상학적 차원의 감소가 이루어지게 되는데 2차 

원의 경우 1차원 위상 형태로 간략화된 중립축 

(Medial axis)으로, 3차원의 경우 2차원 곡면에 해당되 

는 중립 곡면(Medial surfkce)^ 얻어지게 된다. 또 

한 폐곡면으로 이루어진 형상이 존재할 때 폐곡면 S 
상의 각 점 p에 대해서는 외부와 내부의 두 경계에 

대한 미디얼 볼이 생성될 수 있다. 본 연구에서는 곡 

면 S 외부에 존재하는 중립곡면을 배제하고 내부에 

존재하는 중립곡면만을 고려하였고 일반적인 형상과 

셀 형상에 대한 중립곡면 추출 방법을 개발하였으며 

이를 위하여 Vbronoi 다이어그램 계산 방법을 이용하 

였다.

Fig. 2. Medial axis in 2D.

2.2 국부 형상 크기와 E-샘플링(£-sampling)
앞서 설명한 미디얼 볼의 센터 成과 P 간의 거리 

를 국부 형상 크기(local feature size) /(x)라 정의하 

고 닫힌 곡면, 즉 폐곡면에서의 경우 형상변화가 적은 

곳에서는 fix) 값이 크게 되고, 형상 변화가 큰 경우 

에서는/&) 값이 작게 되어 형상에 대한 변화를 반영 

한다 할 수 있다. 따라서 곡면으로부터 형상을 대표할 

수 있는 점들을 추출할 경우 형상 변화에 맞추어 형상 

변화가 완만한 곳에서는 점의 밀도가 작게, 형상변화 

가 큰 곳에서는 점의 밀도를 크게 추출해야 한다. 이 

를 점데이터 샘플링 조건이라 할 수 있는데 점데이터 

샘플링을 위해서는 형상 변화에 대한 정보를 반영하 

기 위해서 국부형상크기 /"(X)를 고려할 수 있다. 일반 

적으로 점 p와 이웃하는 임의 점 ”를 결정하기 위해 

서는 矿(X)값보다 작은 거리에 있는 점 卩를 선택하 

게 된다. 이를 E-sampling 조건이라 한다可.

2.3 Voronoi 다이어그램과 엄브렐라 (Umbrella)
Vbronoi 다이어그램(diagram)은 유한한 점데이터군 

(point set) F가 주어졌을 때 점 p e F에서 다른 점 
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들보다 가까운 영역 경계를 표현하는 기법으로 다음 

식 (2.1)로 요약될 수 있다.

Vp = 께 M|g-쎄, VgeP} (2.1)

곡면 S에 존재하는 점들이 매우 조밀하게 존재한다 

면 Voronoi 다이어그램 匕를 계산했을 때 이와 dual 
관계에 있는 Delaunay 삼각형 망(triangulation)은 Dp 
로 정의도］고, (久를 구성하는 각 Vbronoi 셀(cell)은 

Fig. 3(a)와 같이 일정 방향으로 긴 형태로 이루어지게 

된다. 이때 점 F로부터 해당되는 셀에 포함되는 가장 

먼 \bronoi 꼭지점 产를 폴(pole)이라 정의하며, F와 

P" 가 이루는 벡터 %(v广를 폴 벡터 (pole 

vector)라 정의한다. 이 폴 벡터는 형상 표현을 위해 

중분한 점들로부터 이루어진 경우 즉, s-sampling 조 

건(보통 £幺0.4尸에 만족할 때 폴 벡터는 곡면의 노 

말 ”，에 근사한다고 할 수 있다相.

또한 폴의 정의를 이용하여 점 F에 대한 곡면의 접 

선 면과 교차되는 Vbronoi 모서리를 구할 수 있고 각 

Wonoi 모서리에 해당되는 Delaunay 삼각형면들을 

추출하면 Fig. 3(b)와 같은 점 /1를 접하는 폴리곤 면 

들을 얻을 수 있는데 이를 엄브렐라(umbrella) 耳라 

정의한다. 최근 Vbronoi 다이어그램으로부터 출발한 

중립곡면 계산 방법들이 여러 연구자들에 의해 제안 

되었는데 Voronoi 다이 어그램 특성상 다음과 같은 문 

제를 안고 있다.

Fig. 3. Pole vector, vp and Umbrella,

모서리나 꼭지점 부분을 관통히는 에지나 면을 포함 

하고 있지 않기 때문에 완벽한 중립곡면을 추출하는 

것에 한계가 따른다* 〕. Fig. 4는 일정 각도로 이루어 

진 두 선분이 만나는 형상에 대해 Wonoi 다이어그 

램으로 부터 추출된 중립축 예을 보여주고 있으며 , 이 

때 중립축 끝단에서 두 선분이 만나는 꼭지점을 지나 

지 않고 그 앞에서 멈추게 됨을 볼 수 있다. 이는 꼭 

지점을 기준으로 영역이 분활되면서 발생되는 비연결 

성 문제 (Seperation problem)로 완벽한 중립축이 이루 

기 위해서는 추가적인 작업이 필요하다.

일반적인 솔리드 형상의 경우에는 모서리(edge)와 

꼭지점(vertex)을 강제적으로 연결함으로써 위와 같은 

비연결성 문제를 해결할 수 있게 도］나 셸 형싱의 경우 

전체 형상을 대표하는 중립면을 추출하기 위해서는 

비연결성 문제 외 또 다른 갈라짐 문제 (branching 
problem)를 해결해야 한다. 특히 유한요소 모델과 같 

이 라운드(fillet) 처리가 되지 않은 모서리 인근에서는 

하나의 모서리와 공유한 양쪽 면들을 모두 반영하기 

위해 항상 발생된다고 볼 수 있다. Fig. 5는 셸 형상 

에 있어서 앞서 언급한 비연결성 문제(seperation 

problem)와 갈라짐 문제 (branching problem)가 발생된 

예를 보여주고 있다. 본 연구에서는 이러한 문제점을 

해결하고자 3차원 입력 모델로부터 형상 정보를 먼저 

분석하고 이를 이용하여 올바른 중립곡면을 추출히는 

절차를 개발하였다.

2.4 기존 Voronoi 다이어그램을 이용한 방법의 문 

제점

統)ronoi 다이어그램을 이용한 중립곡면 추출 방법 

은 결국 Voronoi 면 또는 에지들 중 중립곡면에 해당 

되는 엔터티들만을 추출하게 되는데 부드러운 곡면, 

즉 C 연속성을 만족흐}는 곡면들로 이루어진 경우에 

는 문제가 없으나 모델에 C0 연속성만 유지하는 모서 

리나 꼭지점이 존재하는 경우 Voronoi 다이어그램은

facet missing Separated from edges

Fig. 5. Medial axis of shell shapes in 3D.
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3. 셸 형상의 중립곡면 추출

3.1 알고리즘 Overview
CAE 해석, 시뮬레이션 등에 있어서 모델을 단순화 

시키기 위해서 필렛 등의 형상(feature)들을 제거하 

고, 두께가 얇은 셸 형상의 경우 중립곡면을 추출하여 

사용하고자 하는 경우가 종종 발생한다. 임의의 솔리 

드 형상에 대한 중립곡면 추출 방법과 달리 셸의 경우 

두께가 얇은 구조물이기 때문에 날카로운 모서리 영 

역에서의 중립곡면 보다 전체적인 형상을 대표할 수 

있는 중립곡면이 필요하기 때문에 또 다른 방법으로 

의 접근이 필요하다. 따라서 셸 형상을 위해 기존 방 

법을 수정한 추가적인 방법이 개발되었다. 셸 형상이 

란 두께가 얇은 모델을 의미하게 되는데 일반적 솔리 

드 형상을 가정하고 알고리즘을 적용한 경우 Fig. 
6(a)와 같은 결과가 얻어지게 된다. 하지만 셸 형상의 

경우 중립곡면은 Fig. 6(b)와 같이 두께에 해당되는 

사이드 면들을 관통하는 형태로 추출할 필요가 있는 

데 이를 위해 추가적인 필터링 조건을 적용하여 수정 

되어야 한다.

(a) Exact MS (b) Modified MS for shells 

Fig. 6. Medial surface(MS) for shell shapes.

셸 형상에 대한 중립곡면 추출을 위한 전체적인 절 

차를 간단히 살펴보면 Fig. 7과 같이 요약할 수 있다. 

먼저 3차원 셸 모델을 입력으로 하여 앞의 2장에서 

설명한 방법으로의 형상정보를 분석한다. 이때 두께 

에 대한 정보도 추가적으로 분석되며, 두께를 형성하

Mod바;

Voronoi Diagram 

Calcuiation 

는 면에 해당하는 영역을 사이드 영역(side region)으 

로 정의하고 확장한 후 점데이터 샘플링 및 필터링을 

통하여 날카로운 모서리 및 꼭지점을 포함한 초기 중 

립곡면이 추출되고 추가적인 필터링 작업을 거치게 

됨으로써 최종 셸 형상에 맞은 중립곡면을 추출하는 

절차를 거친다.

3.2 사이드면의 옵세팅

일반적인 3차원 형상만을 고려할 때 일정각도를 갖 

는 부드럽지 않은(non-smooth edges)에 있어서는 전 

체적인 형상을 대표하는 중립곡면으로부터 각각의 모 

서리 방향으로 향하는 중립곡면으로 나뉘어지는 브랜 

칭 현상이 일어난다. 하지만 FEM해석, 형상변형 등의 

응용분야를 고려할 때 셸 형상의 경우 중립곡면은 모 

든 모서리를 고려하는 것보다는 Fig. 6(b)과 같이 

CAT(Cordal axis transformation)#- 통해 얻어지는 결 

과처럼 전체적인 형상을 대표하는 형태로 구성하고, 

솔리드 두께에 해당되는 사이드 면(side fhce)에 접하 

도록 수정된 중립곡면을 구성하는 것이 바람직하다 

할 수 있다叫 따라서 수정된 셸 형상을 위한 중립곡 

면을 얻기 위해서는 가장 먼저 Fig. 8(a)와 같이 사이 

드 면에 해당되는 영역에 대해 옵셋을 주어 입력모델 

을 재구성하도록 하였다〔叫. 사이드 면들은 면들의 면 

적 또는 모서리 길이 계산을 통해 인식할 수 있으며 

모델이 복잡하지 않은 경우 사용자가 지정하여 면들 

을 구분한다. Fig. 8(b)는 사이드 면에 대한 옵셋을 

수행하는 내용을 보여주고 있으며 이때 옵셋 크기는 

중립곡면이 갈라지는 위치를 고려해 미디얼 볼의 센 

터 Cm의 위치가 사이드 면상이나 외부에 존재하도록 

미디얼 볼의 반지름 값 R 보다 동일하거나 큰 값으로

(a) Regional offset in 3D

Off-setting Side：
⑴ region

Initial Medial Surface 

Extraction

F 은 atur은 analysis: Filtering

F^int Sampling Final Medial Surface

Fig. 8. Region offset for enlarging medial surfaces.Fig. 7. Overall process of the proposed algorithm.
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옵세팅을 수행한다. 이때 R 값은 셸 두께 크기의 반 

인 t/2 값과 동일하다.

3.3 형상분석 및 점데이 터 샘플링

3차원 곡면 S상의 임의로 샘플링된 점데이터군 P로 

부터 \bronoi 다이어그램을 계산하면 Voronoi 면 

(facet)!- 이루고 있는 모서리를 통과하지 않게 되며 

샘플링 비율에 따라 중립곡면 품질이 달라지게 된다. 

전체적인 셸 형상만을 추출하기 위해서는 먼저 옵세 

팅된 형상에 대해 모서리 등을 모두 고려한 중립곡면 

을 추출하고 이후 수정 절차를 수행하도록 하였다. 모 

서리와 꼭지점 등을 고려한 중립곡면 추출을 위해 주 

어진 3차원 형상에 대해 분석하여 볼록(Convex)/오목 

(Concave) 모서리, 꼭지점, 내부곡면들을 자동으로 구 

분하고 각각의 경우에 맞는 형태로 점데이터를 추출 

하기 위해서 다음과 같은 절차가 수행된다.

3.3.1 입력 모델의 형상분석

먼저 입력된 솔리드 모델로부터 중립곡면 계산에 

적합한 점데이터를 샘플링하기 위해서는 볼록/오목 모 

서리, 꼭지점, 내부 곡면들을 자동 분석이 필요하며 아 

래와 같은 절차로 엔터티 정보를 추출한다.

Step 1. 입력된 모델로 부터의 모서리, 꼭지점, 면들 

을 주줄함.

Step 2. 모서리들 중 인접한 곡면의 G1 연속성으로 

인해 발생하는 C1 연속성 모서리를 의미없 

는 모서리로 구분하여 리스트에 저장함.

Step 3. 유효한 모서리들의 형태 분석

(Concave/Convex 타입)

Step 4. 추출된 꼭지점의 형태 구분 

(Concave/non-concave 타입 )

Fig. 9. Feature recognition for point sampling.

c 연속성을 갖는 모서리 여부를 판단하기 위해서 

는 해당 모서리를 공유하고 있는 두 곡면을 추출하 

고, 이들 곡면과 모서리의 일정 간격 법선 평면들과의 

교차 곡선을 추출한 후 각 매칭되는 교차 곡선들간의 

연속성을 판별하여 C 연속성 모서리 여부를 결정한 

다. 또한 유효한 모서리들에 대한 볼록 모서리와 오목 

모서리의 구분은 (3.1) 식으로 판별 가능하다.

NxNb)・Eab = C (3.1)

if C > 0,1魅는 볼록한 형 태 (Convex type)
C < 0, 喝는 오목한 형 태 (Concave type)

(a) Convex edge (b) Concave edge

Fig. 10. Distinguishing Convex/concave edges.

3.3.2 내부면에 대한점데이터 추출

경계 모서리와 접하지 않은 내부 면에 대해서는 

Fig. 11과 같이 8-샘플링 조건에 맞는 임의의 점들을 

추출한다.

내부 점의 샘플링을 위해서는 기본적으로 해당 

NURB 곡면식에서의 u-v 파라미터 값을 조절하면서 

해당 파라미터 위치에 점데이터를 추출하게 된다. 이

(a) Point samples on each inner face

Extended shape

(b) Cross-sectional view of Point samples

Fig. 11. Inner point sampling for shell shapes. 
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때 두가지 조건을 설정 하여 이를 충족시키도록 점 데 

이터를 추출하도록 하는데, 첫 번째는 옵세팅 되어 

생성된 형상의 모서리로부터 거리 厶 이상 멀리 떨어 

진 범위 내에서 점데이터가 생성되도록 하고, 두 번째 

는 해당 면상에 초기 모서리가 존재하는 경우 생성될 

Delaunay 삼각형망을 고려하여 중립곡면에 해당되는 

Vbronoi 면(fhcet)의 경계가 초기 모델의 사이드 면에 

맞닿게 될 수 있도록 Fig. 11(b)에서 보여진 것과 같 

이 초기 모서리로부터 양쪽 방향으로 LmLb 거리내에 

는 점데이터를 생성하지 않도록 하고, 이 후에 해당 

곡면상에 존재하는 초기 모서리를 Lm Lb 만큼 옵세 

팅한 후 생성되는 커브로부터 점데이터를 추출 및 추 

가하여 최종 내부영역에 대한 점데이터를 구성하게 

된다.

3.3.3 볼록 모서리영역에서의 점데이터 추출

날카로운 모서리 영역에서는 Vbronoi 중립면과 모 

서리 간의 연결성을 강제적으로 확보하기 위해 다음 

과 같은 점데이터 샘플링 방법을 적용하였다. Fig. 12 
와 같이 두 면 万과刃에 접한 볼록 모서리, e가 존재 

할 때 먼저 e 상에 일정 거리를 유지한 충분히 조밀 

한 점들을 주줄하고, 이 점들을 중심으로 e와 수직면 

상에 있고 일정거리에 있는 두 점들을 추출한다. 즉, 

세 점을 S, & S이라고 할 경우 식 (3.2)을 만족하며 

하나의 triplet을 이루게 되고 꼭지점으로부터 임의의 

Lj 보다 큰 거리를 유지한다.

||岛一에 = 卩厂에 (3.2)

이렇게 구성된 triplet이 가장 작은 간격으로 이루어 

져 있다면 이 세 점으로 구성되는 외접원(circumcircle) 
내부에는 어떠한 점도 존재하지 않게 되어 Delaunay 
삼각형망에 속하게 되며 SS로 이루어진 선분들은 

Delaunay 모서리에 속하게 된다. 따라서 SS과 듀얼 

(dual) 관계에 있는 %ronoi 면의 경우 중립곡면에 속 

한다 할 수 있다.

3.3.4 비오목 꼭지점 영역에서 점데이 터 추출

본 연구에서는 오목 모서리와 접하지 않은 꼭지점 

을 비오목(non-concave) 꼭지점이라 정의하였고, 이 

꼭지점의 경우 모든 모서리들의 중립곡면과 연결되게 

된다. 따라서 이러한 영역에 대해서도 중립곡면 추출 

을 위해 일정 규칙을 가지고 점데이터 샘플링이 수행 

되는데 Fig. 13과 같은 모서리의 경우 볼록 모서리와 

같은 규칙으로 샘플링이 수행되고, 꼭지점을 중심으 

로 반지름 R을 갖는 구와 각 삼각형면들 간의 교차되 

는 원호 위에 chordal deviation 조건에 맞는 형태로 

점데이터를 추출한다.

Fig. 13. Point sampling in non-concave vertex area.

3.4 Voronoi 다이어그램을 통한 초기 중립곡면 계산

3.4.1 중립곡면 추출을 위한 Vbronoi 면 필터링

임의의 곡면을 대표하는 점데이터가 존재할 때 그 

곡면 형상에 대한 중립곡면은 점데이터로부터 계산된 

Vbronoi 다이어그램의 면(fhcet) 일부에 해당되게 되며 

각 Delaunay 면과 dual에 해당되는 Delaunay 모서리 

의 길이, 각도, 면적의 비율 등을 고려하여 추출할 수 

있다. 따라서 본 연구에서는 과거 Dey와 ZhaoS가 제 

안한 각도 조건식 (angle condition) 및 비율 조건식 

(ratio condition)을 수정하여 적용하였다. Dey와 Zhao 
의 경우 곡면으로부터 많이 기울어진 또는 길이가 상 

대적으로 긴 Delaunay 모서리와 dual관계에 있는 

Vbronoi f初cet이 중립곡면에 근접 된다는 점을 착안하 

여 각도 조건식과 비율 조건식을 제안하였다. 하지만 

Fig. 12. Point sampling in convex edge area.
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이는 기존 3차원 공간상의 점데이터로부터의 폴(pole) 
을 계산하여 수행되게 되나 본 연구의 경우에는 이미 

3차원 폐곡면이 존재하므로 점데이터 샘플링시 곡면 

의 법선(normal) 정보를 활용하여 아래와 같은 필터링 

조건을 설정하여 해당되는 Wonoi 면(困ets)을 추출 

할 수 있다(Fig. 14).

1. 각도 조건(Angle condition]。]):

饥＞。 (3-3)

여기서, "= 점데이터의 법선벡터

切= 점 p,q를 연결하는 Delaunay 모서리 벡터

2. 비율 조건(Ratio condition[p]):

min。吋뻘왜〉p (3.4)

여기서, 0 = 점 “의 엄브렐라(umbrella) 
s = 엄브렐러, % 내의 삼각형 

处= 삼각형。의 외접원

3.4.2 볼록 모서리에서의 중립곡면

위에 기술된 두 조건만 사용한 경우 부드러운 곡면 

으로 이루어진 형상에 대한 중립곡면의 추출은 볼록 

모서리 부근에 대해서는 Fig. 15(a)와 같이 모서리와 

연결되지 않고 그 앞에서 멈추게 된다. 이러한 모서리 

영역에서는 앞서 triplet 형태로 샘플링된 점 S, S 
로 구성된 Delaunay 삼각형면이 생성되며 이 삼각형 

과 dual 관계에 있는 Voronoi 모서리가 존재하게 된 

다. 따라서, Voronoi 모서리의 양 끝점을 vb 巧라 했 

을 때 이 두 점과 볼록 모서리 e 상에 존재하는 s 점 

과 이루어진 삼각형을 추가하여 중립곡면과 연결할 

수 있다. 이러한 삼각형들을 반복적으로 찾아내어 연 

결하면 지그 재그한 형태로 면들이 추가되는데, 이 면 

들 사이의 빈 공간을 꼭지점부분을 제외한 부분에서 

메우면 Fig. 15(b)와 같이 볼록 모서리를 접하는 중립 

곡면을 얻을 수 있다.

(a) MS around edges (b) Extension of MS

Fig. 15. MS extension in convex edge area.

3.4.3 비오목 꼭지점에서의 중립곡면

비오목 꼭지점 영역은 보통 여러 중립곡면들이 만 

나게 되며 꼭지점 “을 관통하게 된다. 하지만 앞 장에 

서 설명한 두 중립곡면 추출 조건과 볼록 모서리부분 

에 대한 중립곡면 생성 알고리즘을 적용할 경우 Fig. 
16(a)와 같이 꼭지점 p와 연결되지 않게 되는데 이러 

한 문제는 다음과 같은 알고리즘으로 해결될 수 있 

다. 먼저 꼭지점 p에 해당되는 Vbronoi 셀 匕를 추출 

하고, I；에 속한 임의의 Varonoi 모서리 的-%가 중립 

곡면으로 선택된 Vbronoi 면에 포함되는지 체크한다. 

만약 속하게 된다면 꼭지점 p와 연결된 삼각형 p- 

旳-毋를 중립곡면에 주가한다. 이 과정을 반복적으로 

수행하면 Fig. 16(b)와 같이 비오목 꼭지점 부분에서 

도 완벽한 중립곡면을 재구성할 수 있다.

(a) MS around corners (b) MS extension

Fig. 16. MS extension in non-concave corner area.

3.5필터링을통한 중립곡면 완성

셸 형상의 시-이드 영역을 확장하여 생성한 중립곡 

면의 경우 확장된 형상에 대해 모서리 및 꼭지점을 모

(c) Final medial axis(b) Filtering

Fig. 17. Filtering initial medial axis in 2D. 
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두 연결한 완벽한 형태의 초기 중립곡면이 얻어지게 

된다. 따라서 셸 형상에 알맞은 중립곡면으로의 변환 

을 위해서는 초기 모델의 내부에 해당되는 중립곡면 

을 추출하고 볼록 모서리와 연결된 일부 면들을 제거 

함으로써 전체 셸을 대표하는 중립곡면을 추출할 수 

있게 되는데 이를 위해서 Fig. 17과 같은 필터 링 조건 

을 설정하여 적용하게 되며 그 내용은 아래와 같다.

Step 1. 초기 중립곡면의 각 면들(facet) 중 셸 형상 

의 내부에 존재된 면(fascet)들만을 추출함.

초기 중립곡면의 경우 사이드 영역에 대해 확장된 

형태에서 조건에 따른 점데이터 샘플링 단계를 거쳐 

중립곡면에 해당되는 Varonoi 면들만을 추출하여 얻 

어지게 되는데 이는 주어진 형상을 옵셋 영역만큼 확 

장한 중립곡면에 해당된다. 따라서 초기 모델과 얻어 

진 중립곡면을 비교하여 초기 모델의 내부에 존재하 

는 면들이 원하는 최종 중립곡면이라 할 수 있다. 따 

라서 3차원 모델과 얻어진 초기 중립곡면을 비교하는 

과정을 거쳐 내부와 외부를 판단하여 내부에 해당되 

는 면들(fhcets)만을 저장한다. 즉, 초기 모델의 내부영 

역 과 초기 중립곡면 丄의 교집합에 해당되 

는 면들이 최종 중립곡면 대상이 되며, 앞서 설명된 

샘플링 조건에 의해 생성된 중립면 집합의 경우, 솔리 

드 면과 접하게 (Contact) 되는 부분에 보로노이 모서 

리가 존재하게 되므로 내외부 영역의 구분으로 중립 

곡면 분리가 가능하다.

Mcandidate ~ ^intenal C ^intenal) (3.5)

Step 2. 모서리 또는 꼭지점과 연결된 면들의 제거

앞 단계에서 구성한 중립곡면의 후보 면(candidate 
facets)의 경우 초기 형상보다 확장된 영역에서의 갈라 

짐 문제 (branching problem)는 해결될 수 있으나 초 

기 형상의 내부의 볼록 모서리에서의 갈라짐 문제는 

해결될 수 없다• 따라서 추가적으로 형상 내부에서 발 

생한 갈라진 면(branching fhcets)들을 제거해야 하는 

데 이를 제거하기 위해서는 볼록 모서리 및 꼭지점들 

과 연결된 Voronoi 면들을 이미 알고 있기 때문에 이 

들을 초기치 (seed)로 하여 이와 일정각도 이하로 연결 

된 면을 검색하여 제거한다. Fig. 16은 확장된 형상에 

서의 Delaunay 삼각형 망과 Vbronoi 면들이 구성된 후 

에 이러한 필터링 조건이 적용된 예를 보여주고 있으 

며, 확장된 영역에서의 %ronoi 면들과 볼록 모서리 

및 꼭지점과 연결된 Vbronoi 면을 제거한 결과 최종 

중립곡면이 됨을 보여주고 있다.

4. 적용 예

앞서 설명한 알고리즘은 C++ 언어를 기본으로 구 

현되었으며, Vbronoi 및 Delaunay 계산을 위해 

CGAL^i을 사용하였고, 샘플링과 필터링을 위해서는 

Parasolid 커널을 이용하여 구현하였다. 가장 기초적인 

핀(fin) 형상에 대해 적용한 결과 Fig. 18(a)는 초기 

주어진 폐곡면을 보여주고 있고, Fig. 18(b)의 경우는 

이로부터 셸 형상에 대한 점데이터 추출 기법을 적용 

하여 얻어진 점데이터를 보여주고 있다. 이로부터 초 

기 중립곡면을 생성한 결과 Fig. 18(c)와 같이 날카로 

운 모서리를 통과하는 완벽한 초기 중립곡면이 추출 

됨을 볼 수 있으며, 초기 중립곡면에 대해 추가 필터 

링 조건을 적용한 결과 Fig. 18(d)에서와 같이 내부에 

해당 면들만 선택됨을 알 수 있다.(붉은색으로 표기) 

Fig. 18(e)의 경우 중립곡면만을 보여주고 있으며 Fig. 
18(f)의 경우 입력된 모델과 이로부터 최종 얻어진 중 

립곡면을 보여주고 있다.

(e) Filtering (f) Final medial surface

Fig. 18. Example of medial surface extraction for the fin 
shape.

다른 예제로 Fig. 19(a)와 같이 비대칭 형상의 예를 

들수 있는데 이러한 형상의 경우 기존 일반적인 방법 

인 패어링(pairing) 또는 옵세팅(oflfeetting) 방법에 의 

해서는 중립곡면을 생성하기 난해하다 할 수 있다. 본
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연구에서 개발된 방법을 적용한 경우 비대칭 형상에 

있어서도 보다 정확한 중립곡면 형상을 얻게 되며 

Fig. 19(f)와 같이 전체 형상을 반영한다고 할 수 있는 

중립곡면을 생성할 수 있다. Fig. 19(b)는 초기 형상으 

로부터 중립곡면 추출을 위해 사이드 영역에 대한 옵 

세팅하는 과정을 보여주고 있고, 이로부터 얻어진 추 

출된 점데이터는 Fig. 19(c)에서 보여주고 있다. Fig. 

19(d)는 이로부터 얻어진 초기 중립곡면이며, 이를 필 

터링 조건에 의해 해당 영역만을 추출한 결과 Fig. 

19⑴와 같은 결과를 얻을 수 있다. 본 예제를 통해 개 

발된 알고리즘은 비대칭의 형상에도 적용 가능함을 

확인할 수 있다.

Fig. 20. Examples for the 
sampling rates.

(e) Filtering (f) Final medial surface

Fig. 19. Example of medial surface extraction fbr the 
asymmetric part.

또 다른 예로 Fig. 20은 블록과 실린더 형상이 조 

합되어 있는 Tub형상에 대해 각각 다른 밀도의 점데 

이터 추출에 따라 얻어진 중립곡면 결과를 보여주고 

있다. Fig. 20(a)의 경우 초기모델로부터 13,747개의 

점데이터가 추출되고 이를 통해 Fig. 20(b)와 같은 

36,527개의 필터링된 보로노이 면들로 구성된 중립곡 

면이 얻어지게 되며, Fig. 20(c)의 경우 66,196개의 

점데이터가 추출되어 Fig. 20(d)와 같이 165,097개의

보로노이 면들으로 구성된 중립곡면을 얻게 된다. 본 

예제를 통해 점데이터의 밀도에 따라 중립곡면 근■사 

화 정도가 달라지게 되며, 밀도가 높아짐에 보다 부드 

럽고 정확한 중립곡면 형상에 가까워지게 됨을 알 수 

있다. 본 예제에서 수행된 결과의 점데이터 수, 최종 

얻어진 중립곡면의 보로노이 꼭지점 및 면수는 Table 

1에 요약되어 있다.

(a) Samples(sparse) (b) Final MS (sparse)

(c) Samples(dense) (d) Final MS (dense)

tub shape with different

Table 1. Outputs on two different sampling rates

Sparse case: 
Fig. 20(a, b)

Dense case: 
Fig. 20(c, d)

# of sample ponits 13,747 66,196

# of vertices in MS 52,835 237,738

# of facets in MS 36,527 165,079

5.결 론

본 연구에서는 날카로운 모서리 및 꼭지점을 포함 

하고 있는 셸 형상의 솔리드 모델에 대해 중립곡면을 

추출하는 방법에 대해 제안하였다. 일반적인 Vjronoi 
계산에 근거한 근사화 방법의 경우 부드러운 곡면 형 

상의 경우에는 적합하나 일반 산업용 모델과 같이 각 

이 진 모서리가 존재하는 경우에는 \foronoi 다이어그 

램의 특성상 모서리 부근에 있어서 완벽한 중립곡면 

을 추출하는 것이 불가능하다. 따라서 이러한 문제점 

을 극복하기 위해 솔리드 모델이 주어졌을 때 형상을 

분석하여 필요한 모서리 및 꼭지점 영역에 대해 특별 
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한 방법으로 점데이터를 샘플링하는 방법과 이를 확 

장하여 셸 형상의 경우 전체를 대표할 수 있는 중립곡 

면을 추출하는 방법을 제안하였다. 제안된 알고리즘 

을 몇몇 예제에 적용한 결과 날카로운 모서리를 포함 

하고 있는 일반적인 형상에 대해서도 모서리 부분을 

반영한 보다 정확한 중립곡면 추출이 가능하고, 셸 형 

상을 전체적으로 대표할 수 있는 근사화된 중립곡면 

추출이 가능함을 볼 수 있었다. 얻어진 결과 향후 다 

각형면들의 삼각형 또는 사각형망화, 위상정렬, 패어 

링 등의 추가적 인 과정을 통해 보다 양질의 중립곡면 

으로 향상될 수 있으며 유한요소 모델 생성, 모델 변 

형, 구조물의 보강, 가공경로 생성 등을 위해 형상을 

대표하는 주 데이터로 활용될 수 있다.
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