
한국소음진동공학회논문집 제 19 권 제 9 호, pp. 935~942, 2009.

한국소음진동공학회논문집/제 19 권 제 9 호, 2009년/935
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ABSTRACT

In this paper, the purpose is to investigate the natural frequency of a cracked Timoshenko cantilever 
beams by FEM(finite element method) and experiment. In addition, a method for detection of crack in a 
cantilever beams is presented based on natural frequency measurements. The governing differential 
equations of a Timoshenko beam are derived via Hamilton's principle. The two coupled governing 
differential equations are reduced to one fourth order ordinary differential equation in terms of the 
flexural displacement. The crack is assumed to be in the first mode of fracture and to be always opened 
during the vibrations. The detection method of a crack location in a beam based on the frequency 
measurements is extended here to Timoshenko beams, taking the effects of both the shear deformation 
and the rotational inertia into account. The differences between the actual and predicted crack positions 
and sizes are less than 6 % and 23 % respectively. 

* 
1. 서  론

결함을 가진 기계나 건축 등의 구조물은 동일한 

하중이 작용하더라도 구조물의 자체 탄성에 의한 

변형에너지 이외에 크랙에 의해서 추가로 변형에너

지가 존재하게 되며, 이 부가되어진 에너지만큼 변

형이 더 발생한다. 또 일반적으로 크랙을 갖는 구조

물에 어떤 하중이나 외력이 작용하게 되면 일정 한

계 이상으로 힘을 받지 못하고 크랙을 기점으로 해

서 급격히 균열이 전파되어 파괴된다. 따라서 구조

물에 존재하는 결함을 파악하는 것은 매우 중요하

다 할 수 있다. 이 같이 구조물의 파괴 원인이 되는 
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결함을 진단하기 위하여 구조물에 손상을 주지 않

고 결함의 탐지가 가능하고, 경제적으로나 편의성 

측면에서 매우 효과적인 비파괴 검사법이 널리 사

용되고 있다. 일반적인 비파괴 검사법으로는 초음파 

탐상법, 방사선 투과법, 그리고 음향방출법 등이 수

행되고 있으나, 비교적 길이가 긴 요소들은 비용과 

시간이 많이 소비된다. 특히 각각의 검사 방법에 따

라 검출 가능한 요소들이 제한되거나 적용대상이 

한정된다는 문제점들을 갖고 있다. 이러한 비파괴적

인 방법 중의 하나가 구조물이나 시스템의 고유진

동특성 변화를 측정하여 크랙의 존재, 위치 및 크기

를 탐지하는 것이다.
크랙이 구조물의 동특성에 미치는 영향을 연구하

기 위하여 초기에는 구조물에서 단지 크랙이 존재하

는 부분의 강성을 줄이는 방법(1)이 시도되었고, 최근

에는 유연행렬을 이용하여 크랙에 의해서 부가되는 
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에너지를 고려하는 해석방법을 사용하고 있다(2,3). 크

랙을 가지는 보 형태의 구조물의 해석은 오일러-베
르누이 보 이론을 적용한 연구(4,5)와 티모센코 보 이

론을 적용하여 크랙이 전체 구조물의 동특성에 미치

는 영향에 대한 연구 결과가 발표되고 있다(6). 최근 

종동력을 받는 티모센코 보의 안정성에 미치는 크랙

의 영향에 대한 연구(7)와 다중크랙을 갖는 보의 고유

진동수 변화에 대한 연구도 발표되어지고 있다(8,9). 
Chandrupatla 와 Belegundu(10)는 유한요소 해석방법을 

이용하여 크랙을 가진 보의 진동특성을 연구하기도 

하였으며, Gounaris 와 Dimarogonas(11)는 크랙을 가진 

보의 구조해석에 있어서 크랙에 의한 유연행렬을 유

한요소 해석방법을 적용시켜 해석하고 그 타당성을 

보였다. Lele 와 Maiti(12)는 전달행렬법을 이용하여 크

랙을 가진 티모센코 보의 모델링 및 보의 고유진동

수를 구하였으며, 실험을 통하여 그 결과를 검증하였

다. 또 실험으로 얻은 고유진동수를 이용하여 크랙의 

위치를 예측하는 방법을 제안하였다. 최근 고유진동

수를 이용하여 다중크랙을 가진 베르누이-오일러 보 

및 유체를 가진 파이프의 크랙 검출 방법에 대한 많

은 연구가 수행되어지고 있다(13,14).
이 연구에서는 크랙을 가진 티모센코 보의 진동

특성을 해석하였으며, 유한요소 해석과 실험을 수행

하여 이론해석 결과를 검증하였다. 또한 실험으로 

얻은 고유진동수를 이용하여 크랙의 위치와 크기를 

탐지하고, 일반적인 비파괴 검사법으로 수행한 결과

를 서로 비교하여 진동특성을 이용한 보의 손상검

출 방법의 타당성을 검토하였다. 

2. 티모센코 보 이론해석

Fig. 1은 크랙을 가지는 외팔보의 개략도를 나타

낸 것이다. 여기서  는 보의 고정단으로부터의 크

랙 위치이며,  은 보의 전체길이를 의미한다. 또 

Fig. 2 는 크랙이 존재하는 보의 단면을 나타낸 것으 

L

y

x

x c

crack

Fig. 1 Cantilever beam with crack

로    그리고 는 각각 보의 가로와 세로, 그리

고 크랙의 깊이를 표현하고 있다. 
자유진동에 대하여 티모센코 보 이론을 적용한 

외팔보의 운동방정식을 확장된 Hamilton 원리를 이

용하여 유도하면 다음과 같다(15).
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여기서  는 횡방향 변위,  는 굽힘에 의

한 회전각, 는 전단계수이다. 또 와 는 각각 

보의 단면적과 전단 탄성계수를 나타내고 있다.  , 
, 그리고 는 각각 보의 단위 길이당 질량, 영계수, 
그리고 보의 단면 2 차 모멘트를 의미한다. 식 (1), 
(2)의 일반해는 다음과 같이 가정할 수 있다. 

  
, (3a)

  
 (3b)

여기서  는 보의 고유진동수이며  를 나

타낸다. 식 (3a)를 식 (1)에 대입하고, 횡변위에 대한 

무차원 운동방정식을 구하면 다음과 같다(7).

    ″    (4)

여기서 ( )′ 은 무차원 좌표  (=)에 대한 미분을 

나타내며, 무차원 변수들은 다음과 같이 정의한다.
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b
Fig. 2 Cross section of beam



진동특성을 이용한 외팔보의 크랙 및 손상 검출에 대한 연구

한국소음진동공학회논문집/제 19 권 제 9 호, 2009년/937

식 (4)의 일반해는 크랙위치에 따라 다음과 같이 

나타낼 수 있다.

 sinhcoshsin
 cos   ≤ ≤ 

 sinhcoshsin
 cos  ≤ ≤ 

(6)

여기서 








 ∓  




(7)

이며,  과  는 각각 다음과 같다.

 
   

   (8)

전단변형에 대해서도 위와 동일한 방법으로 전개

하면 다음과 같이 해를 구할 수 있다.

  sinhcosh
sin cos
  ≤ ≤ 

  sinhcosh
sin cos
 ≤ ≤ 

(9)

여기서
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이다. 무차원화 된 외팔보의 양단 경계조건은
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이다. 또 크랙위치에서 다음의 변위, 모멘트, 전단력 

및 기울기 변화의 연속조건을 각각 만족해야 한다. 

   





















    




(12)

여기서 무차원화 된 크랙의 크기와 위치 및 크랙으

로 인한 추가 변형에너지를 반영하는 회전 스프링

상수는 다음과 같이 정의한다.

  


   


   

 (13)

무차원 스프링상수는 고유진동수 및 크랙의 위치

와 다음과 같은 관계를 가진다.

coshcos 

sinhcos cos

sincoshcoshcoshsin
cossinh sincosh
cossinh  

(14)

여기서    ,    , 그리고   
이다. 식 (6), (9)의 미지수들은 식 (11), (12)의 경계

조건 및 연속조건을 이용하여 각각 구할 수 있다. 
또 계의 고유진동수는 다음과 같은 고유치의 기본 

형태로 변환하여 쉽게 구할 수 있다.

     (15)

여기서  는 외팔보의 양단 경계조건 및 크랙위치

에서의 연속조건을 대입하여 얻은 각각의 식을 행

렬형태로 표현한 것이다. 또 는 의 행렬식을 나

타내고 있으며,  는 다음과 같다. 

              
T (16)

여기서 위첨자 T는 전치를 의미한다.

3. 유한요소 해석 및 실험



손 인 수 ․안 성 진 ․윤 한 익

938/한국소음진동공학회논문집/제 19 권 제 9 호, 2009년

Table 1 Specifications of cantilever beam
Property Values

Total length of beam( ) 0.25 m

Hight of beam ( ) 0.01 m

Width of beam ( ) 0.015 m

Young's modulus( ) 200 GPa

Density () 7860 kg/m3

Poisson's ratio () 0.3

Fig. 3 Finite element model of cracked beam

이론해석을 통하여 얻은 결과를 검증하기 위하여 

유한요소 해석과 진동실험을 수행하였다. Table 1은 

유한요소 해석과 실험에 사용한 보의 물성치를 나

타내고 있다.

3.1 유한요소 해석
유한요소 해석을 위한 보의 모델링은 Uni- 

Graphics(NX5)를 이용하여 수행하였고, 모델링한 

보를 상용 유한요소 해석 프로그램인 ANSYS 
Workbench(Ver. 11.0)를 사용하여 해석하였다. Fig.
3과 같이 유한요소 모델링을 하였으며, 크랙의 크기

에 따라 조금씩 차이가 있으나 요소와 절점의 수는 

각각 23,000 ~ 28,000개와 32,000 ~ 40,000개 정도

로 하였다. 

3.2 실험
보의 고유진동수를 측정하기 위하여 사용한 FFT

분석기는 LMS 사의 CADA-X 이다. Fig. 4(a) 는 보

의 고유진동수 측정 모습을 보여주고 있으며, 보는 

(a) Modal testing of cracked cantilever beam

(b) Beam with crack

Fig. 4 Experimental setup

볼트로 고정하였고 고정할 때의 힘이 일정하도록 

토크렌치를 이용하였다.
Fig. 4(b) 에서 볼 수 있는 것처럼 보의 크랙은 선

형 정밀 톱으로 가공하였으며, 크랙의 폭을 최소화

하기 위하여 0.5 mm 의 선형 톱날을 사용하였다. 

4. 결과 비교 및 검토

2 장과 3 장에서 구한 외팔보의 횡진동에 대한 고유

진동수를 정리하여 Table 2 에 나타내었다. 크랙의 크

기는 0, 0.3, 그리고 0.5 의 경우에 대하여 각기 다른 

4 개의 크랙 위치를 가진 외팔보의 고유진동수를 각각 

3 차 모드까지 구하였다. 여기서 M 은 모드, E 는 이

론값과 실험값의 오차, 즉 Exp
ExpTheory × 을 

나타낸다. 먼저 유한요소 해석으로 얻어진 결과는 

이론값과 비교하여 오차가 1 % 이내로 아주 정확한 

결과를 얻을 수 있었으며, 실험값과의 오차는 Table
2 에서 확인할 수 있는 것처럼 5 % 내외로 나타났

다. 크랙이 존재하지 않는 경우 이론값과 실험값의 
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Table 2 Natural frequencies of cantilever beam

  M
Natural frequencies (Hz) E

(%)Theory FEM Exp.

Uncracked
beam

 130.21 131.02 125.5 3.8
 809.75 815.68 784.5 3.2
 2240.06 2260.80 2205.0 1.6

0.3

0.1

 123.49 123.95 118 4.6 
 795.45 799.75 763 4.3
 2232.92 2246.20 2114 5.6

0.3

 126.92 127.62 120 5.8
 804.07 809.84 768 4.7
 2178.98 2195.40 2076 5.0

0.5

 129.09 129.88 124 4.1
 781.47 785.75 743 5.2
 2239.94 2256.50 2136 4.9

0.7

 130.03 130.91 125 4.0
 793.55 798.46 758 4.7
 2156.88 2169.80 2080 3.7

0.5

0.1

 109.95 109.19 104 5.7
 770.98 777.54 754 2.3
 2221.16 2236.00 2136 4.0

0.3

 119.42 120.09 114 4.8
 791.77 797.55 754 5.0
 2064.18 2027.00 2001 3.2

0.5

 126.30 127.11 122 3.5
 722.94 727.61 688 5.1
 2239.70 2255.00 2136 4.9

0.7

 129.55 130.48 124 4.5
 754.59 758.43 720 4.8
 1999.29 2004.10 1852 7.9

오차는 1.6 ~ 3.8 % 정도로 크랙이 있는 경우보다 더 

좋은 결과를 얻을 수 있었다. 1차 모드의 고유진동수

는 크랙의 크기와 서로 반비례적이며, 크랙의 크기와 

관계없이 크랙의 위치가 보의 자유단에 가까워질수

록 크랙이 없는 보의 고유진동수와 가까워진다. 

5. 보의 손상 검출

5.1 초음파 탐상법
초음파 탐상법이란 가청 주파수 이상의 주파수를 

갖는 초음파를 이용하여 소재의 내부결함을 검출하

거나 두께측정에 이용하는 비파괴 검사의 일종이다. 
탐촉자에서 발생한 초음파는 소재의 내부로 침투되어 

진행하며 초음파의 경로 상에 결함이 존재할 경우,  

Fig. 5 Ultrasonic testing of cracked cantilever beam

(a)  = 0.1

(b)  = 0.5

Fig. 6 Time record for beams with crack (=0.25)

그 결함에 의해 초음파는 반사되어 되돌아오고 그 

신호를 받아 초음파가 진행한 거리만큼 오실로스코

프에 신호로 나타나게 된다. 오실로스코프에 나타난 

신호의 위치 및 크기로 결함이 존재하는 위치 및 
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크기를 평가한다. 
Fig. 5는 보의 초음파 탐상을 위한 실험 장비 및 

실험 모습을 나타낸 것이다. 초음파 탐상에 사용한 

시험장비는 각각 오실로스코프(Le cary, Wavesurfer 
422), 송수신기(JSR Ultrasonics, DRP 300), 그리고 

탐촉자(Technisonic, CF-1002-HR )이다. 실험은 펄

스반사법으로 실시하였으며, 탐촉자를 직접 탐상대

상에 접촉하는 직접접촉법으로 수행하였다. 또한 탐

촉자 한 개로 탐상을 실시하는 1 탐촉자 법으로, 그

리고 결함과 수직 방향으로 측정을 실시하는 수직 

법으로 실험을 수행하였다.
Fig. 6은 크랙 위치  = 0.25이고 크랙 깊이 가 

각각 10 % , 50 %인 보를 초음파 탐상한 결과이다. 
Fig. 6(a)의 크기가 10 %인 크랙을 가진 보의 경우, 
A 부분과 같이 크랙으로 인한 반사파의 신호가 아

주 약하게 나타나고 있다. 이것은 크랙을 가지지 않

는 보와 비교할 때 크랙의 존재 유무를 판단하기가 

어렵다. 크랙의 크기가 비교적 큰 Fig. 6(b)에서는 
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Fig. 7 Function  for the first three modes of 
cracked cantilever beam( = 0.1)

크랙의 존재 유무 및 위치는 검출 가능하지만, B 부

분과 같이 크랙에 의한 반사파와 저면반사파 사이

에 또 다른 신호가 나타나고 있음을 알 수 있다. 

Table 3 Relation of  and 
 898.2 235.3 107.7 61.3 39.1 26.6 18.8 13.6

 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35 0.40 

 10.0 7.4 5.4 3.9 2.8 2.0 1.3 0.8

 0.45 0.50 0.55 0.60 0.65 0.70 0.75 0.80 
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Table 4 Comparison of actual and predicted crack 
position and size

Case
Actual data Predicted data

  
 Error(%)  Error(%)

1 0.3 0.3 0.326 2.6 0.517 21.7

2 0.5 0.3 0.541 4.1 0.530 23.0

3 0.6 0.5 0.578 2.2 0.634 13.4

4 0.7 0.5 0.642 5.8 0.621 12.1
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이 위치에서는 크랙이 없으나 결함신호를 나타내고 

있는데, 이는 다중반사파(multiple echo)로 판단된

다. 즉, 펄스가 측면 등에 부딪히면 일부가 파형변

형이 일어나게 되어 다중반사파로 나타나게 되는 

것이다. 이러한 다중반사파로 인하여 크랙이 비교적 

큰 경우에도 크랙의 존재유무를 판단하는데 어려움

이 있다고 판단된다.

5.2 진동특성을 이용한 보의 손상 검출방법
수치해석에서 크랙을 가진 보의 고유진동수를 미

지수로 두고 크랙의 크기와 깊이에 따른 식 (13)의 

무차원 강성계수 를 결정하여 해석을 수행하였

다. 만약 보의 고유진동수를 알고 있다면 식 (14)를 

이용하여 역으로 를 구할 수 있다. 즉, 강성계수 

를 구하면 크랙의 위치 및 크기를 판단할 수 있

고, 이러한 기본 원리를 이용하여 보의 손상 검출을 

수행하고자 한다. 
먼저 수치해석으로 구한 크랙의 크기가 0.1이고, 

크랙의 위치가 각각 0.1과 0.7인 보의 횡방향 진동

의 최저차 3개모드의 고유진동수를 각각 식 (14)에 

대입하여 Fig. 7과 같이 크랙의 위치에 따른 강성계

수 의 값을 도시할 수 있다. 여기서 3개의 곡선

이 한 점에서 교차하고 있음을 알 수 있다. 이 교차

점에서의 크랙의 위치는 각각 0.1, 0.7로서 보의 크

랙위치와 정확하게 일치하고 있음을 알 수 있다. 또 

이때의 강성계수는 235.3이다. 이 강성계수의 값을 

Table 3에 나타낸 강성계수와 크랙 크기의 관계를 

이용하면 크랙의 크기( = 0.1)를 판단할 수 있다. 
즉, 보의 1차, 2차, 그리고 3차 고유진동수를 미리 

알고 있다면, 크랙의 존재 유무와 크랙의 위치 및 

크기를 파악할 수 있기 때문에 보의 손상검출이 가

능하다는 것을 알 수 있다. 
Fig. 8(a)는 실험을 통하여 얻은 크랙의 크기와 

위치가 모두 0.3인 보의 고유진동수를 이용하여 크

랙의 위치에 따른 강성계수 의 값을 나타낸 그래

프이다. Fig. 7의 이론값과는 달리 3개의 곡선이 한 

점에서 정확히 교차하지 않는다. 이 경우에는 세 곡

선이 만나려는 부분에서 교차하지 않는 곡선 즉 

과 사이의 거리가 가장 짧은 지점을 연결한 선의 

중간점을 택하면 된다. 이때의 크랙 위치는 약 

0.326로 실제 값과는 약 2.6 %정도의 오차를 보인

다. 또 크랙의 크기는 0.517정도로 실제 값과 비교

하여 약 21 %정도의 오차를 나타낸다. Fig. 8(b)는 

Table 2에서 크랙의 크기와 위치가 각각 0.3, 0.5인 

실험치를 이용하여 강성계수의 곡선을 나타낸 것이

다. Fig. 8(a)와는 달리 세 쌍의 교차점이 나타난다. 
이런 경우는 그 교차점들로 형성되는 도형중 면적

이 가장 좁은 도형의 도심이 바로 크랙의 위치(13)로

서 약 0.541이다. 이 값은 실제 값과 약 4.1 %의 

오차를 보인다. 또 Table 3을 이용하여 크랙의 크기

를 예측해 보면 약 0.532로 실제 값과 23 %정도의 

오차를 보인다. 다른 몇 가지 예제를 통하여 살펴본 

결과를 Table 4에 나타내었다. 이 결과들로 볼 때 

진동특성을 이용한 보의 손상 검출 방법은 6 % 오

차 안에서 크랙의 위치는 비교적 정확하게 판단할 

수 있으나 크랙의 크기는 대략적인 값만을 확인할 

수 있다. 

6. 결  론

보의 진동특성을 이용하여 외팔보의 손상검출에 

대한 연구를 위하여 먼저 이론해석을 통하여 보의 

고유진동수를 구하고, 그 결과를 유한요소 해석 및 

실험을 통하여 검증하였다. 또 실험을 통해 얻어진 

고유진동수를 적용하여 진동특성을 이용한 보 구조

물에 대한 손상검출 방법에 대한 연구를 수행하여 

다음과 같은 결론을 얻었다. 
(1) 초음파 탐상에서는 크랙의 크기가 10 %인 경

우 결함부의 신호가 잘 나타나지 않고, 크랙의 크기

가 비교적 큰 50 %의 경우는 다중반사파의 영향으

로 크랙의 존재유무를 정확하게 판단하기가 어렵다.
(2) 보의 최저차 3개 모드의 고유진동수를 적용하

여 크랙 위치에 따른 강성계수의 그래프를 그려보

면 3 곡선이 한 점에서 만나게 되며, 이 교차점을 

이용하여 크랙의 위치 및 강성계수를 얻을 수 있다. 
또, 구해진 크랙의 위치와 강성계수를 이용하면 크

랙의 크기를 찾아낼 수 있으므로 이 원리로 진동특

성을 이용한 비파괴 검사가 가능하다. 
(3) 실험을 통하여 얻은 고유진동수를 이용하여 

보의 손상 검출을 실시한 결과 주어진 예제들에서 

크랙의 위치는 약 6 % 이내, 그리고 크랙의 크기는 

약 23 % 이내의 오차에서 검사가 가능함을 알 수 

있다. 
이와 같은 연구결과를 바탕으로 보 형태 구조물 



손 인 수 ․안 성 진 ․윤 한 익

942/한국소음진동공학회논문집/제 19 권 제 9 호, 2009년

즉, 산업현장의 천정크레인이나 철도 레일 등의 손

상 검출이 가능하다고 판단되며, 특히 진동특성을 

이용한 손상 검출방법은 초음파 탐상법보다 간편하

고 정확하게 결함을 예측할 수 있어 보 형태 구조

물의 안전진단 및 안정성 평가에 기여할 수 있을 

것으로 판단된다.
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