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Abstract 

In this study, vibrations of an electric motor are analyzed when the motor has the interaction between 

mechanical and electromagnetic behaviors. For this vibration analysis a 3-phase 8-pole brushless DC motor is 

selected. Vibrations of the motor are influenced by coupled electromechanical characteristics. The variation of 

air-gap induced by vibration has an influence on the inductance of the motor coil. To analyze dynamic 

characteristics of the rotor, we studied inductance by the variation of an air-gap. After obtaining the kinetic, 

potential and magnetic energies for the motor, the equations of motion are derived by using Lagrange’s 

equation. By applying the Newmark time integration method to the equations, the dynamic responses for the 

displacements and currents are computed. 

1. 서 론 

모터는 산업 및 가정용 뿐만 아니라 차량용으로 

많이 사용되는 운동 발생장치 중의 하나이다. 

BLDC 모터(brushless DC Motor)는 전기적, 기계적 

소음이 적고, 고속회전, 고 신뢰성을 보유하고 있

어 정밀제어를 위한 구동력이 필요한 로봇산업과 

IT 산업 분야에서 널리 사용되고 있고, 가정용 기

기와 같이 작은 동력이 필요한 분야에도 이용되고 

있다. 근래에 이르러 BLDC 모터는 자동차와 관련

된 구동용 모터, 그리고 의료분야 등으로 응용분

야가 확장되고 있으며 특히, 환경 친화적이며 저

연비를 실현하기 위한 하이브리드 전기자동차에 

대한 관심이 고조되면서, 이에 대한 연구 개발이 

활발히 진행되고 있다.  

모터는 일반적으로 전자기적 가진력을 발생시키

는 코일과 영구자석 그리고 가진력에 의해서 구동

되는 회전자로 구성되어 있다. 따라서, 모터의 특

성을 파악하기 위해서는 전자기적 가진력을 발생

시키는 전압, 전류와 같은 전자기적 특성과 회전

자의 위치나 회전속도와 같은 기계적인 특성을 연

성하여 파악하는 것이 중요하다.  

장건희(1,2)는 맥스웰 방정식과 전압 방정식, 그리

고 뉴턴 오일러 방정식에 의해 BLDC 모터를 기

전 연성의 방법으로 해석하여 모터의 전자기적인 

가진력과 회전자의 동적 응답과의 상호 관계를 파

악하였다. 황상문(3,4)은 회전자의 동적 편심과 전자

기적 불평형력을 고려하여 과도 동적 해석을 연구

하였다. 회전자에 매입되어 있는 영구자석의 여러 
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형상에 관한 동특성 연구는 Hendershot(5) 등이 수

행하였다. 그러나 회전자가 회전을 하면서 발생되

는 진동에 의해 공극의 크기가 변화하게 되고 이

로 인해 각 상에서 발생되는 인덕턴스의 변화를 

고려한 연구는 수행되지 않았다.  

본 연구에서는 공극의 변화에 따른 인덕턴스의 

값의 변화가 회전자의 진동에 어떠한 영향을 미치

는지에 대하여 연구하였다. 우선 Krause(6)의 문헌

을 통하여 3 상 8 극 BLDC 모터의 기계적/전자기

적 특성을 파악하였다. 파악한 기계적/전자기적 특

성들을 고려하여 모터의 운동에너지, 위치에너지, 

그리고 자기에너지를 구한 다음, Lagrange방정식을 

이용하여 모터의 운동 방정식을 유도하였다. 유도

된 운동 방정식은 모터의 회전자 중심의 변위와 

코일에 흐르는 전류와 서로 연성된 비선형 방정식

이다. 이 비선형 방정식에 J. N. Buxton(7)이 제시한 

Newmark 방법을 적용하여 모터의 변위와 전류의 

동적 응답들을 계산하였다. 특히 진동에 따른 공

극의 변화는 모터 코일의 인덕턴스에 영향을 준다. 

따라서 공극의 변화를 고려하였을 때와 고려하지 

않았을 때의 회전자의 진동을 비교해 봄으로써 공

극의 변화가 모터의 진동에 미치는 영향을 확인하

였다.  

2. 비선형 지배방정식 

2.1 3상 BLDC모터 

본 연구에서는 모터 중에서 현재 하이브리드 자

동차용으로 각광받고 있는 BLDC 모터를 대상으로 

삼았다. Fig. 1에서는 3상 BLDC 모터의 개략도를 

나타내었다. Fig. 1에서 as, bs, cs축은 고정자에 고

정된 축으로 각각의 상전류에 의해 생성되는 기자

력(magnetic-motive force)의 방향축이다. 그리고 d

축은 PM 회전자의 자기가 생성되는 N 극의 방향

축을 나타내고, q 축은 d 축과 반 시계방향으로 직

각을 이루는 축이다. Фs는 고정자 as 축을 중심으

로 회전자의 각변위를 나타내고, Фr 은 회전자의 

q 축을 중심으로 한 회전자의 각변위를 나타낸다. 

rθ 은 Фs와 Фr의 상대적인 차이를 나타내며 동시

에 회전자의 전기적 각변위 (electrical angular 

displacement)를 나타낸다. 각변위들의 관계식은 식

(1)에 나타내었다. 

 

rrs θφφ +=                                    (1) 

 

BLDC 모터는 회전자계와 회전자의 회전속도를 

일치시켜야 하는 동기모터이다. 회전자계와 회전

자의 회전속도를 일치시키기 위해서는 회전자의 

정확한 위치를 측정해야 한다. 본 연구의 대상인 

BLDC모터는 Fig. 1에서와 같이 위치 측정 센서로 

홀효과 센서(HES)를 사용한다. 홀효과 센서는 PM

이 N 극일 경우에 켜지고, S 극일 경우 꺼지는 센

서이다. 이 홀효과 센서의 상태는 인버터의 스위

치 로직을 결정하게 된다. 실제로 홀효과 센서는 

고정자 안쪽에 체결된 링 위에 설치된다. 인버터

의 스위치 로직이 결정되면 입력파형의 주파수가 

결정되어 고정자에 전압을 인가하게 된다. 인가된 

전압은 고정자의 권선에 전류를 발생시키고 발생

된 전류는 기자력을 발생시키는데 이를 회전자계

라고 한다. 이 회전자계와 PM 회전자의 극들의 자

속과 상호 작용에 의해 전자기 토크가 발생하게 

되는데, 이것이 BLDC모터의 회전 원리이다. 

 

2.2 3상 BLDC모터의 비선형 방정식 

BLDC 모터의 회전자계의 각변위 혹은 회전자의 

전기적 각변위(electrical angular displacement)는 식 

(2)와 같이 나타낼 수 있다. 또한 회전자의 전기적 

각속도(electrical angular velocity)와 회전자의 전기

적 각변위는 식 (3)과 같은 관계를 가지고 있다.  
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Fig. 1 Three-phase permanent-magnet synchronous 

machine 
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Fig. 2 Mathematical modeling of rotor 

 
전기적 각변위와 각속도는 실제 회전자의 기계적 

각속도(mechanical angular velocity)의 절반의 극수를 

곱한 값과 같다. 이 관계는 식 (4)에 나타내었다. 

 

( ) ( )∫ +=
t

rrr d
0

0θξξωθ                           (2) 

rr θω &=                                       (3) 

rm

p

rrm

p

r θθωω
22

, ==                        (4) 

 

여기서 P 는 극수를 의미하고, r 은 전기적인 특성

을 나타내고, rm은 실제 혹은 기계적인 특성을 나

타낸다. 

BLDC모터의 회전자의 개략도는 Fig. 2와 같이 

나타내었는데, 이는 회전자의 비선형방정식을 구

하기 위한 수학적 모델이다. Fig. 2에서 보면 회전

자의 도심을 C, 무게중심을 G 라고 가정하였고, 

도심으로부터 무게중심까지의 거리를 e 라고 정의

하였다. 
rmθ 은 회전자의 기계적 각변위를 나타낸

다. 회전자의 질량을 m, 질량관성모멘트를 J 라고 

정의하면, 회전자 도심에서의 위치벡터와 질량중

심에서의 위치벡터, 속도벡터는 다음 식 (5), (6), 

그리고 (7)과 같이 나타낼 수 있다. 

 

ĵî yxC +=r                                  (5) 

( ) ( )ĵsinîcos rmrmG eyex θθ +++=r             (6) 

( ) ( ) ĵcosîsin rmrmrmrmG eyex θωθω ++−= &&v           (7) 

 

BLDC 모터 회전자의 운동에너지와 위치에너지

를 구하면, 운동에너지는 실제 각변위의 회전 운

동에너지와 병진 운동에너지의 합으로 다음과 같

은 식으로 나타낼 수 있다.  

 
2

2
12

2
1*

Gem vmJT += θ&                       (8) 

 

또한, 회전자 시스템의 위치 에너지는 베어링과 

축 등의 상당강성을 k라고 정의하면 다음과 같은 

식으로 표현할 수 있다. 

 
2

2
1

CkrV =                                 (9) 

 

BLDC 모터의 기전 연성된 지배방정식을 구하

기 위해서는 운동에너지, 위치에너지뿐만 아니라 

전류와 영구자석에 의한 자기에너지를 구해야 한

다. 자기에너지를 구하기 위해서는 BLDC 모터의 

쇄교 자속(Flux linkage)을 구해야 한다. Fig. 1을 보

면 쇄교 자속(Flux linkage)은 상전류 ( )csbsas iii ,, 에 

인덕턴스를 곱한 것과 영구자석에서 발생하는 자

속 ( )csmbsmasm λλλ ,, 을 더한 값과 같다. 식으로 표현

하면 다음과 같다. 
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      (10) 

 

식 (10)의 전체 자속을 행렬-벡터 형태로 표현하면 

다음과 같다. 

 

mabcssabcs λiLλ ′+=                       (11) 
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여기서 
mλ′ 는 고정자 상전류 권선에서 바라본 영

구자석에서 생성된 전체 자속의 크기이다. 
mλ′ 벡

터가 회전자의 전기적 각변위에 대한 삼각함수의 

곱으로 나타나는 이유는 상전류 권선에서 발생되

는 기자력의 방향과 영구자석의 기자력이 일치하

는 경우에 가장 크고 수직일 경우 발생하지 않기 

때문이다. 식 (11)에서 나타나는 인덕턴스 벡터
sL

는 상호 인덕턴스(Lasbs, Lascs, Lbsas, Lbscs, Lcsas, Lcsbs) 와 

자기 인덕턴스(Lasas, Lbsbs, Lcscs)로 나눌 수 있다. 인

덕턴스들은 각각 식 (13)과 식 (14)로 나타낼 수 

있다. 
 

 

msmscsbs

csasbsasascsasbs

LLL

LLLL

2
1

3
2cos −===

===

π
          (13) 
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sssbsbsasas LLLL === csc
               (14) 

  

여기서 자기인덕턴스 ( )ssL 는 누설인덕턴스(leakage 

inductance)와 자화인덕턴스(magnetizing inductance)

의 합으로 나타낼 수 있다. 식으로 표현하면 다음

과 같다. 

 

mslsss LLL +=                           (15) 

 

전기기기의 설계에 있어서 누설 인덕턴스를 최소

화하는 것은 중요한 설계 요소이다. 일반적으로 

누설 인덕턴스는 자화 인덕턴스의 10% 미만으로 

설계한다. 자기 인덕턴스와 상호 인덕턴스를 행렬

로 표현하면 식 (16)와 같이 나타낼 수 있다. 
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          (16) 

 

자기에너지는 as, bs, cs 코일에 의한 인덕턴스

와 영구자석에 의한 식으로 표현할 수 있다. 식으

로 표현하면 식 (17)과 같이 나타내어진다. 
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  (17)          

 

여기서 Wpm 은 영구자석이 가지고 있는 고유의 자

기 에너지이다. 또한, 전하량의 시간에 대한 변화

량은 전류로 다음과 같이 나타낼 수 있다. 
 

iq =&                                   (18) 
 

기전 연성된 비선형 지배방정식을 라그랑지 방

정식(Lagrange’s equation)을 이용하여 구한다. 일반

좌표와 라그랑지안은 다음과 같이 표현할 수 있다. 

 

[ ] [ ]rmcsbsas

T

i qqqyx θξ ,,,,,=                (19) 

 

( ) **, mii WVTL +−=ξξ &                     (20) 

 

일반화된 비보존력에 의한 일은 식 (21)과 같이 

표현할 수 있다. 비보존력은 축 또는 베어링 등에 

상당하는 댐핑 ( )c 과 외력 토크 ( )LT 에 의한 기계적

인 비보존력과 입력 상전압 ( )csbsas vvv ,, 과 각상의 

코일권선의 저항 ( )sr 에 의한 전기적인 비보존력으

로 나눌 수 있다. 이 비보존력들을 식 (21)에 대입

하여 계산하면 식 (22)와 같이 된다. 

∑Ξ
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식 (20)에 식 (8), (9) 그리고 (17)을 대입하여 라그

랑지안을 계산하고 이 라그랑지안과 비보존력 식

(22)를 라그랑지 방정식 (23)에 대입하여 기전 연

성된 6 자유도의 비선형 지배 방정식을 식 

(24)~(29)와 같이 구할 수 있다. 
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3. 공극의 변화에 따른 인덕턴스 

상전류에 의한 쇄교 자속은 다음과 같은 식으

로 표현된다. 
 

∫ =⋅=Φ= iLNN msii dABλ                  (30) 

 

여기서 자속 B 는 암페어의 법칙(Ampere’s law)에 

의해서 다음과 같은 식으로 표현된다. 
 

( )

( )m

m

lg

Ni
B

NilgH

+
=

=+=⋅∫

2

2

0µ

dlH
                  (31) 

 

여기서 g 는 공극, 
ml 은 영구자석의 길이, 

0µ 는 투

자율, N은 코일의 감은수를 의미한다. Fig. 3에서와 

같이 회전자의 편심으로 인하여 위치가 변한다고 

가정하였을 때 공극의 길이는 다음과 같이 정의된

다. 
 

( ) ( )
α

ααα

cos

cos

0 rg

rlRRlgl mrsmeq

−=

−+−=+=         (32) 

                                         

따라서 식 (31), (32)를 식 (30)에 대입하여 쇄교 자

속과 인덕턴스를 다음과 같은 식으로 정의할 수 

있다. 
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마찬가지로, 영구자석에 의한 쇄교 자속은 다음과 

같은 식으로 표현된다. 

 

∫ ⋅=Φ=′ dABmmmλ                       (35) 

  

상전류에 의한 쇄교자속과 같은 방법으로 영구자

석의 쇄교자속은 다음과 같이 정의된다. 
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4. PWM 입력에 따른 비선형 방정식의 

시간응답 

앞 절에서 구한 6 개의 비선형 지배방정식의 

시간응답은 Newmark 방법을 이용하여 구할 수  
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Fig. 3 Position of rotor for vibration 
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Fig. 4 Brushless dc motor with six-step inverter 

configuration 
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Fig. 5 Transistor switching logic for the °180 continuous-

current inverter 

 

 

 

있다. 시간응답을 구하기 위해서는 우선 입력전압

을 결정해야 한다. 입력 상전류에 대한 회로도와 

스위칭 로직을 Fig. 4 과 Fig. 5 에 나타내었다. 하

나의  상전류에  대해서만  고려해보면  T 1 은
°−= 90rθ  에서 전류신호가 들어가서 T4 의 전류신

호가 들어가는 °= 90rθ 까지 유지된다. 즉, 구형파 

상전류가 전기적으로 °180 씩 순차적으로 유지된다. 

입력 상전압과 비선형 지배방정식을 이용하여 시

간응답을 구하였다. 비선형 지배방정식에서 변위,  
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Table 1 Parameters of the BLDC motor 

 

 

 

속도, 가속도, 전하량, 그리고 전류의 변수들을 다

음과 같이 정의하였다.  
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식 (37)을 이용하여 비선형 지배방정식을 행렬-

벡터 형태로 나타내면 다음과 같다. 

 

( ) ( ) 0, 1111 =+ ++++ nnnn vxx NaM               (38) 

 

식 (38)에 Newmark 방법을 적용하여 변위, 속도 

그리고 전류를 구할 수 있다. as 축에서의 입력 상

전압과 상전류 그리고 회전자의 회전속도에 대한 

1 초까지의 시간응답을 Fig. 6 에 나타내었다. 여기

서 사용한 물성치는 Table 1에 나타내었다. 결과에

서 보면 회전 속도가 정상상태인 410rpm 까지 접

근하기 위해서는 약 0.3초의 시간이 걸림을 알 수 

있다. 

회전자의 진동으로 인한 인덕턴스의 변화는 Fig. 

7 에 나타내었다. 회전자가 진동하면서 공극의 크

기 변화가 발생되었고 공극의 크기 변화로 인해서 

인덕턴스의 값도 변화하게 된다. 

회전자의 진동으로 인해 공극의 크기가 변화하

게 되는데 이때에 공극의 크기 변화로 인해 달라

진 인덕턴스의 값을 고려했을 때와 고려하지 않았

을 때의 회전자의 변위를 비교한 시간응답은  Fig. 

8 과 Fig. 9 에 나타내었다. 결과에서도 확인할 수 

 
 

(a) Voltage of phase as 

 
 

(b) Current of phase as 

 
 

(c) Angular velocity 

Fig. 6 Time responses of BLDC motor  

 
 

Fig. 7 Inductances of BLDC motor 

 
 

수 있듯이 과도응답 구간에서 회전자의 x 축의 경

우 공극의 변화를 고려하지 않은 경우 진동이

2µm 정도이고, 공극의 변화를 고려한 경우에는 

4µm 이다. y 축의 경우 2µm 에서 12µm 로 진동이 

크게 발생하였다. 정상상태 구간에서는 연성효과

로 인해서 1µm 정도의 차이가 나는 것을 확인해 

볼 수 있었다. 

Parameters Value Unit 

Mass of Rotor 4.330 kg 

Moment of inertia 0.003 kg·m² 

Input voltage 20 V 

Inner diameter of stator 0.044 m 

Outer diameter of rotor 0.042 m 

Number of pole 8 · 
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Fig. 8 Displacements of x-axis rotor 

 
Fig. 9 Displacements of y-axis rotor 

 

5. 결 론 

본 연구에서는 3 상 8 극 BLDC 모터에 대하여 

공극의 크기 변화에 따른 인덕턴스의 변화가 회전

자의 동특성에 어떠한 영향을 미치는가에 대해 연

구하였다. 모터의 각 상에 전압이 인가되었을 때

의 전자기적인 특성과 회전자의 기계적인 특성을 

연성하여 라그랑지 방정식을 이용하여 비선형 지

배방정식을 유도하였으며, Newmark 방법을 이용하

여 시간응답을 구하였다. 공극의 변화를 고려하였

을 때와 고려하지 않았을 때의 결과를 서로 비교

하여 회전자의 진동특성에 미치는 영향을 평가하

였다. 결과 값에서 볼 수 있듯이 공극의 크기 변

화를 고려했을 때는 과도응답 구간인 0.3 초 구간

까지 회전자가 크게 진동하였고, 정상상태 구간에

서는 일정한 주기를 갖고 진동하였다. 반면에 공

극의 크기 변화를 고려하지 않았을 때는 일정한 

주기를 가진 정현파의 형태로 진동을 하는 것을 

확인할 수 있다. 모터의 구동 시 인덕턴스에 대한 

영향 뿐만이 아니라 중력, 과도전압, 회전에 따른 

베어링 강성의 변화 등으로 인해 회전자의 변위가 

정확한 정현파의 형태로 나타나는 것은 어렵다. 

따라서 본 논문에서는 회전자의 동특성에 영향을 

주는 인자 중 공극의 크기 변화로 인한 인덕턴스

의 변화를 고려하여 수학적 모델링을 함으로써 좀 

더 정확하게 모터의 동특성을 파악할 수 있었다. 
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