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웨이브렛 변환을 이용한 비정상 신호의 순간 주파수 결정
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Non-stationary signal analysis by Continuous Wavelets

Transform
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요 약

비선형적인 위상 변화를 지닌 비정상(non-stationary)신호는 레이더(Radar), 통신(telecommunication), 생체

공학 , 지질탐사, 음향 등 여러 분야에서 쉽게 접하는 신호이다. 비정상신호는 일반적으로 시간에 따라 신호

의 물리적 특성이 변화하는 신호를 의미하며, 순간 주파수는 신호의 특정시간에 해당하는 신호의 주파수를

의미한다. 이 논문에서는 순간 주파수를 결정하기 위한 연속 웨이브렛 변환의 적용에 대하여 논하였다.

ABSTRACT

The analysis of Radar signal, telecommunication, bioengineering, seismic, and acoustic signal is consist of

the Non-stationary signal which has non-linear phase variation. Non-stationary signal means that the

physical properties of signal depend on time variation and the instantaneous frequency represents physical

property of these type of signal. Thus estimation of the instantaneous frequency of non-stationary signal is

important subject in signal processing. In this work, the instantaneous frequency analysis method utilizing

continuous wavelets transform is represented and compared with Hilbert Transform method.
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Ⅰ. 서 론

웨이브렛 변환은 스케일에 따라 크기가 변화하

는 웨이브렛의 특성을 이용하여 임의의 신호 

의 "시간-스케일" 종속관계를 “시간-스케일” 공간

에 표현하는 도구이며, 신호가 비정상 상태

(non-stationary)인 경우, 즉 시간에 따라 신호의

물리적 특성이 변화하는 경우 웨이브렛 변환은 신

호의 부분적인 또는 전체적인 스케일 특성을 “시

간-스케일” 공간에 정확하게 표현한다. 이와 같은

웨이브렛 변환의 “시간-스케일” 성분 분리 특성으

로부터 순간 주파수를 결정할 수 있으며, 이를 이

용하여 주파수변조신호에 대한 구체적인 분석이

가능하다. 그림 1은 코사인 함수로 구성된

LFM(Low frequency Modulation)신호의 순간주

파수를 그림으로 표현한 것이다.
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그림 1. LFM(Low frequency Modulation) 신호

Fig 1. LFM Signal

순간주파수는 주파수변조신호의 시간에 따른

주파수를 의미하며, 주파수변조신호와 관련된

부분에서 신호의 특성을 파악하기 위한 중요한

파라미터이다. 본 논문에서는 웨이브렛 변환을

이용하여 한 순간주파수 결정 방법에 대하여 논

하며, 기존의 힐버트(Hilbert) 변환을 이용한 방

법과 비교하여 그 특성을 논하였다.

Ⅱ. 해석신호 및 순간위상

해석신호(Analytic Signal) 는 실수부와 허

수부로 구성된 합성신호이며,  

로 표시한다. 이는 다시 극좌표 형태로

로 나타낼 수 있고, 여기서 

를 시간의 함수로서  tan  로 주

어지는 순간위상(Instantaneous Phase)라 정의한

다. 순간위상의 미분을 통해 순간주파수

(Instantaneous Frequency)가 정의된다. 일반적

으로 LFM 신호 등 관찰되는 실수신호로부터 순

간주파수를 구하기 위해서 힐버트변환(Hilbert

Transform)을 이용하여 신호 의 해석신호

를 구한 후 이로부터 순간주파수를 결정한

다. 이 방법은 신호의 순간주파수를 구하는 쉬운

방법이기는 하지만 주파수 변조가 중첩되거나

노이즈 등의 영향을 받을 경우에는 정확한 순간

주파수의 결정이 어렵게 된다. 이 장에서는 힐버

트변환을 이용한 순간주파수 결정 방법과 웨이

브렛을 이용한 순간주파수 결정 방법에 대하여

논한다. 다음은 진폭과 위상이 시간의 함수로 표

현되는 신호를 나타낸 것이다.

cos
≥  ⊂   ∀∈

(1)

만일 신호가 진폭 에 의한 시간 변화보다

위상 변화 에 의한 영향을 더 많이 받고, 위

신호에 대응하는 복소수 신호가 

와 같이 주어질 때 위 신호를 Asymptotic 신호

라 한다. 예를 들어 다음의 함수를 보자.

 cos ln (2)
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(a) LFM (Low frequency Modulation) 신호
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(b)푸리에 변환

그림 2. asymptotic 신호 및 푸리에 변환

Fig 2. asymptotic Signal and Fourier

transform

그림 2는 식 (2)를 이용한 신호와 푸리에 변

환을 나타낸 것이다. 그림에서 LFM 신호는

 이며,  변화에 의해 신호의 주파수

가 변화한다. 이와 같은 신호는 시간에 따라 주

파수가 변화하고, 진폭의 변화보다는 코사인함

수의 시간에 의한 변화에 의존하며 따라서 전형

적인 asymptotic 신호이다. Asymptotic 신호에

대해 실수부분 ℛ에 대응하는 허수부분

로 구성된 analytic 함수 를 다음과

같이 정의 된다.

 ℛ

ℛ
(3)

위식에서 허수 부분은 해석함수의 정의에 의

해 힐버트(Hilbert) 변환을 통해 실수부분과 같

아진다. 힐버트 변환은 다음과 같이 정의 된다.
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


∞

∞




 (4)

푸리에 영역에서 위식은 다음과 같이 된다.

⇔ sgn (5)

여기서 sgn는 다음 식으로 정의된다.

sgn











  

  ≺ 
(6)

따라서 analytic 함수 는 다음과 같이 정

의 된다.

ℛ (7)

위식의 푸리에 변환은 다음과 같이 주어진다.

  sgn
   ≥ 

  ≺ 
(8)

따라서 Asymptotic 신호에 대한 해석 신호는

음의 주파수 대역의 스펙트럼은 0이 되고 양의

주파수 대역의 스펙트럼은 2배가 된다. 다음 그

림은 식 (2)의 신호에 대한 analytic 함수의 스

펙트럼 변화를 나타낸 것이다.
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(a)Asymptotic 신호의　스펙트럼

b)Asymptotic 신호의 허수부분의　힐버트　변환

（c)sgn(f)의　그래프　（d)의　스펙트럼

그림 ３. Asymptotic 신호에서　스펙트럼　

변화과정

Fig 3. Asymptotic signal spectrum in the

process of change

해석 신호가 실수부분과 허수부분로 구성되

어있으며, 식 (9)와 같이 실수부와 허수부의 극

좌표형태로 표현될 수 있다.

 
arg

ℛ

arg  tan
ℛ


(9)

순간 주파수 (instantaneous frequency)는 다

음과 같이 위상의 시간에 대한 미분으로 정의된

다.







≥  (10)

다음 그림은 식 (2)의 asymptotic 신호에 대

하여 힐버트 변환을 이용한 순간 주파수 결정과

정을 표현한 것이다.
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(a) Asymptotic signal
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(b) 힐버트 변환 에서 구해진 순간 위상
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(c)　순차적으로 를 더해 변곡점을 제한 순간

위상
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(d) 순간 주파수 위상의 시간변화에 따른 기울

기

그림 4. Asymptotic 신호의　순간주파수　결정

Fig 4. Instantaneous frequency determination

of asymptotic signal

힐버트 변환을 이용한 순간 주파수 결정방법

은 직접적이면서도 간단하지만, 신호의 주파수

가 급격히 변하거나, 또는 노이즈에 의해 영향
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을 받을 경우직접적인 연산으로는 순간주파수

의 정확한 추출이 거의 불가능하다. 다음 그림

은 이 같은 신호에 대한 힐버트 변환을 이용한

순간주파수 추출을 나타낸 것이다.
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그림 ５．비정상 신호에 대한　순간 주파수

Fig 5. Instantaneous frequency for

non-stationary

위 신호는 주어진 시간에서 여러 개의 주파

수가 중첩되어 형성된 비정상 신호에 대하여 힐

버트 변환을 이용한 순간 주파수 결정을 나타낸

것이다. 이와 같은 경우 순간 주파수는 신호의

주파수 중첩으로 인하여 아무런 물리적의미를

나타내지 못한다. 신호가 노이즈에 영향을 받은

경우 또한 페이즈의 미분이 순간주파수에 민감

한 영향을 미치며 노이즈가 증가하게 되면 순간

주파수에 대한 정보를 제대로 추출하기 어려워

진다.

힐버트 변환을 이용한 순간주파수 결정방법

은 신호의 주파수가 중첩되거나 노이즈에 영향

을 받은 경우에는 위 그림과 같이 정확하게 시

간에 따른 주파수의 변화를 읽을 수 없다. 반면

에 웨이브렛 변환을 이용한 순간주파수 결정 방

법은 위에서 논한 문제점에 영향을 받지 않고

정확하게 순간 주파수를 결정할 수 있다. 웨이

브렛을 이용한 순간주파수 결정은 Ridge라고

정의되는 "시간-스케일" 공간에서의 stationary

point에서부터 결정된다. Ridge는 직역하면 능

선 또는 융기 등으로 표현되며 웨이브렛 변환의

경우 "시간 - 스케일" 공간에서의 주어진 시간

에서의 최대 에너지를 나타내는 지점을 의미한

다. Ridge를 이용하면 위에서 논한 힐버트 변환

을 이용한 직접적인 방법에서 구할 수 어려운

순간 주파수를 정확하게 추출할 수 있으며, 적

용 가능신호가 Asymptotic에 국한된 것이 아니

라 모든 신호의 순간 주파수 결정에 유효한 방

법이다. 그림 6은 웨이브렛 변환을 이용한

Ridge를 나타낸 것이다.

 

(a) 노이즈의 영향을 받은 LFM신호에 대한 Ridge

 

(b)　비정상 신호에 대한 Ridge 결정

그림 6. 웨이브렛 변환을 이용한 Ridge결정

Fig 6. Wavelets transform using ridge decision

Ridge는 "시간-스케일"공간에서 에너지가 집

중되는 지점이며, Ridge가 발생하는 지점에서

의 스케일의 역수가 순간주파수가 된다. 즉 다

음과 같이 순간 주파수가 결정 된다.




(11)

Ⅲ. 연속　웨이브렛　변환을　이용한　

Ridge결정

연속 웨이브렛 변환을 이용한 asymtotic 신호

의 순간 주파수 (Instantaneous Frequency)를

결정하는 방법은 두 가지 방법이 있다. 하나는

마르세이 방법(Marseille method)라 불리 우는

연속 웨이브렛 변환의 위상을 이용한 방법이며,

1992년 Deplart[2,7]에 의해 발표되었다. 다른
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하나는 "Carmona metod"[1]라 불리 우는 웨이

브렛 모듈을 이용한 순간 주파수 결정방법 이

다.이 방법은 Carmona에 의해 1997년에 발표되

었다. 먼저 위상을 이용한 Ridge결정에 대해서

논한다.

Asymptotic 신호 및 이에 대응하는 해석 신

호(analytic signal)는 다음과 같이 정의된다.

cos


 (12)

복소수 웨이브렛의 경우도 Asymptotic 신호

이며 따라서 다음과 같이 표현된다.


 (13)

따라서 연속 웨이브렛 변환은 다음과 같다.

  

 
∞

∞


 

  (14)

여기서 위상은 다음과 같다


  

  (15)

식 (15)에서 
 는 신호 의 웨이브렛

변환  의 위상이다. 만일 시간   에서

신호가 stationary phase 상태라면 다음의 식이

성립한다.


′ 

′


′

  (16)

위식은 위상 변화가 일정한 부분 즉

stationary phase 지점에서는 신호 의 위상

시간변화율과 웨이브렛 위상의 시간변화율이

같다는 것을 의미한다. 즉 웨이브렛 변환을 이

용한 stationary phase point 검색은 웨이브렛

위상은 주어진 스케일에서 고정되어 있고 따라

서 이를 이용하여 웨이브렛의 스케일과 일치하

는 신호의 위상을 검색하는 것과 동일하다.

Ridge는 웨이브렛 위상 공간 
 에서의 모

든 stationary point를 의미하며, 위의 조건을 만

족하는 모든 점의 집합을 의미한다. 즉 다음과

같이 표현된다.

  (17)

Ridge를 로 정의하고, stationary point

를   ,   그리고 
′ 

로 놓으면 식 (16)은 식 (18)과 같이 주어진다.




′ 

  (18)

Morlet Wavelet의 경우 
′ ０＝０이며 따

라서 식 (19)는 다음과 같이 주어진다.




(19)

Ridge 가 결정이 되면 함수 의 순간

주파수 는 위식에 의해 결정된다. 웨이브

렛 변환에서 Ridge는 웨이브렛 모듈  

과 위상 
 를 통해 구해진다. 먼저 웨이브

렛 위상 
 를   인 지점 즉stationary

point에서 스케일 관하여 미분하면 다음과 같

다.











′ 

  (20)

시간상에서의 stationary point인 가 와 일

치하기 때문에 위식은 다음과 같이 축약된다.

0
)(

),( =
¶

¶

= baa

f
ab

r
a

f

(21)

따라서 Ridge 는 위상 공간에서 주어진

시간 에서 위의 조건을 만족하는 점을 의미한

다. 동일한 방법으로 웨이브렛 위상 
 를 

에 대하여 미분하면 Ridge에서는 다음의 식이

성립한다.

ab
ab

babt

f )0(),( '

),(0

yff
=

¶
¶

= (22)

Morlet 웨이브렛의 경우에는 위식은 다음과

같이 주어진다.
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따라서 asymptotic 신호 에 대한 Ridge는

신호 의 웨이브렛 위상 
 를 스케일에

대하여 미분해서 0를 만족하는 점을 찾는 방법과

시간 b에 대하여 미분해서 기울기가 주어진 스케

일에 최대한 근접한 점을 찾는 방법이 있다. 이 두

방법은 다 미분을 이용한다. 그림 7은 asymptotic

신호 에 대한 웨이브렛 위상 
 를 나타

낸 것이다.

웨이브렛 위상은 미세한 노이즈에도 민감하게

반응하며 따라서 실제 정보와 관련 없는 부분은 0

으로 대치한다.

그림 7. asymptotic 신호에 대한 웨이브렛

변환결과 – 페이조그램

Fig 7. Wavelets transform results for

asymptotic signal

그림 ７에서 0을 지나거나 가장 근접한 지점이

시간　  에서의 Ridge이다. 그림 ８은 전체 시

간에 걸쳐 연산한 Ridge를 나타낸 것이다.

그림 8．asymptotic 신호의 Ridge 연산

(가버 웨이브렛,   ,  )

Fig 8. asymptotic signal operation of the Ridge

위상의 미분을 이용한 순간주파수 결정방법

은 미분 항에 의해 때로는 불안정한 연산이 되

는 불편함이 따른다. 즉 위상이 존재하는 영역

과 존재하지 않는 영역에서의 불연속선에 따른

문제 외에도 실제 신호가 지니는 노이즈나 기타

특이점에 의해 미분의 불안정이 발생한다. 따라

서 실제연산에서는 위상을 이용하는 방법이외

에 웨이브렛 모듈러스 을 이용하는 방법을 사용

하는 것이 더 편리하다. 이 방법은 LFM,

Non-stationary, Periodic, Random 신호 등 모

든 신호에 대해서 웨이브렛 페이즈를 이용한 방

법보다 실용적이다[5]. Asymptotic 신호의 웨이

브렛 변환은 다음과 같이 정의 된다.

  
∞

∞


∗ 



 
∞

∞


∗

(24)

Asymptotic 신호의 경우 스펙트럼은 좁은 대

역폭을 지니고 있으며, 스펙트럼의 중심은

 ′근방에 위치한다. 따라서 웨이

브렛 변환은 다음과 같다.

   


∗′

 
∞

∞




 


∗′

(25)

웨이브렛의 중심 스펙트럼이 에 위치

하며 따라서 에너지 밀도 ∗′
또한 스케일축을 따라 ′ 에 위치하며,

이는 웨이브렛 변환의 Ridge와 일치하게 된다.

즉


′





(26)

결국 웨이브렛 모듈을 이용한 Ridge는 시간

를 따라서 스케일 축을 따라 웨이브렛 변환값

의 최대값을 따라 결정된다. 이 방법은 위상을

이용한 방법에 비해 간단하며 전체 위상에 의해

결정된 Ridge에 비해 신호 전체에 대해 어떠한

현상이 발생하는지를 보다 쉽게 관찰할 수 있

다. 다음 그림은 웨이브렛 모듈로부터 결정된

Ridge를 나타낸 것이다.
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그림 9. 모듈을　이용한　asymptotic 신호의

Ridge 연산 (가버 웨이브렛,   ,  )

Fig 9. Calculus ridge asymptotic signal using

Modulus

Ridge가 결정되면 주어진 시간에서 주파수

(Instantaneous frequency)가 다음 식으로 결정

된다.




(27)

신호가 노이즈를 포함하고 있을 경우 웨이브

렛 변환(모듈, 위상) 또한 노이즈에 의해 영향을

받지만 신호 대 잡음 비 (signal to noise ratio)

는 웨이브렛 변환 공간에서 Ridge부근에서 최

대가 된다. 따라서 노이즈에 영향을 받지 않고

정확하게 순간 주파수를 결정할 수 있으며, 이

때문에 웨이브렛 변환을 이용한 순간주파수 결

정 방법을 이용하며 Hilbert변환을 이용한 순간

주파수 방법에 비해 더욱 정확한 값을 추출할

수 있다. 다음 멀티 스케일 신호에 대한 웨이브

렛 모듈러스 및 Ridge를 나타낸 것이다.

(a) 웨이브렛 모듈 ( Morlet 웨이브렛)

(b) Ridge - 
그림 10. 멀티 스케일 신호에 대한 Ridge 검출

Fig 10. Detector ridge for multi-scale signal

Ⅳ. 결 론

이 논문에서 웨이브렛 변환을 이용한 비정상

신호 및 멀티 스케일 신호의 순간 주파수 

결정에 대하여 논하였다. 웨이브렛 변환은 신호

에 대한 "시간-스케일" 종속관계를 스칼로

그램과 페이조그램에 가시화하며, 이 두개의 "

시간-스케일" 공간은 비정상신호의 정적 위치

정보를 포함하고 있다. 웨이브렛 페이조그램은

페이즈의 기울기가 부분적으로 일정한 구간이

이에 해당하며, 페이즈가 0이 되거나 근접하는

부분이 웨이브렛 Ridge가 발생하는 부분이며,

따라서 순간주파수를 결정할 수 있다. 웨이브렛

페이조그램을 이용한 순간 주파수 결정은 페이

즈의 미분으로 인해 신호의 물리적 특성이 복잡

해지는 경우에는 연산의 에러가 발생하며 정확

한 Ridge의 위치를 결정하기도 어렵다. 반면에

웨이브렛 모듈러스를 이용한 Ridge 결정 방법

은 페이즈의 미분없이 직접 웨이브렛 에너지의

최대점을 추출하는 방법으로 비정상 신호, 정상

신호, 멀티스케일 신호의 시간에 따른 주파수

변화 특성을 표현하는 순간주파수를 결정할 수

있다.

웨이브렛 변환을 이용한 순간 주파수 결정

방법은 신호에 여러 개의 주파수 성분이 중첩되

거나 또는 노이즈에 의해 신호가 간섭을 받는

경우에도 웨이브렛 Ridge를 통해 정확하게 신

호의 중심 성분 및 노이즈의 주파수 변화를 표

현할 수 있다.
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