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ABSTRACT

The paper presents the influences of the external damping and the tip mass on dynamic stability of a 
vertical cantilevered pipe conveying fluid. In general, real pipe systems may have some valves and 
attached mechanical parts, which can be regarded as attached lumped masses and support-dampers. The 
support-dampers can be assumed as viscous dampers. The equations of motion are derived by energy 
expressions using extended Hamilton's principle, and some numerical results using Galerkin's method are 
presented. Critical flow velocities and stability maps of the pipe with external dampers and tip mass are 
obtained for various tip mass ratios, external damping coefficients and positions of the viscous dampers.

* 
1. 서  론

내부에 유동유체가 흐르는 파이프의 동적안정성 

및 진동에 관한 연구는 Ashley와 Haviland(1)에 의한 

연구를 초기연구의 시초로 일컫는데, 이들은 Trans-
Arabian 송유관의 진동문제를 연구하는 시도를 하였

다. Feodos’ev(2)는 유동유체가 내부에 흐르는 파이프

에 대한 정확한 선형 운동방정식을 유도하고, 파이프

의 동역학적 문제를 병행하여 연구하였다. 
이와 같이 초기의 연구들은 파이프 외부에 어떤 

것도 부착되지 않은 파이프만의 운동방정식의 유도

나 임계유속을 구하는 수치해석적 및 실험적 연구

들이 대부분 이었다
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그 후, 내부 유동유체에 의한 파이프의 동역학과 진

동에 관한 이론 및 실험의 병행 연구는 Benjamin(3,4)

의해 이루어졌는데 그는 2자유도 분절된 송수관의 

동적안정성에 관한 연구를 하였고, Gregory와 

Paidoussis(5,6)는 유체가 흐르는 외팔 파이프의 동적안

정성과 진동에 대한 이론과 실험적 연구를 하였다. 
비보존계 문제의 하나로 볼 수 있는 내부 유동유

체에 의한 외팔 파이프의 동적 안정성과 진동에 관

한 문제는 현재까지 많은 연구가 진행되어져 왔으

며, 초기의 대부분의 연구들은 파이프의 진동현상과 

동적안정성에 초점이 맞추어졌다. 그 후, 계를 구성

하는 시스템 파라미터가 파이프의 동적안정성에 미

치는 효과에 대한 연구가 이루어졌다.
Hill과 Swanson(7)은 파이프에 집중질량이 존재하

는 경우, 이러한 집중질량이 파이프의 동적 안정성

에 미치는 효과에 대해서 처음 연구하였으며, 이들

은 파이프에 부가 집중질량이 복수로 존재하는 경

우에 대해서도 처음의 연구를 확장하여 연구하였다. 
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그 후, Sugiyama 등(8)은 비보존계의 안정성 문제에 

있어서 중요한 역할을 하는 것으로 알려진 내부감

쇠의 효과를 고려하여, 이론과 실험을 병행하여 연

구하였다. Becker(9)는 수평 외팔 파이프의 자유단 

만이 병진 스프링으로 지지된 경우 스프링 상수의 

변화가 계의 동적안정성에 미치는 영향에 대해 연

구하였고, Edelstein과 Chen(10)은 수평 외팔파이프

에 있어서 중간 지지점이 파이프의 안정성에 미치

는 영향에 대하여 조사하였다. Sugiyama와 그의 공

동연구자들(11)은 2자유도 분절된 수평 파이프를 모

델로 하여 외부감쇠기가 파이프의 안정성에 미치는 

효과를 이론적으로 예측하고 실험적으로 검증하였

다. 또한, Sugiyama와 그의 공동연구자들(12)은 수평 

파이프에 대해 탄성 스프링 지지와 집중질량이 계

의 동적안정성에 미치는 복합효과에 대하여도 연구

하였다. 그 후, Sugiyama 등(13)은 탄성 스프링 지지

되고 집중질량을 갖는 파이프의 동적안정성 연구, 
부가 질량과 감쇠를 갖는 파이프의 안정성 문제, 물

속에 잠겨있는 배관계의 진동과 동적안정성 연구를 

하였다. 이러한 연구는 계속되어 Ryu와 그의 공동

연구자들(14,15)은 내부유동유체가 흐르는 파이프의 

고유치 분기와 플러터 모드의 형상에 대한 연구뿐

만 아니라 말단질량을 갖는 외팔 송수관의 고유치 

분기와 플러터 모드에 대한 연구를 하였고, 그 후, 
Ryu 등(16)은 탄성기초위에 놓인 파이프의 진동과 

동적안정성 문제를 다루었다.
위의 연구들의 대부분은 내부유동 유체가 흐르는 

파이프만의 안정성 문제라든지 파이프에 부착된 이

산 스프링지지 및 분포스프링지지, 부가 집중질량과 

내부감쇠가 파이프의 동적안정성에 미치는 영향 등

을 살펴본 것인데, 실제로 파이프 등의 배관계는 경

우에 따라서는 밸브를 갖거나 진동을 감소시키기 

위해 외부에 탄성지지 또는 감쇠기를 설치하는 경

우도 있다. 
이 논문에서는 부가질량과 외부감쇠를 갖는 내부 

유동유체에 의한 파이프의 동적안정성과 진동문제

를 부가질량의 크기, 감쇠기의 위치변화 및 감쇠상

수의 변화에 따라 연구하는데 목적이 있다. 

2. 이  론

2.1 수학적 모델 및 지배방정식

내부에 유체가 흐르고, 임의의 위치 e 1과 끝단에 

외부감쇠기를 가지며, 끝단에 집중질량 M을 갖는 

외팔 수직 파이프의 수학적 모델에 대한 그림은 

Fig. 1과 같고, 운동방정식을 유도하기 위하여 에너

지 표현식을 사용하면 다음과 같다.
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Fig. 1 Mathematical model of a pipe conveying fluid  
with tip mass and external dampers
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식 (1)은 운동에너지에 관한 식으로 각 항들은 순

서대로 파이프, 유체 그리고 말단질량의 병진운동에 

의한 운동에너지를 나타내며, 와 는 각각 파

이프와 유체의 단위길이당 질량을 나타낸다. 식 (2)
는 포텐셜에너지에 관한 식으로 첫째 항은 파이프

의 굽힘에 의한 탄성 포텐셜에너지, 둘째 항은 유체

와 파이프의 중력 포텐셜에너지, 셋째 항은 말단질

량의 중력 포텐셜에너지를 나타낸다. 또한, 는 파

이프의 탄성계수, 는 단면의 2차모멘트, 은 단

위 길이당 파이프와 유체의 질량, 는 중력가속도

를 나타낸다. 
식 (3)에서 식 (5)는 가상일들에 관한 것으로, 식 

(3)은 재료의 내부감쇠에 의한 가상일을 나타내고, 
식 (4)는 외부점성감쇠에 의한 가상일, 식 (5)는 파이

프의 자유단에서 유속U에 의한 가상일을 나타낸

다. 또한, 는 점성저항계수, 와 은 각각 파

이프의 말단과 위치에서의 외부 점성감쇠계수를 

나타낸다.
식 (1)에서 식 (5)를 확장된 해밀톤 원리
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에 대입하고 변분을 정리한 후, 계산상의 편의를 위

하여 다음과 같은 무차원화된 파라미터들과 좌표들
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을 도입하면 다음과 같은 무차원화된 운동방정식과 

경계조건식을 얻게 된다.
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이제 식 (8)의 해 를 내부 유동유체가 없는 

경우의 한단고정-타단자유의 경계조건을 만족시키는 

고유함수

  coshcossinhsin
(13)

를 이용하여 다음과 같이 가정한다.

 


∞

 (14)

여기서, 는 외팔보의 번째 고유치(eigenvalue)이
며, 는 다음과 같다.

 cosh cos
sinh sin (15)

식 (14)로 가정된 해를 식 (8)에 대입하고 =1부

터 유한개의 항 까지 Galerkin 적분을 행한 후, 
행렬형태의 식으로 표현하면 다음과 같다.

   (16)

과 같고, 각 행렬 의 성분은 다음과 같다.

   (17)

  



  ′     (18)
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여기서,   




  이다.

식 (16)은 고유치 문제를 풀기위하여

  (20)

로 변환되며, 여기서, 

     


 


    

     

          
(21)

이고,  는 단위행렬을 나타낸다.
이제 식 (20)의 해의 거동은 고유치 에 의해 지

배되며 일반적으로 감쇠가 존재하는 경우의 는 

다음과 같이 복소수 형태로 표현된다.

  ±  (22)

2.2 안정성 해석
파이프의 안정성은 식 (22)의 고유치 의 실수부

분 의 부호에 의해 결정된다.  <0이면, 송수관

은 안정하고,  >0이면 불안정이 되는데, 이 경우 

≠일때는 플러터 형태의 불안정,  =0일때는 

발산형태의 불안정으로 된다.

3. 수치해석 결과 및 검토

외부감쇠와 말단질량을 갖고 유동유체에 의한 외

팔 수직파이프의 동적안정성에 관한 수치해석 결과

는 Galerkin의 모드합 방법에 의해 얻어졌으며, 수

치해를 위한 파이프의 물성치는 Table 1에 나타난 

바와 같다. 
수치해의 결과를 논하기에 앞서 Fig. 1의 감쇠기

를 다음과 같이 명명한다. 먼저 위치이동이 가능한 

감쇠기는 중간감쇠기(intermediate damper)라 하고 

파이프의 자유단에 부착된 감쇠기는 말단 감쇠기라 

한다.  
Fig. 2는 말단질량이 없고 말단감쇠기도 없는 경우, 

중간감쇠기의 감쇠상수와 위치변화에 따른 임계유속 

값을 보여주는 그림이다. 이 그림에서 알 수 있는 것

은 다음과 같다. 중간감쇠기의 고정된 감쇠상수 값에

서 중간감쇠기의 위치가 파이프의 고정단으로부터 

자유단쪽으로 이동됨에 따라 임계유속 값이 =0.5

부근까지 증가했다가 감소되는 현상을 보이며, 최대 

임계유속 값을 나타내는 중간감쇠기의 위치는 감쇠

상수 값에 관계없이 약 =0.4∼0.5부근이다. 

Fig. 3은 말단질량이 없고 말단감쇠기는 있는 경

우로서, 이 경우도 Fig. 2에서와 유사하게 중간감쇠

기의 고정된 감쇠상수 값에 대해 중간감쇠기의 위

치가 파이프의 고정단에서 자유단쪽으로 이동됨에 

따라 임계유속 값이 증가했다가 감소되지만, 최대 

임계유속 값은 =0.6부근에서 나타남을 알 수 있

다. 또한, 중간감쇠기의 어떤 위치에서나 중간감쇠

기의 감쇠상수가 증가됨에 따라 임계유속 값이 증

가됨을 알 수 있다.

Table 1 Details of the pipe for numerical analysis

Pipe

Materials Silicon rubber

Length L 545 mm

Outer diameter d 0 13.5 mm

Inner diameter d i 6.7 mm

Young's modulus E 9.72 MPa

Viscous damping coefficient E *
1.723×105 
N․sec/m2

Pipe mass per unit length mp  0.139 kg/m
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Fig. 2 Stability map of the pipe without tip mass 
and tip damper(=0.0, =0.0)
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Fig. 4와 Fig. 5는 말단질량이 공히 존재하는 경우

로서 Fig. 4는 말단감쇠기가 없는 경우, Fig. 5는 말
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Fig. 3 Stability map of the pipe without tip mass 
and with tip damper(=0.0, =50.0)
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Fig. 4 Stability map of the pipe with tip mass and 
without tip damper(=0.5, =0.0)
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Fig. 5 Stability map of the pipe with tip mass and 
tip damper(=0.5, =50.0)

단감쇠기가 있는 경우이다. Fig. 4와 Fig. 5에서 우

선적으로 알 수 있는 것은 고정된 중간감쇠기의 감

쇠상수 값에 있어 중간감쇠기의 위치가 자유단쪽으

로 이동됨에 따라 임계유속 값이 증가했다가 감소

되는 것이며, 이러한 현상은 말단질량이 없는 경우

인 Fig. 2와 Fig. 3에서의 경향과 유사하다. 또한 말

단감쇠기의 유무에 관계없이 최대 임계유속을 유발

하는 중간감쇠기의 위치 은 약 =0.5∼0.6부근임

을 알 수 있다. 한편, Fig. 5의 말단감쇠기가 존재하

는 경우 고정된 중간감쇠기의 위치에 있어 중간감

쇠기의 감쇠상수가 증가함에 따라 임계유속 값은 

증가됨을 알 수 있다.

4. 결  론

내부에 유체가 흐르고, 외부감쇠기와 말단질량을 

갖는 외팔 수직파이프의 동적안정성에 관한 수치해

석 결과 다음과 같은 결론을 얻었다. 첫째, 말단감

쇠기의 유무에 관계없이, 최대 임계유속 값을 나타

내는 중간감쇠기의 위치 은 말단질량이 없는 경

우는 약 =0.4∼0.6부근, 말단질량이 있는 경우는 

약 =0.5∼0.6부근이다. 둘째, 말단질량의 유무에 

관계없이, 말단감쇠기의 존재는 중간감쇠기의 동일

한 위치와 감쇠상수 값에 대해 임계유속 값을 감소

시킨다. 셋째, 말단질량의 유무에 관계없이, 말단감

쇠기가 존재하는 경우, 고정된 중간감쇠기의 위치에 

대해 중간감쇠기의 감쇠상수가 증가됨에 따라 임계

유속 값은 증가된다.
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