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Abstract

   A new controller which can achieve the asymptotic tracking is proposed for the nonlinear system having a 

uncertainty in the input coefficient. A high gain observer is used to estimate the state variables when the 

nonlinear system has a modeling uncertainty. A variable structure control is used to achieve an asymptotic 

tracking, while ultimate boundness was  achieved in the previous work. A Lyapunov analysis is used to 

justify the our proposal.  The performance of proposed method is demonstrated via simulation.

요  약 

  입력 상수에 불확실성이 있는 최소 상 비선형시스템에 해 경로추  오차가 없는 제어기 설계를 제안하 다. 

모델링 불확실성이 존재하는 비선형 시스템에 해 상태 변수를 측하기 해 고 이득 측기를 사용하 다. 

분형 가변 구조 제어 방식을 이용하여 근 으로 경로추 오차가 0 되는 새로운 제어기를 제안하여 기존의 경로

추 오차를 감소시켰다. 제어기 설계의 정당성은 폐루  시스템을 Lyapunov 분석 방법을 통해 보 다. 한 제어

기의 성능을 모의시험을 통해 보 다.
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Ⅰ. 서론

가변구조제어(variable structure control) 방법은 모델

의 불확실성이나 외부왜란 등에 해 강인성

(robustness)을 갖고 있고 제어기 구조가 간단하여 비

선형 제어 시스템 제어기로 많이 사용되고 있다[1,2]. 

출력만을 이용한 제어기 설계는 상태 변수의 측을 

해 측기가 요구되어 진다. 선형시스템에 많이 사

용되는 Luenberger 측기는 모델링 불학실성이나 외

부왜란이 있는 비선형 시스템에서는 측오차가 존재

하여 사용하기 부 하여 측오차를 이기 해 고 

이득(high gain) 측기가 도입되었다[3,4]. 고 이득 

측사용의 단 은 상태 변수에 피킹 상(peaking 

phenomenon)이 발생할 수 있다. 이러한 피킹 상은 

크기에 제한을 두는 제어기의 사용으로 상태변수의 

피킹 상을 제거하 다[3,4]. 그러나 입력계수에 불확

실성이 존재하는 시스템의 경우 추 오차가 이 되

지 않는 단 이 있다[4]. 본 논문에서는 입력계수에 

불확실성이 있는 최소 상(minimum phase system) 

비선형시스템에 해 고 이득 측기와 가변제어 구

조 방식을 이용하여 추 오차가 이 되게 하는 제어

기를 제안하고자한다. 이를 한 슬라이딩 면의 설계

와 제어기의 설계를 제안한다. 본 논문에서 사용한 

슬라이딩 면의 설계는 기존의 분형 슬라이딩 면의 



The asymptotic tracking using variable structure control for a minimum phase nonlinear system          31

(31)

설계방법[5,6,7]과 유사하나 기존의 슬라이딩면의 설계

는 도달단계(reaching phase)을 없애기 해 제안하

지만 본 논문에서는 측오차를 제거 해 측오차

의 분값을 슬라이딩 면의 설계에 이용하는 등 슬라

이딩면의 설계방법이 다르다. 본 논문에서는 폐루

의 안정성 분석을 통해 경로 추  오차가 이 됨을 

보 다. 한 모사시험을 통해 제안된 방법의 타당성

을 보 다.

Ⅱ. 본론 

1.  문제의 정의

식(1)로 주어지는 단일입력 단일출력 시스템을 고

려하 다.

   ⋅ ⋅                      (1)

여기서 는 출력, 는 입력,   와 는 와 의 

번째 미분값,  ⋅  와  ⋅은   와    미분값

의 함수이다. 식(1)을 상태변수 모델로 표 하기 해  

상태 변수를    ,   

, ⋯ ,   

 
, 

   ,   

, ⋯ ,   

 
, v (m)=u로 정

의 하 다. 입출력 모델(1)은 식(2) 주어지는 상태 변

수 방정식으로 다시 쓸 수 있다.

x i ̇ = x i+ 1, 1≤i≤n-1,

x n ̇ = f(x,z)+ g(x,z)u

z i ̇ = z i+ 1, 1≤i≤m-1,

z m ̇ = u
y = x 1

                   

(2)

가정1 

⋄   ≠ ∀ ∊  

 

가정1은 입력제어기 설계 가능 조건이며 계정도

(relative degree)[8]가 n임을 의미하며 계정도가 n

인 경우 식(2)는 식(3)과 같은 표 형으로 변환 가능

하다[8].

x ̇ = Ax+ b[ f 1(x,η)+ g 1(x,η)u]

η ̇ = φ(x,η)
y = cx

             

(3)

여기서  

  ⋯ ⋯ 
   ⋯ 
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
 ⋯ ⋯ ⋯ 

× ,  



⋮



× , 

    ⋯ ×이다. 

상으로 하는 시스템이 최소 상 시스템이기 해 

다음과 같은 가정을 하 다.

가정2

 식(4)을 만족하는   함수인 ⋅ , class ∞  함

수인    가  존재한다.

α
1( ||η||)≤W (η)≤α

2( ||η||)

∂W
∂η

φ(x,η)≤- α
3( ||η||)

∀||η||≤r 1( ||x||)> 0

                     

(4)

여기서 ⋅:  ∞ × →은 연속 미분가능하며 

는 class ∞  함수이다. 
함수, class   함수, 

class ∞  함수는 일반 인 비선형 시스템 교과서[9]

에 정의되어 있다. 본 논문의 목표는 출력 만을 이

용하여  lim
→∞
     되는 제어 입력 를 설계하

는 것이다. 이를 해 추 오차를 다음과 같이 정의

한다.

e 1 = y- y r
e 2 = y ̇- y r ̇
⋮ = ⋮
e n = y ( n- 1)- y ( n- 1)r

e=[e 1,e 2,⋯,e n]
T

2. 제어기 설계

 제어기 설계는 모델링 불확실성이 있는 비선형 시스

템에 해 출력만을 이용하기 해 상태변수 측이 

가능한 측기 설계와 모델링 불확실성과 측기 사

용에 따른 측 오차가 존재하는 경우에도 출력의 추

오차가 이 되게 하는 제어기 설계로 구분하여 설

계하 다. 시스템이 갖고 있는 모델의 불확실성은 다

음과 같은 가정을 만족하는 시스템이라 가정하 다.

가정 3

식(5)와 (6)을 만족하는 Lipschitz함수 와 양의 
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상수  가 존재한다. 

⋄      ≦                   (5)

⋄ 


                                (6)

여기서  ⋅  ⋅는 각각 ⋅ ⋅의 참

조값(nominal value)이다.

추 오차 를 측하기 해 다음과 같은 고 이득 

측기를 사용하 다.

ê i ̇= ê i + 1+
l i
ε i
(e 1- ê 1 ),

i=1,⋯,n-1,

ê n ̇= fo ( ê+ Y r,z)+g o ( ê+ Y r,z)u

+
l n
ε n (e 1- ê 1 )- y

( n )
r

   (7)

여기서 ê i는 e i의 측치, 

    ⋯ 
   , 은 양의 상수로서 다음에 

정의될 것이다. 한 l i는 

s
n
+ l 1 s

n- 1
+⋯+ l n=0 의 근의 실수부가 음수가 

되도록 선택한다. 측기 (7)은 이 매우 작은 값인 

경우 고 이득 측기가 되며 비선형성이나 모델링 불

확성이 존재하는 경우에도 측오차를 일 수 있다

[4]. 제어기 설계는 두 개의 제어요소로 구성되게 설

계하 다. 첫 번째 요소는     인 상태에서 

lim
t→∞
ê= 0 되게 하는 제어 입력 

 


  ⋅  


                  (8)

로 설계하 다. 여기서   ⋯  , 는 

 가 Hurwitz 행렬이 되도록 선택하 다. 모델

의 불확실성과 측 오차를 상쇄하기 해 가변구조 

제어 방법을 이용하 다. 가변구조 제어 입력 을 

설계하기 해 슬라이딩 면을 다음식과 같이 선택하

다[7]. 

                                      (9)

여기서     ⋯   ,

   , 

⋅ 

  

    

 ⋅ 

 

여기서      ⋯  ,  

       이다. 는 

  
  ⋯     의 근의 실수부

가 음수가 되도록 선택하 다. 그리고 행렬 는 

        을 만족하는 양한정

행렬(positive definite matrix)이다. 슬라이딩 표면 

     는 기존의 슬라이딩 표면선택과 같

은 방법으로 선택하 고 두 번째 항인 는 의 분 

값으로 슬라이딩 표면에 의 분값을 사용하 다. 

이와 같이 분값을 슬라이딩 표면에 사용한 경우를 

분 슬라이딩 제어 방법[5]이라 하고 슬라이딩 표면 

도달시간을 이기 해 사용되었지만 본 논문에서 

사용한 분항은 제어 입력 와 함께 슬라이딩 모드 

조건을 만족할 수 있도록 선택하 다. 두 번째 제어 

입력인 u I는 식(9)로 주어진 슬라이딩 표면에서 슬

라이딩 모드 조건인  ≦ 을 만족하도록 설계하

다. 슬라이딩 모드를 만족하는 제어입력은 다음식과 

같이 선택하 다.

 


⋅  
⋅ 

 ⋅     

      (10)

여기서 은 양의 상수이다. 식(7)과(9)을 이용하면

      

     ⋅     

     

 

이 되고 식(8)과(10)을 이용하면

     
  

⋅    ⋅

      ⋅

≦ 

  

(11)

이 되어 슬라이딩 모드를 만족한다. 폐루 의 분석을 

해 척도 변환 변수(scaled variable) ζ
i
를 다음과 

같이 정의 하 다.
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ζ
j=

1
ε n- j

(e j- ê j), j= 1,…,n.        (12)

식(12)을 이용하여 폐루  식을 다시 쓰면 다음 식 

과 같다.

e ̇= Ae+ b [ f ( e+Y r,z)+g(e+Y r,z)u-y
( n )
r

ε ζ ̇ = (A-Lc) ζ+ εb[ f(e+Y r,z)- f o( ê+ Y r

,z)+ (g(e+Y r,z)- g o( ê+ Y r,z))u]

(13)

여기서 ζ= [ ζ 1,…,ζ n]
T , L=[l 1,…,l n]

T이다. 

식(13)과 크기를 제한한 제어입력을 사용하면 빠른 

변수인 ζ는 매우 짧은 시간 내에 다음식과 같이 감

소한다[4]. 

||ζ||≤σε                                     (14)

여기서 는 양의 상수이다. 부등식(11)은 한정된 시

간 내에 ê가 슬라이딩 면에 도달하여 계속 슬라이

딩 면에 있다는 것을 의미하며 이를 슬라이딩 모드라 

한다. 슬라이딩 모드에서는 u I 신 등가입력 u eq

을 사용할 수 있고 u eq는 
  으로부터 다음식과 

같이 구할 수 있다[1].

 


⋅                              (15)

폐루  분석을 해 다음식과 같은 Lyapunov 함수을 

사용하 다. 

   

여기서 P 1은    
   을 

만족하는 양한정행렬이다. Lyapunov 함수 V을 미분

하면 

    
          (16)

이며   
,   라 하면 

   


   

   


  ⋅  ⋅
   

 

  ⋅

  

 

 
⋅

여기서    
   ⋯ 이며 

u= u o+ u I= u o+ u eq을 사용하여 에 

한 미분값을 구하 다. 식(13),(14),(15)을 이용하면 

 ≦║║
  ║║║║

된다. 여기서 은 양의 상수이며 의 함수는 아니다. 

한 

  



 




    
  

  

 ⋅

이며 충분히 작은 인 경우 식(14)을 이용하면 

 ≦


║║║║║║║║


된다.

 여기서 는 양의 상수 이다. 따라서 

    

≦ ║║ ║║
 

  



  




 

║║
║║

이다. 충분히 작은 의 경우 행렬 

 
  



  


  

는 양한정 행렬이 된다.  

따라서 lim
t→∞
(e,ζ)= 0이 된다. 가정2를 이용하면 

다음 부등식을 만족하는 class KL 함수  와 class 

K 함수   가 존재한다[9]. 

║║≦ ║║  
 ≦  ≦ 

║║

lim
t→∞
(e,ζ)= 0이므로 e는 항상 제한 인(bounded) 

값을 갖게 되고 가 class KL 함수이고 가  class 

K 함수이므로 η는 항상 한정 인 값을 갖게 된다. 

따라서 상태변수 z는 항상 한정 인 값을 갖게 된다.  

lim
t→∞
e= 0이므로 본 논문의 목표인 

lim
t→∞
(y-y r)= 0됨을 알 수 있다.

3. 제

 다음식과 같은 상태변수 방정식으로 주어지는 비선
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형시스템을 고려하 다. 

  

         

    

    


  




  

                 (17)

여기서 θ
i
는 미지의 변수이며    ,   이

다. 식(17)은 최소 상 비선형시스템이다[9]. 최소 상 시스

템임을 보이기 해  


  선택하 다. V 3

의 미분

값을 계산하면 

   

  


     


 




≦  

     


 ∀ ≧ 




 ≦

 ∀ ≧ 




가 되어 가정2을 만족함을 알 수 있다. 모사 시험에서는 참

조출력     인 경우 근  추 이 가능한 제어기를 

설계하 다. 제어기 설계를 해      ,   라 

하면 식(17)은 다음 식으로 다시 쓸 수 있다. 

  

        
 

식(7)과 같은 측기를 다음식 같이 구성하 다.

    


   

   


   

   

식(8)의 제어입력    으로 선택하 다. 여기

서       이다. 식(9)에 사용되는 슬라이딩 면의 

값들은     , ⋅  ,  
 


로 

선택하 다. 한      ,      , 

     ,     
   , 

  이 된다. u I값에서   로 선택하 다.

   ,    ,     인 경우에 해 모사 

시험을 하 다. 그림 1은 모사시험 결과이며 실선은 

 , 선은 을 나타낸다. 그림 1에서  lim
t→∞
e i=0됨

을 찰할 수 있다. 따라서 출력과 참조출력사이의 

오차가 이 됨을 알 수 있다.

Fig. 1. The plot of   and (solid line:  , dashed line: 

)

그림 1.  , 의 그림(실선:  , 선: )

그림 2는 e i의 측치인 ê i에 한 모사시험 결과 값

을 그림으로 나타낸 것이다. 

Fig. 2. The plot of   and (solid line:  , dashed 

line: )

그림 2.  ,   의 그림(실선:   선: )

그림 2에서  lim
t→∞

ê i=0  됨을 찰할 수 있다. 그림 

3은 내부 상태변수인  에 한 그림이다. 본 논문

의 목표는 출력과 참조출력간의 오차가 으로 수렴

하는 것이기 때문에 내부 상태변수인  는 으로 

수렴할 필요는 없다. 그림 3에서 찰할 수 있듯이 

항상 제한된 값을 갖고 있음을 알 수 있다.
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Fig. 3. The plot of 

그림 3.   의 그림

Ⅲ. 결론
 

 본 논문에서는 불확실성이 있는 최소 상 비선형 시스템

에 해 출력과 참조출력 간의 오차가 근 으로 이 되

게 할 수 있는 가변제어 구조 제어기를 설계하 다. 모델의 

불확실성이 있는 비선형 시스템에 해 측오차를 이기 

해 고 이득 측기를 사용하 으며 입력 계수의 불확실

성이 존재하는 경우에도 근  추 이 가능한 제어기를 

설계하 다. 슬라이딩 면의 설계시 측오차 항을 추가하고 

슬라이딩 면의 변화에 상응하는 제어 입력을 설계하 다. 

Lyaponov 분석을 통해 설계의 타당성을 보 으며 제를 

통하여 설계된 제어기가 제어 목표를 도달하는지를 보 다.
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