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20세기말 -진 공간에서 -진 -적분의 개념이 김태균에 의해서 처음 도입 되

었다([11]). 이러한 적분은 복소수 공간에서 잭슨의 -적분을 -진 공간으로 확장

시킨 것이며 또한 울트라 비 아르키메디언 적분1)의 존재성에 대한 질문의 답으로

볼 수 있다. 본 논문에서는 이러한 -진 -적분의 수학사적 배경을 살펴보고, 현

재 어떠한 방향으로 연구가 진행되고 있는지를 고찰한다.

주제어: -진 -적분, 비 아르키메디언 적분

1. 서론

-진 이론은 수학 및 수리물리 분야에서 최근에 활발히 연구되는 분야이고, 특히 

-진 물리학의 영역에서는 띠 이론과 연관시켜서 많은 물리학자들이 연구하고 있다.

이러한 이론들은 수학적 관점에서 접근한 매우 흥미로운 결과의 한 분야로 볼 수 있

다. 특히 -진 공간에서 적분을 취급하는 문제는 미세공간에서 일어나는 물리적, 공

학적 현상을 해석하는데 중요한 역할을 할 뿐 아니라, 수학의 정수론을 -진 양자역

학과 관련시켜 연구하는데 중요한 도구가 된다. -진 공간에서 리만적분 혹은 잭슨의

1) 가 강 미분 가능함수의 집합에 속할 때 의 -리만합

 

 
 ≤   

  
 ≤   

  
 

를 생각하자. 이 극한이 존재할 때 이 합의 극한을 비아르키메디언 적분 혹은 -진 불변 -적분이라

한다.
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-적분과 관련된 적분의 존재성 문제와 -진 공간에서 울트라 적분의 존재 여부에

관한 문제가 남겨져 있었다([5]). 이러한 문제의 답으로 1999년 김태균은 울트라적분

의 개념으로 -진 -적분을 -진 공간에서 구성하였다([11]). 김태균이 구성한 이러

한 울트라 적분은 수학 및 물리의 영역에서 현재 다양하게 활용되고 있다. 본 논문에

서는 이러한 -진 -적분의 수학사적 배경을 고찰하고, 현재의 연구 동향에 관해서

살펴보고자 한다.

이 논문에서     를 각각 자연수, 정수, 유리수, 실수, 복소수의 집합을 나

타낸다. 는 고정된 소수이고, -진 노름2)에 관한 의 완비화(completion)를  ,

의 대수적 폐포(algebraic closure)의 완비화를 로 표기하고, -진 정수환을

  ∈ ≤ 로 나타낸다. 그리고 는 의 미지수에 대한 정규화된 지수

값을 나타낸다. 즉,     
     이다. 일반적으로 -확장을 말할 때, 는 복소

수나 진수를 대상으로 한다. ∈ℂ이면     , ∈ℂ이면    
   로

가정한다. 그러면    ≦ 에 대하여   exp log이 된다. 또한 의 -수

(number)는 다음과 같이 정의한다.

      
 

.

그러면 lim
→

  임을 알 수 있다.

2절에서는 -진 수 체(number field)ℚ p와 -진 정수환 가 어떻게 구성되었는

지를 조사하고, 3절에서는 -진 -적분의 도입과정에 관한 수학사적 의미를 고찰하

고, -진 -적분의 정의와 중요한 항등식을 소개한다. 4절에서는 -진 -적분의 페르

미오닉 표현과 관련된 λ -오일러 수와 다항식에 관하여 알아본다.

2. -진 수 체와 -진 정수환 는 무엇인가?

2.1. -진 수 체  의 정의

먼저 n 이 한없이 커질 때 | pn | p=p -n → 0 이므로, -진 노름의 성질에 의해 무

2) -진 노름(-adic norm)이란 다음과 같이 정의된 함수 ⋅  →∞이다.

 
   

    
(단,   ∈이고,  은 와 서로소).
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한등비급수의 합공식인 1/(1-p)= ∑
∞

n=0
pn =1+p+⋯+pn+⋯를 사용할 수 있다. 보다

일반적으로, 0 이 아닌 유리수는 p -진 전개 ∑
∞

n=k
a np

n (∈ , 0≤a n≤p-1 )되어진다.

예를 들면, 정수가 아닌 양의 유리수 x=b/a, ( (p, a)= (p, b)= 1) 인 경우,

(p , a)= 1 에 의해    mod ∈× 이다3). 따라서 만약 a× n 이라 놓으

면, pn≡1 ( mod a) 이다. 따라서 pn-1=a a' 이 되는 a' ∈ℤ 이 존재한다. 그리고

.
ba'= c(1-pn)+d, 0<d<pn

이 되도록 ∈ 를 잡으면 d=d 0+d 1p+⋯+d n - 1p
n - 1 (0≤d j≤p-1) 로 전개되고,

x=
b
a

=
ba'
a a'

=
c(1-pn)+d

(1-pn )
= c+d ∑

∞

m=0
(pn )m

이 된다. x,d> 0 이고 1-pn <0 이므로 ≥  ∈ 이다. 따라서

c=c 0+c 1p+⋯+c l p
l

로 표현될 수 있어, 결국

x= c 0+c 1p+⋯+c l p
l+(d 0+d 1p+⋯+d n -1p

n - 1) ∑
∞

m=0
(pn )m

으로 전개되고, 어떤 항 이후부터는 계수가 계속 같은 것으로 반복됨을 알 수 있다.

예를 들면,      


이라면

2
3

=1+
8

1-5 2 =1+(3+5) ∑
∞

m=0
5 2m=4+5+3⋅5 2+5 3+3⋅5 4+⋯

로 전개된다.   

  일 때에도 자연수 l 과 n 에 대하여

x=(p l+
b
a )+p l ∑

∞

m=0
(pn-1)(pn)m

인 것을 이용하여 위와 같은 모양으로 p -진 전개할 수 있고, 역시 어떤 항 이후부터

3) ×는 환 의 단위원의 곱셈군이다.
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는 계수가 같은 것으로 반복된다. 따라서, 유리수체 에 p -진 절대값을 사용하면

 
 

∞


  ∈ℤ ≤ ≤ ak는어떤 항 이후부터반복됨

이 된다. 만약 {a k} 가 어떤 항 이후부터 반복되지 않는다고 하자.  
 




 ∈ 이

지만, m 이 한없이 커지면 
 

∞


 


⋯ ∉  이다. 따라서 유리수체 보

다 더 크고, ∑
∞

n=k
a np

n=a k p
k+a k+ 1 p

k+1⋯을 포함하는 집합이 필요하다. 그러한 집합

이 바로 이다. 즉,

  
 

∞


  ∈ℤ  ≤  ≤ .

다른 예를 들자. 모든 정수 n≥1 에 대하여
pn-1
p-1

=1+p+p2+⋯+pn-1 이기 때문

에

-1=(p-1)+(p-1)p+⋯+ (p-1)pn -1+pn×(-1)

이다. 따라서 -1=(p-1) ∑
∞

n=0
pn 을 얻는다.

집합 가 덧셈의 교환법칙, 결합법칙, 항등원, 역원, 곱셈의 교환법칙, 결합법칙, 항

등원, 역원 등을 만족하기 때문에 이 집합을 p -진 체(p-adic field)라 부른다.

 
 

∞


 ∈ ( 0≤a n≤p-1,a k /=0 )에 대하여 | x| p=p-k 라 하면 p -진 절대값은

로 자연스럽게 확장될 수 있다([2] 참조).

2.2. -진 정수환 의 정의

집합 의 가장 중요한 부분집합은

  
 

∞


   ≤ ≤ ∈   ≤

이다. 이것은 덧셈의 교환법칙, 결합법칙, 항등원, 역원, 곱셈의 교환법칙, 결합법칙, 항

등원 등을 만족하기 때문에 가환환이고, p -진 정수환(the ring of p-adic integers)이

라 부른다([2] 참조).

3. -진 -적분에 대한 고찰

3.1. 리만 적분의 정의
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-진 -적분을 다루기 위해 먼저 잘 알려진 리만적분에 대해서 고찰해 보자. 함수

가 폐구간  에서 리만적분가능일 때, 적분구간  를 소구간     

(     )로 분할하는 방법과    ≤  ≤ 인 를 택하는 방법에 관계없이 적

분의 값이 정하여진다. 그러므로 리만적분의 값을 실제로 계산할 때는 편리하게  

를 등분하여  

 
,       (     )라고 두면, 함수 의

 에서의 리만적분은 다음과 같음을 알 수 있다.






  lim
→∞

  



  .

3.2. 잭슨의 -미분과 -적분의 정의

한편   인 실수 에 대하여 리만적분의  -아날로그를 구성하기 위해 잭슨

(Jackson)은  -미분( -derivative)을 다음과 같이 정의했다.

  

  
 ≠ 

  ′.

 -미분은 


 로도 표시되며 잭슨미분(Jackson derivative)이라고도 불린다

([5]). 함수    의  -미분은 
   

  이 되고, 를 로 접근시키면 일

반적인 미분이 된다. 또  -지수함수4)의 정의로부터 다음 식이 도출된다.

  .

이는 -미분의 정의로부터 다음 식이 성립하기 때문이다.


  

∞


   

  

∞


  

 
  

∞


  

 .

4) -지수함수(-exponential)  는 다음과 같이 정의된다.

  
 

∞




.

여기서     ⋯  이고, 는 -계승(-factorial)이라고 불린다.
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이것으로부터 -적분(-integral)은 다음과 같이 정의된다([15]).






     
  

∞

 ,




∞

     
  

∞

  .

여기서 는 실수이고, 오른쪽 항은 절대수렴(absolute convergence)한다. -적분은 잭

슨적분(Jackson integral)이라고도 불린다. 특히, 함수  일 때, 다음 식을 얻게

된다.






   
  

∞

      

  
.

위 적분으로부터 다음 식을 얻을 수 있다([4, 7] 참조).






      


∞

    .

3.3. 김의 -진 -적분의 정의

-진 공간에서 리만적분 혹은 잭슨의 -적분과 관련된 적분의 존재성 문제와 -진

공간에서 울트라 적분의 존재 여부에 관한 문제가 남겨져 있었다. 지금부터 현재 다

양하게 활용되고 있는 울트라개념의 -진 -적분을 소개하겠다.

를 소수라 하고, 양의 정수 가 와 서로소라고 하자. 이 때 다음과 같이 몇몇 집

합을 정의한다.

    lim
←


 ,

  
    
    

  ,

    ∈ ≡  mod  .

여기서 ∈는  ≤  이다. 에서 -진 절대값(-adic absolute value)은

    


에 의하여 정규화된다.    를 모든 연속함수   →의 집합이라

하자.  ⊆ 을 중심이 인 단위 개원반이라 하고

  ∈  
     ,    ×
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이라 두자.    를  위의 순 미분가능5) 함수의 집합이라고 할 때, ∈   

에 대하여 -진 공간에서의 -리만 합의 형태를 아래와 같이 생각할 수 있다.

 

 
  

  

    
  

  

  
   

 위에서 함수 의 적분이란,  →∞일 때 그 극한이 존재하면 이 합의 극한으로

정의한다. 다시 말하면, ∈    에서 -진 -적분은 다음과 같이 정의한다.

 
 

 lim
→∞
 

 
 ≤   

 .

그러면 다음 식이 성립함을 쉽게 알 수 있다.


 

 ≤   .

여기서     sup  sup ≠  
 

 이다. 또한    에서 →이

면, 즉 ║  ║→이면


 

 →
 



이다. 더욱이


  





 
  

  




 

이 된다. 임의의   에 대해 불변측도.

 
    


   



이라 두자. 이것은 다음과 같이  위의 초함수로 확장할 수 있다.

5) 함수   →가   에서 순 미분가능(strictly differentiable)이란 다음 극한이 존재할 때이다.

lim
→



.
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에 의해 정의된 통상의 -진 초함수 에 대해

lim
→

 

이 성립한다. 뿐만 아니라 는  위의 초함수이다. 사실


  

  

 
       

 

을 보이면 된다. 한편


  

  

   



     

 
  

  


     

 
  

  




이다. 또한

    

 
  

     
 

이므로 이것을 직접 계산해 보면


  

  

 
        

 
  

  




 


  

 

이 된다.  를 모든 평등 미분가능(uniformly differentiable) 함수의 집합이라 하

면    ⊆  이고  에서 →일 때


 

 →
 



이 된다. 더욱이 ∈ 에 대하여     이면, 다음과 같은 중요한 항

등식이 성립한다.

      ′.
  일 때 ∈ 에 대해 다음이 성립함을 알 수 있다.


 

  
 

  

  


 

 .

이 초함수는   인 경우에 음이 아닌 정수 에 대해 다음 적분이 유도된다.
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  lim
→∞

  

  

 


 

 

∈ℤ ℂ 에 대하여

ℤ 

  
 

 

이다. 여기에서 귀납법에 의해 다음의 적분에 관한 항등식을 유도할 수 있다.

    
  

  

′ .
여기서     ∈ℤ× 6)이다([10, 11, 12, 13] 참조).

4.   에서 -적분과 관련된 오일러수의 아날로그

4.1. -진 -적분의 페르미오닉 표현과 관련된 -오일러 수

를 고정된 홀수인 소수라 하고 -변형된(deformed) 페르마의 확실한 소멸연산자

에 관해 ∈   인 경우를 생각해 볼 수 있다. 의 표현은 여전히 같고, 그래

서  →  일 때를 생각해 보게 한다. 대응되는 확실한 소멸 연산자가 불변형된 페르

미 입자의 연산자이기 때문에 이 극한을 페르미오닉(fermionic)이라 부른다.

이제 -변형된 페르미오닉 의미의 확실한 소멸 연산자에 관해 ∈   인 경우를

생각해 보자. 의 표현은 여전히 같고, 그래서 → 일 때를 생각해 보자. 즉,

      lim
→  

  ℤ 

  .

따라서

ℤ 

     
 


 

  

∞

 


를 갖게 되고, 여기서  는 -오일러수라 불린다. 이 수들은 수론에서 전통적이고

중요하다([14]참조).

4.2. -진 -적분의 페르미오닉 의미를 활용한 삼각함수의 적분

이 논문에서 우리는 -진 -적분의 페르미오닉 의미를 활용하면 -오일러 다항식

과 수를 연구하는데 유용하다.

6)  ×
는 환 에서의 영이 아닌 정수들의 곱셈군이다.
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 ∈   ℤ 라 하자. 이때 ℤ 상에서 다음과 같은 -진 적분에 대한 페르미오

닉 적분이 유도된다.

         lim
→  

  ℤ 

  

함수 f 1 ( x ) 를  로 정의하면

      lim
→∞

  

  

         

이다. 따라서  ∈   ℤ 일 때, 다음 페르미오닉 적분방정식을 얻게 된다.

        

이것으로부터  ∈   ℤ 이고 ∈ ℕ일 때,     이라고 놓으면, 반복

법에 의하여 아래 공식을 얻는다.

     
      

  

  

     .

페르미오닉 적분에서 가장 흥미로운 결과는 아래 삼각함수의 적분들이다.

ℤ 

cos     ℤ 

sin    cos 
sin



즉,

tan

 ℤ 

sin    
  

∞



     
   .

이다([14]참조).

4.3. 진 이동 연산자

-진 -이동 연산자를 생각해보자. 기본적으로 수는     

 
와

    

  
로 정의한다. 진 적분에 의한 오일러 다항식의 확장을

다음과 같이 구성하였다.

    
 

    
      ∈ .

수학적으로, 이동 연산자7)는 반복함수8)에 대한 정보를 부호화한다. 그리고 다이나미

7) 이동 연산자는 때때로 David Ruelle 이후로 Ruelle 연산 또는 Ruelle-Perron-Frobenious 연산자라고도

한다.

8) 지금까지 연구해 온 반복함수는 임의의 집합 에 대하여 함수 가 에서 로의 함수이다.
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컬 시스템의 가동연구, 통계역학, 퀀텀 카오스 그리고 프랙탈 연구등에 유용하게 쓰인

다. 이동 연산자는 연산자 이 함수    →  위로 다음과 같이 작용하는 것으로

정의한다.

   
∈   



여기서    → 는 보조치 함수이다. 함수       →   로 생각하자.

상기 오일러 다항식의 확장    으로부터, 다음을 유도할 수 있다.

    
 

  



  

 

 
 



 
 

  .

이제, 진 불변 연산자  를 다음과 같이 정의한다.

        

 
  

  

  
 

  ,
여기서     

 

    
      ∈ . 만약        로 두면, 다

음을 얻는다([6]참조).

       



   9)

4.4. 위에서의 페르미오닉 진 적분의 푸리에 변환

∈ 에 대하여,  위의 페르미오닉 진 불변적분은 다음과 같다.

   


    lim
→∞
 

 
  

  

 

을 임의의 ≥ 에 대하여 상에서 단위원의 모든  번째 근호를 포함하는

순환군이라 하고 는 자연사상에 의한 의 귀납적 극한이다. 따라서, 는 직 위

9) 이를 구체적으로 계산하면 다음과 같다.

     

 




 


  
  



  
  








 


  





  



 




 

  





































구해진 식을 다시 설명하면, 진 불변 연산자의 고유벡터들은 오일러 다항식들이고, 이에 대한

고유값은



임을 의미한다.
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상(direct topology)을 포함하는 모든 의 합집합이다. 는  상의 모든 주 단위

(principal units)의 군으로 표기한다10). 모든 ∈(또는 )에 대하여 함수

   → 
×      

로 정의한다11). 만약 ∈이면   는 국소 상수 함

수이다. 만일 ∈이면,  는 상의 국소 해석 함수이다. 여기서 


는

lim
→∞

∈

을 의미한다.  위의 페르미오닉 진 불변 적분의 푸리에 변환은 다음과

같다. 모든 ∈에 대하여,

      
 

  

이다.   와   을 각 각 위에서의 연속함수들의 공간과 Lipschitz 함수의

공간이라 하자. 집합  을 의 공집합이 아닌 열린 부분집합이라 하자.

한편, 다음 식이 성립한다. 그러면,   ∈은  과   에서 조밀한 선

형 부분공간을 생성한다. 그리고 , 다음을 알 수 있다.

lim
→


     
 


   ∈

∈에 대하여    
  ≥ 12)을 특성함수라 하자. 그러면

     
 

    

이고

   
       

   

     


이다. 또한, 다음의 사실도 쉽게 보여 진다.




   
  

  

    
  

  

      .

따라서, 다음 식을 얻을 수 있다.

 

 



. ,

10) 여기서  ⊂ 이다.

11) 
×

는 에 속하는 -진 수의 곱셈군이다.

12)      i f ∊  

 i f ∉ 
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이때, 다음 식을 유도할 수 있다. 임의의 상수 에 대하여,

 
      



≤ 



.

따라서 다음을 보일 수 있다.




       .

  ∈ 라 하자. 그러면 우리는 다음 식에 의한   적분과 결합된 합성곱

을 다음과 같이 정의한다.

 ∗    


   
    .

다음을 쉽게 보일 수 있다.

 ∗   ∈    .

우리는 이항함수( 연속계 )를 다음과 같이 정의 할 수 있다.

∗    × ,   ↦ ∗    .

한편,   는   에서 닫혀있고  는 연속함수이다.   ∈는

  ,  에서 조밀한 선형생성을 가진다.  ∈╲   ≠ 에 대하여

     라 하자.   적분 정의로부터, 다음을 유추할 수 있다.

          .

여기서   이다. 이것을 이용하면 다음 식을 쉽게 얻을 수 있다.

         


,          


 ∈ .

이것으로부터 다음이 성립한다.

 ∗    


   
   



   


 




  ∈ 

∗        ∗     라 하자. 그러면, ∈에 대하여, 다음이 성립한

다([14] 참조).

∗         
  13).
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5. 결론

크레니코프([8, 9])는 p-진 수 상에서 정의된 함수의 연속성과 미적분을 구체적으로

계산하였으며, 블라디미로프([16])는 수리물리학에 응용되는 불변측도의 개념을 정의

하고 -진 노름에 의한 미적분의 성질들을 조사함으로서 -진 해석학의 초석을 다

졌다. 이를 토대로 -진 양자역학으로의 응용을 개척할 수 있게 되었다.

최근에 많은 연구자들이 -진 해석학 분야로서 보소닉 -진 -적분과 관련된 다양

한 오일러 및 베르누이 정식 등의 -아날로그에 관한 조사, 페르미온닉 -진 -적분

의 관련된 변환 연산자, 전달 연산자, 푸리에변환 등 -진 해석학적 의미와 성질들에

관한 연구가 진행되어 왔다([3, 4, 6, 15] 참조). 본 논문은 이와 관련된 -진 -적분

의 변천사를 테마별로 고찰하였다.

특히, -진 해석학적 성질과 밀접한 관련이 있는 다양한 변환, 연산자, 급수와 더불

어 다양한 오일러 혹은 베르누이 정식의 -아날로그 연구 및 와이어스트라스 정리의

-아날로그 연구 등이 이 분야 미래 연구 주제가 될 것이다. 또한, 본 논문에서 소개

된 -진 해석학적 성질들의 -아날로그 연구하는 국내 학자들에게 아이디어를 제공

하고, -진 -양자역학 등과 관련된 과학 및 공학적인 분야에서 수학적 이론 연구를

활성화시킬 것으로 기대된다.

13) 구체적으로 계산하면 다음식을 얻는다.

 ∗  
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On the historical investigation of

-adic invariant -integral on 

Dept. of Math. and Comp. Sci., Konkuk Universith, LeeChae Jang

Dept. of Math. Edu., Hannam University, Jong-Jin Seo

Division of Gen. Education-Math., Kwangwoon University, Taekyun Kim

In the end of 20th century, the concept of -adic invariant -integral was introduced

by Taekyun Kim. The -adic invariant -integral is the extension of Jackson's 

-integral on complex space. It is also considered as the answer of the question whether

the ultra non-archimedian integral exists or not. In this paper, we investigate the

background of historical mathematics for the -adic invariant -integral on  and the

trend of the research in this field at present.
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