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Abstract

This paper deals with the free vibrations of circular strip foundations which have uniform 

solid rectangular cross-section. The ground which supports circular strips was modeled as 

the two parameter elastic foundation. Differential equations governing the flexural-torsional 

free vibrations of circular strips supported by such foundation were derived, and solved 

numerically for obtaining the natural frequencies and mode shapes. Boundary condition of 

free-free ends was considered for numerical examples. Four lowest natural frequencies 

according to the variations of five system parameters i.e. subtended angle, depth ratio, 

contact ratio, elasticity ratio and soil parameter are reported in the non-dimensional forms. 

Also, typical mode shapes of both deformations and stress resultants are presented in the 

figures. Experiment was conducted for validating the theory developed in this study.

요    지

이 논문은 직시각형 단면을 갖는 원호형 등단면 띠기 의 자유진동에 한 연구이다. 띠기 를 지지하는 

지반을 두 변수 탄성지반으로 모형화하 다. 두 변수 탄성지반으로 지지된 원호형 띠기 의 휨-비틀림 자유

진동을 지배하는 미분방정식을 유도하고 이를 수치해석하여 고유진동수  진동형을 산정하 다. 띠기 의 

경계조건은 자유-자유로 하여 최 차 4개의 고유진동수를 산정하 다. 수치해석의 결과로, 심각, 깊이비, 

비, 탄성계수비, 지반변수 등 5개의 변수가 고유진동수에 미치는 향을 보고하 다. 변   합응력의 

진동형을 그림으로 나타내었다. 실험을 통하여 이 연구의 결과를 검증하 다.

Keywords : Circular strip foundation, Flexural-torsional free vibrations, Two parameter elastic 

foundation, Natural frequencies, Mode shapes.
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Fig. 1 원호형 띠기 의 기하학  형상

1. 서 론

각종 토목 구조물에는 기계 장치 등의 설비가 필수

으로 필요하며 이러한 경우에 기계  장비의 가동으

로 인하여 동하 의 작용이 필수 이다. 동하 이 작

용하면 구조물에 공진 상이 발생하여 변 의 증가를 

래하여 구조물이 붕괴하게 된다. 이와 같은 동하

에 한 구조물물의 취약 을 사 에 방지하기 해서

는 본 연구에서와 같은 자유진동 해석이 필요하다. 

한 구조물의 유지보수를 한 구조물의 건 성 평가에

서 자유진동에 의한 구조물의 고유진동수는 요한 평

가지표가 된다. 이러한 에서 구조물의 고유진동수 

산정은 구조물의 설계측면에서 뿐만 아니라 구조물의 

유지보수 측면에서 매우 요한 연구분야이다.

최근까지 여러 조건을 갖는 지반 에 놓인 구조물

들의 정․동  거동에 한 많은 연구가 활발하게 이

루어지고 있다
(3),(6),(9). 이러한 구조물의 형 인  

에 하나는 원호형 띠기 를 들 수 있다. 원호형 띠

기 는 유체 장 탱크, 고속도로의 완화구간, 철도의 

궤도, 기계기  등에서와 같이 하 의 크기가 매우 큰 상

부구조를 지지해주는 기 구조(foundation structure)

로 이용되고 있다
(10). 

띠기 와 같이 지반 에 놓인 구조물의 거동 해석

에는 Winkler지반 모형을 많이 이용한다. Winkler지

반은 지반을 독립 인 스 링으로 모형화함으로서 스

링과 스 링사이에 발생하는 단력을 고려할 수 없

다. 이러한 Winkler지반의 단 을 보완하기 하여 

지반에 작용하는 단력을 고려하는 단층을 추가한 

지반이 두 변수 탄성지반이다. 두 변수 탄성지반으로 

지지된 지반구조물에 한 연구를 간략하게 고찰하면 

다음과 같다. Wang과 Stephens
(13)은 단변형 효과

를 고려한 Timoshenko 띠기 의 자유진동을 해석하

다. Kok(5)는 띠기 의 동  해석을 실시하 고, 

Paliwal 등
(7)은 쉘 구조물의 자유진동 해석을 실시하

다. Yokoyama(14)는 Timoshenko보-기둥의 자유

진동을 연구하 고, Rashed 등(8)은 보강 의 자유진

동을 연구하 다. 이병구 등
(1)은 집 질량이 작용하는 

면내력을 받는 후 의 자유진동을 해석하 다.

이상에서 살펴본 바와 같이 띠기 의 자유진동 해석

은 매우 요한 연구과제 에 하나이다. 

이 논문은 두 변수 탄성지반으로 지지된 원호형 띠

기 의 휨-비틀림 자유진동에 한 수학  모형을 구

축하고, 해석모형으로부터 고유진동수  진동형을 산

출할 수 있는 알고리즘을 개발하는데 연구 목 이 있

다. 이를 하여 본 연구에서는 띠기 의 자유진동을 

지배하는 미분방정식과 자유-자유 조건의 경계조건을 

유도하 다. 띠기 의 변수연구에서는 심각, 깊이비, 

비, 탄성계수비, 지반변수 등이 무차원 고유진동

수에 미치는 향을 고찰하고 이를 표  그림에 나타

내었다.

2. 지배미분방정식의 유도

2.1. 자유진동변수

Fig. 1은 두 변수 탄성지반으로 지지된 원호형 띠

기 의 형상을 나타낸다. 띠기 에는  시공이 불

가피하므로 이 연구에서는 단부조건을 자유-자유(free- 

free ends)로 국한하 다. 

띠기 의 반경은 , 는 심각을 나타낸다. 띠기

의 좌단으로부터 임의 까지의 각도는 이다. 한 

 ,  ,    는 띠기 의 임의   에서 연직

변 , 단에 의한 단면 회 각, 휨에 의한 단면 회

각  비틀림각을 나타내며, 단면에 발생하는 단력, 

휨 모멘트  비틀림 모멘트의 합응력을 ,   

로 나타낸다. 두 변수 탄성지반의 지반반력계수는 
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Fig. 2 미소요소에 작용하는 합응력  성력

이고 단계수는  이다. 지반에 발생하는 연직반력과 

비틀림 반력을 와  로 표 한다.

2.2. 동  평형방정식

자유진동하는 띠기 의 미소요소에는 변 에 의하여 

힘들이 작용하게 된다. Fig. 2는 이 미소요소에 작용

하는 합응력  ,  ,  , 지반반력    성력 

   를 나타낸다.

띠기 의 미소요소에 작용하는 합응력, 지반반력  

성력 사이의 동  평형방정식을 세우면 식(1)～(3)

과 같다.





                   (1)





 


               (2)



 



                (3)

2.3 미소요소에 작용하는 하

2.3.1 합응력

띠기  단면에 발생하는 합응력인 단력 , 휨 모

멘트 , 비틀림 모멘트 를  변 항으로 나타낸다. 

단에 의한 회 각   로 나타낼 수 

있기 때문에 단력 는 다음 식과 같이 표 된다(11).

    



        (4)

여기서 는 형상계수이며 이 연구에서 채택한 직사

각형 단면의    이다. 한, 는 단

탄성계수, 는 단면 이다.

휨 모멘트   비틀림 모멘트 를 변 항으로 

나타내면 다음 식들과 같다(12).

  




      (5)

  




      (6)

여기서 는 탄성계수,   는 띠기  단면의 단면2

차모멘트, 비틀림상수이다.

2.3.2 지반반력

Fig. 3(a)와 같이 띠기 는 두 변수 탄성지반으로 

지지되어 있기 때문에 단면이 변 를 갖게 되면 지반

에는 지반반력이 발생한다. 탄성체인 지반의 지반반력

계수 는 단 면 에 연직방향으로 단 처짐을 발생

시키는데 필요한 힘이다. 단계수  는 두 변수 탄성

지반의 단층이 지지하는 단 길이당의 단력이다. 

여기서 띠기 의 단면은 단면폭 , 단면깊이 를 갖

는 직사각형 단면이다. 은 단면의 도심 로부터 단

면폭을 따라서 곡률 심 방향으로 측정한 거리이다. 

 는 임의   에서 비틀림각 로 인하여 

발생하는 에서 곡률 심방향의 연직변 이다. 곡률

심 방향의 단면은 충분한 강성을 갖기 때문에 연직변

  는 직선 인 변화를 한다. 

Fig. 3(a)에 나타낸 지반과 단면이 하는 면

에서 발생하는 압력의 변화  는 지반반력계수 

와 단계수 가 연계된 다음과 같은 식으로 유도

할 수 있다(10).

         





   
    (7)
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Fig. 3 띠기 에 작용하는 반력

단면의 곡률 심 방향의 축은 직선을 유지하고 단면

의 심으로부터 거리 에 하여 , 는 상수이므

로, 연직변    는 다음 식(8)과 같이 의 1차

식으로 나타낼 수 있다.

                    (8)

식(8)에 의한 지반의 압력분포는 Fig. 3(b)와 같이 

직선분포인 사다리꼴 분포를 이룬다. 연직반력 는 

Fig. 3(b)에 나타낸 사다리꼴의 면 이며, 비틀림반

력  는 사다리꼴 면 의 단면의 도심 에 한 모

멘트로 구할 수 있다. 이들은 각각 식(9), (10)과 같

이 산출된다.

     





              (9)

  

   






        (10)

2.3.3 성력

띠기 의 진동을 조화진동으로 가정하고 D’Alem- 

bert의 원리를 이용하면 성력  ,    를 다

음과 같이 구할 수 있다(11).

   
                (11)

  
                 (12)

   
                (13)

여기서 는 질량 도, 는 단면 ,  는 단면2차모

멘트, 는 단면극 성모멘트, 는 고유각진동수

(rad/s)이고 는 모드 번호이다.

2.4 지배미분방정식

2.4.1 단면성질

띠기 의 단면은 Fig. 3(a)에서와 같이 단면폭 , 

단면깊이 를 갖는 직사각형 단면이다. 지배미분방정

식의 유도에서 필요한 직사각형 단면성질    

는 다음과 같이 구할 수 있다.

                                 (14)

  

                           (15)

  

                 (16)

  

                        (17.1)

  

 


 

≤     (17.2)

2.4.2 무차원 변수

이 연구에서 지배미분방정식을 무차원으로 유도하기 

하여 무차원 변수들을 다음과 같이 도입한다.

  


(18)

  


(19)

  


(20)
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(21)

 


(22)

 


(23)

의 식들에서 은 깊이비, 는 비, 는 무차

원 연직변 , 는 탄성계수비, 는 지반변수, 는 

단변수로 정의한다.

2.4.3 지배미분방정식

이상에서 유도한 합응력  , 지반반력   

 성력   에 단면의 성질    을 

입한다. 이 게 얻어진 합응력, 지반반력  성력

을 동  평형방정식에 입하고 식(18)～(23)의 무차

원 변수식들을 이용하면 다음과 같은 식(24)～(26)의 

원호형 띠기 의 자유진동을 지배하는 미분방정식을 

얻는다.




    



           (24)




 


    

  

   


    (25)




     



    


          (26)

  

의 지배미분방정식에 포함되어 있는 무차원 계수 

∼  ∼는 다음과 같다.

 


(27.1)

 



(27.2)

 


(27.3)

 


(27.4)

    (27.5)

  


(27.6)

   



(27.7)

  


(27.8)

식(24)～(26)에서 지배미분방정식의 고유치인 무차

원 고유진동수 는 다음과 같이 정의된다.

 





,    ⋯     (28)

합응력의 최 진폭의 크기는 매우 요한 동  설계

자료가 된다. 합응력의 진동형을 무차원 변    

항으로 나타내기 하여 식(4)～(6)에서 나타낸 합응

력   를 다음 식들과 같이 무차원 합응력 

 로 나타낸다.

 

 

     (29)



 


   (30)

 

  


    (31)

2.4.4 경계조건

띠기 는 일정간격으로 시공이 필수 이므로 양단

부는 자유단이 일반 이다. 자유단(   는  )

에서 식(29)～(31)에 나타낸 합응력  

이 “”이어야 하므로 다음의 경계조건식을 얻는다.
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1 1 2 2 3 3 -2

2 4 0 0 5 5 0

3 6 7 7 0 0 -7

Table 1 수치 분을 한 기치의 가정

 

      (32)

 

    (33)

    

    (34)

3. 수치해석 방법

이상에서 유도한 연립 미분방정식의 엄 해를 산출

하는 것은 매우 어렵기 때문에 수치해석  방법으로 

무차원 고유진동수 와 진동형   를 산출한다. 

진동형을 산출하기 한 식(24)-(26)의 수치 분은 4

계 Runge-Kutta 법(2)을 이용하고 고유치 는 비

선형 방정식의 해법인 Regula-Falsi법(2)과 결합한 

행렬값 탐사법을 이용한다. 

이와 같은 기치 문제의 수치방법을 간단히 설명하

면 다음과 같다.

1. 무차원 입력변수인     를 입력한다.

2. 미분방정식의 고유치 를 가정한다. 최 의 가

정값은 0이다.

3. 미분방정식을 수치 분하기 하여 식(3.32)- 

(3.34)를 만족하는 최기조건을 다음 Table 1과 

같이 임의로 3조(  가정한다.

4. 식(32)-(34)의 기   경계조건을 갖는 

식(24)-(26)의 미분방정식을 4계 Runge- 

Kutta 법으로 수치 분하여 ≤  ≤에서 착

오  해        , 

를 산출한다. 여기서 첨자 는 Table 1에서 가

정번호이다.

5. 식(32)-(34)를 이용하여  에서 

로 이루어지는 행렬값 를 다음과 같이 산

출한다.

   
  
   

   


  
   

   


  
   

   


        (35)

6. 앞에서 가정한 가 고유치의 참값이면 

이다. 제1의 수렴조건은 다음 식과 같다.

 ≤ ×              (36)

7. 식(36)의 수렴조건을 만족하지 않으면   값을 

증가시키며 2~4의 과정을 반복시행하며  의 

부호를 찰한다.

8. 반복시행하는 과정에서 의 부호가 바 면 참 

  값은  단계의 와  단계의  사이에 

있으므로 Regula-Falsi 법에 의하여 참   값

에 근 한  값을 다음과 같이 계산한다.

   

 
         (37)

   여기서  는  에 응하는  값이다.

9. 제2의 수렴조건은 다음 식과 같다.



  
 ≤ ×         (38)

10. 제1 는 제2의 수렴조건  하나를 만족하면 

무차원 고유진동수    진동형   를 

출력한다.

11. 마지막으로 식(29)-(31)에 의하여 무차원 합

응력   을 산출한다.

이상의 수치해석방법을 이용하여 자유진동 해석의 
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무차원 고유진동수, 

       

0.30 69.28 77.24 90.52 126.3

0.35 69.28 77.24 90.77 132.9

0.40 69.28 77.25 90.92 135.4

0.45 69.28 77.25 91.02 135.4

0.50 69.28 77.26 91.06 135.4

               

Table 3 탄성계수비()가 에 미치는 향


무차원 고유진동수, 

       

10 83.58 91.04 104.3 151.5

20 71.24 79.72 92.53 140.9

40 70.36 78.17 91.78 137.4

50 69.29 77.29 90.99 135.9

80 69.28 77.25 90.92 135.4

100 69.28 77.25 90.92 135.4

               

Table 2 수치해*의 수렴해석

Fig. 4  곡선

Fig. 5    곡선

입력변수인     를 입력하면, 무차원 고유진동

수   변 의 진동형  , 휨에 의한 회 각 , 

단에 의한 회 각 를 수치해석 할 수 있는  

FORTRAN 로그램을 작성하 다. 

이 연구에서는 4개의 최 차      

이에 응하는 변 의 진동형     합응력의 진

동형   를 산정하 다.

4. 수치해석 제  고찰

본격 인 수치해석에 앞서 4계 Runge-Kutta 법에

서 당한 단계길이 를 산정하기 하여 수렴해석

을 실시하 다. Table 2는 수렴해석의 결과를 나타내

며 이로부터 가 20 이상이면 즉 가 0.05 

이하이면 수치해 는 충분한 정도로 수렴하는 것을 

알 수 있다. 이후의 변수연구에서는 수치해의 정도를 

강화하기 하여 =50으로 수치해석하고 이 경

우에는 =100에 한  값에 하여 유효

숫자 3자리의 정도를 갖는다. 

Table 3은 무차원 변수값        , 

    을 용하고 탄성계수비 값을 

0.3~0.5사이에서 변화시키며 값을 산출하여 의 

향을 분석한 표이다. 값이 증가하면 값은 증가

한다. 값이 크면 단강성이 큰 재료이므로 변 의 

감소를 래하고 그 결과로 고유진동수는 증가한다. 

따라서 단변형효과를 고려하면 변 의 증가를 래

하여 고유진동수는 감소한다. 의 향은 차모드에

서 보다 고차 모드에서 더 크다.

Fig. 4는   곡선이다. 심각 값이 증가하

면 값은 감소한다. 제1모드(  )의 값은 거의 

변화가 없다. 고차모드의 감소율은 차모드의 감소율

보다 크기 때문에 모든 곡선이 특정 수평선에 근한
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Fig. 8 진동형

Fig. 6   곡선

Fig. 7    곡선

다. 결과 으로   값들은 제1모드의 값

에 근 하게 된다. 이 그림에서 두 개의 곡선이 교

차하는 경우가 있다. 즉, ■로 표시한 (0.171, 

695.6)에서 즉   에서    의 

복근을 갖는다. 따라서   의 띠기 는 다른 

값에 비하여 공진의 가능성이 매우 크므로  

의 제원으로는 설계하지 않는 것이 바람직하다.

Fig. 5은   곡선이다. 깊이비 값이 증가하

면 값은 증가하다가 최 치를 보인 후에 감소하는 

경향이 있다. 로서 제3모드 의 경우에는 ●로 표

시한 (0.291, 90.93)에서 최 치를 보인다. 따라서 

제3모드에 한 가장 강인한 띠기 의 제원은 

 인 경우이다. Fig. 5에서와 마찬가지로 

 의 계에서도 ■로 표시한 복근을 갖는 값

이 두 곳 존재하는 것을 알 수 있다.

Fig. 6은   곡선이다. 비 값이 증가하면 

값은 체로 감소하는 경향이 있지만 특정 값 이

하에서는 증가하는 경향도 있다. 따라서 높은 고유진

동수를 갖는 강인한 띠기 를 설계하기 해서는 

  이하의 값이 되도록 설계하는 것이 바람직하

다. 이 그림에서도  의 계에서 ■로 표시한 

복근을 갖는 값이 두 곳 존재한다.

Fig. 7은   곡선이다. 지반변수 가 증가하면 

값은 크게 증가한다. 값은 지반재료를 하게 치

환하여 조 할 수 있으므로 상부하 에서 작용하는 동

하 의 진동수가 띠기 의 고유진동수를 피할 수 있는 

소요의 고유진동수를 갖도록 하는 최 의 지반재료를 
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Fig. 9 응답함수


이 론 실 험

차이(%)
     

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

4.67

31.1

37.3

76.5

101.4

127.0

184.4

203.1

258.6

299.5

75

494

592

1215

1611

2018

2930

3227

4108

4759

76

503

610

1256

1597

2075

3026

3281

4232

4810

1.32

1.79

2.95

3.26

0.88

2.75

3.17

1.65

2.93

1.06

* 차이(%)=|(이론-실험)/실험|×100

Table 4 이론과 실험의 고유진동수(Hz) 비교

이 그림으로부터 찾을 수 있다.

Fig. 8은 변   합응력의 진동형을 나타낸다. 이 

그림으로부터 (a)변 와 (b)합응력의 진폭의 크기  

무진폭의 치를 알 수 있다. 띠기 의 설계에서 상부 

동하 의 치를 무진폭의 치에 작용할 수 있도록 

결정하는데 이 그림은 매우 유용한 동  자료를 제공

할 수 있다.

5. 실 험

5.1 실험방법 

띠기 의 구조인 곡선보의 재질을 알루미늄으로 

선정하고 직사각형 단면으로 재단하여 소정의 심각 

와 곡률반경 를 갖도록 시편을 제작하 다. 띠기

의 양단부가 자유이므로 제작된 곡선보를 지반으로 

선정한 탄성매트 에 단순히 거치시키면 모형 띠기

의 제작이 완료된다. 시편의 가속도 응답을 측정하기 

하여 가속도 센서를 시편에 부착하고, 가진력을 측

정하기 한 가속도 센서가 부착된 충격망치를 이용하

여 시편 에 표시된 가진 을 차례로 가진하면서 가

진력과 가속도응답을 동시에 측정하 다. 이 게 측정

된 주 수 응답함수에 한 곡선 합을 실시하여 띠기

 시편의 고유진동수를 측정하 다. 이러한 실험방법

은 Ewins(4)의 문헌에 자세하게 기술되어 있다.

5.2 띠기 의 제원

본 실험에 이용한 띠기 의 각종 제원은 다음과 같

다. 먼  띠기 의 기하학  제원은 심각 =

 , 곡률반경 = 이고, 단부조건은 자유-

자유를 택하 다. 띠기 의 구조인 곡선보의 기계

 성질은 알루미늄으로 채택하 다. 알루미늄의 탄성

계수, 단 탄성계수  질량 도는 각각  ×

,  ×    이다. 

띠기 의 단면은 단면폭이  , 단면깊이가 

인 직사각형 등단면으로 채택하 다. 마

지막으로, 지반은 탄성매트를 이용하 고 탄성매트의 

지반반력계수는 =×, 단계수는 

=이다.

5.3 실험결과

실험으로부터 얻어진 모형 띠기 의 주 수 응답함수

를 Fig. 9에 나타내었다. 이 그림에서 첨두에 해당하는 

수평축의 좌표값이 작은 순서로   ⋯의 

고유진동수(Hz)이다.

Table 4는 본 연구의 이론에서 얻어진 10개의 , 

 값들과 실험에서 얻어진 10개의 값을 

비교한 표이다. 이론과 실험 사이의 오차는 0.88%∼

3.26%를 보이며 평균 2.18%의 오차를 보여 두 결과

는 매우 우수하게 근 하고 있다. 특히 고차모드에서

도 두 결과는 매우 우수하게 근 하고 있다. 

이상과 같은 모형실험의 결과로부터 이 연구에서 유

도한 지배미분방정식, 경계조건  수치해석방법의 이

론  근이 모두 타당함을 검증할 수 있었다.
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6. 결 론

이 논문에서는 원호형 띠기 의 자유진동을 지배하

는 미분방정식과 경계조건을 유도하 으며, 유도한 지

배미분방정식을 수치해석하여 띠기 의 고유진동수와 

변   합응력의 진동형을 산정하 다. 

이 논문의 수치해석 결과를 분석하여 다음의 결론을 

얻었다.

1) 탄성계수비 가 증가하면 무차원 고유진동수 는 

증가한다.

2) 단변형 효과를 무시하면 는 과소평가 된다.

3) 심각 가 증가하면 는 감소한다.

4) 깊이비 가 증가하면 는 증가하다 최 치를 보

인 후에 다시 감소한다.

5) 동일한 곡선보의 입력변수에 하여 복근 를 

갖는 경우도 있다. 

6) 지반변수 가 증가하면 는 증가한다.

7) 이 연구의 결과들은 동하 이 작용하는 상부구조를 

지지하는 원호형 띠기 의 설계  건 성 평가에 

매우 유용한 동  자료를 제공할 수 있을 것으로 

기 된다.
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