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고정지점을 갖는 낮은 포물선 아치의 면내 좌굴거동

In-Plane Buckling Behavior of Fixed Shallow Parabolic Arches
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Abstract

This paper investigates the in-plane stability of fixed shallow arches. The shape of the arches is parabolic and the uniformly
distributed load is used in the study. The nonlinear governing equilibrium equation of the general arch is adopted to derive the
incremental form of the load-displacement relationship and the buckling load of the fixed shallow arches. From the results, it is
found that buckling modes (symmetric or asymmetric) of the arches are closely related to the dimensionless rise H, which is
the function of slenderness ratio and the rise to span ratio of such arches. Moreover, the threshold of different buckling modes
and buckling load for fixed shallow arches are proposed. A series of finite element analysis are conducted and then compared
with proposed ones. From the comparative study, the proposed formula provides the good prediction of the buckling load of
fixed shallow arches.
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요 지

본 논문은 고정지점을 갖는 낮은 아치의 면내 안정성에 관하여 연구를 수행하였다. 연구에 사용된 아치의 형상은 포물선
형태이며, 하중은 등분포 하중이다. 일반 아치의 비선형 지배 미분 방정식을 이용하여 고정지점을 갖는 낮은 아치의 증분
형태 하중-변위 관계와 좌굴 하중을 유도하였다. 연구 결과, 아치의 좌굴형상(대칭 혹은 비대칭 좌굴)은 아치의 라이즈비와
세장비의 함수로 이루어진 무차원 라이즈 H와 밀접한 관계가 있는 것으로 나타났다. 이 밖에 본 연구에서는 고정지점을
갖는 낮은 아치의 좌굴 형상을 구분하는 경계와 좌굴하중을 제안하였다. 이러한 제안식은 일련의 유한요소해석 결과들과 비
교하였으며, 본 연구의 제안식은 고정지점을 갖는 낮은 아치의 좌굴 하중을 적절히 예측할 수 있는 것으로 나타났다. 

핵심용어 : 안정성, 아치, 면내 좌굴 형상, 뜀좌굴, 비선형 해석
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1. 서 론

아치에 면내 하중이 작용하는 경우 아치의 면내 좌굴형상

은 그림 1(a) 혹은 (b)와 같이 두가지 형태가 발생할 수 있

다. 그림 1(b)와 같은 비대칭 좌굴은 주로 높은 아치에서

발생하며, 이 때 좌굴하중은 좌굴 전·후의 아치 중립축 길

이가 변하지 않는다는 비신장 조건(inextensible condition)을

이용한 고전 좌굴이론(classical buckling theory)에 의하여

산정할 수 있다. 그림 1(a)와 같은 대칭 뜀좌굴(symmetric

snap-through)의 경우는 주로 낮은 아치에서 발생한다. 이

경우 아치 중립축의 길이 변화가 발생하며 일정한 임계값에

도달하게 되면, 아치의 곡률이 역전되어 새로운 평형점으로

뜀현상이 발생하다. 여러 연구자들(Pi et al., 2002; Bradford

et al., 2002; Moon et al., 2007)에 의하여 뜀좌굴이 발생

하는 경우 아치의 하중-변위 관계는 비선형성을 나타내며,

고전 좌굴이론을 이용하여 계산된 좌굴 하중은 아치의 좌굴

하중을 과대평가하는 것으로 보고되었다. 이와 같이 발생하

는 좌굴형상에 따라 아치는 다른 거동이 나타내므로 아치의

형상, 경계조건 및 하중에 따라 좌굴형상을 구분하고 이에

따른 좌굴 하중을 산정하는 것은 중요한 연구 주제이다.

초창기 아치의 면내 안정성에 관한 연구는 Timoshenko

and Gere(1961), Vlasov(1961), Austin(1971) 및 Simitses

(1976)에 의하여 수행되었으며, 이들은 비신장 이론을 이용

하여 깊은 아치의 비대칭 좌굴하중을 산정하였다. 낮은 아치

에 관한 연구로는 Timoshenko and Gere(1961), Gjelsvik

and Bonder(1962), Schreyer and Masur(1966) 및 Dickie

and Broughton(1971)에 의하여 수행되었다. 이들은 원형 혹

은 정현형의 형태를 갖는 낮은 아치의 거동을 이론적 접근

방법을 통하여 연구하였다. 이러한 이론적 연구 이외에
Noor and Peters(1981), Calhoun and DaDeppo(1983), Elias
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and Chen(1988) 및 Wen and Suhendro(1991)는 낮은 아

치의 비선형성을 고려하기 위한 비선형 유한요소를 개발하

였다. 낮은 아치에 대한 연구는 최근에까지 여러 연구자들
(Bradford et al., 2002; Chen and Lin, 2004, 2005, 2006;

Moon et al., 2007; Pi et al. 2002; Rubin, 2004)에 의하

여 수행되고 있다. 이러한 대부분의 연구는 원형 아치에 관

한 연구로 토목 구조물로 쓰이는 일반적인 아치 형태인 포

물선 형상과는 다르다. 포물선 아치에 등분포하중이 작용하

는 경우 그림 1(a)와 (b)와 같이 아치 단면에는 압축력만

작용하게 되며, 이러한 등분포 하중은 아치의 행어를 따라

아치 리브에 작용하는 하중과 유사하다. 포물선 아치에 관한

연구는 Harrison(1982), Kuranishi and Yabuki(1979) 및

Sinke et al.(1977)에 의하여 수행되었으나 이들의 연구 결

과는 낮은 아치의 비선형 뜀좌굴 현상을 고려하지 않은 깊

은 아치에 대한 연구에 국한되어 있다. 이밖에 국내에서 아

치의 면내 좌굴에 연구는 박광규 외(1986), 김연태 외

(1992), 김승덕 외(1998) 및 문지호 외(2006)에 의하여 수행

되었다. 

본 연구에서는 포물선 형태를 갖는 고정지점 낮은 아치의

면내 거동에 관하여 연구를 수행하였다. 이 후로 특별한 언

급이 없는 경우 아치는 포물선 아치를 나타낸다. 먼저 일반

적인 아치의 비선형 지배미분 방정식을 사용하여 고정지점

을 갖는 낮은 아치의 이산화된 지배 방정식을 유도하였다.

이산화된 지배 방정식을 섭동법(Static perturbation method:

Moon et al., 2007)을 이용하여 증분 형태의 하중-변위 관

계로 나타내었으며, 이러한 하중-변위 관계를 이용하여 고정

지점을 갖는 낮은 아치의 면내 거동을 분석 하였다. 그 결

과 아치의 좌굴형상은 아치의 라이즈비와 세장비로 이루어

진 무차원 라이즈 H에 따라 결정되는 것을 밝혔으며, 좌굴

형상을 구분하는 H값의 경계를 제안하였다. 이 밖에 본 연

구에서는 대칭 뜀좌굴이 발생하는 경우 좌굴 하중을 제안하

였으며, 제안된 좌굴 하중 및 좌굴형상을 구분하는 H값의

경계는 일련의 유한요소해석을 통하여 검증하였다. 

2. 고정 지점을 갖는 낮은 아치의 지배미분 방정식
 

이번 장에서는 고정지점을 갖는 낮은 아치의 이산화된 지

배 방정식을 유도하였다. 먼저 무차원 변수를 도입하여 무차

원화된 아치의 비선형 지배 미분 방정식을 얻고, 가정된 고

정 지점을 갖는 아치의 변형형상과 Galerkin 방법을 이용하

여 고정지점을 갖는 낮은 아치의 이산화된 지배 방정식을

얻었다.

그림 2와 같은 면내 하중이 작용하는 일반 아치의 비선형

지배미분 방정식은 

(1)

과 같이 나타난다(Gregory and Plaut, 1982; Hsu, 1966;

Plaut, 1978). 식 (1)에서 E는 탄성계수, I는 단면2차모멘트,

A는 단면적, l은 아치의 지간, h는 아치의 라이즈, w0는 아치

의 초기 형상, w는 아치의 변형형상, P(x)는 하중을 나타낸다.

식 (1)을 무차원화 하기 위하여 다음의 변수를 도입하였다.

(2)

식(2)에서 r은 아치 단면의 회전반경, ξ는 무차원 수평좌

표, η0는 무차원화된 아치의 초기 형상, η는 무차원 변형형

상, q는 무차원 하중을 나타낸다. 식 (2)를 식 (1)에 대입하

여 정리하면 

(3)

과 같은 무차원화된 비선형 지배 미분 방정식을 얻을 수 있다.

본 연구의 범위는 수직 등분포 하중이 작용하는 고정 지

점 포물선 아치이므로, 식 (3)에서 q는 상수로 취급된다. 또

한 무차원화된 포물선 아치의 형상 η0 및 고정 지점을 갖는
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그림 1. 고정지점 아치의 면내 좌굴형상: (a) 대칭 뜀좌굴; (b) 비대칭 분기좌굴 

그림 2. 면내 하중이 작용하는 고정지점 아치
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아치의 무차원 변형 형상 η은 

(4)

과 같이 나타낼 수 있다. 여기서 H=4h/π2r로 무차원 라이즈

이다. H는 포물선 아치의 라이즈비 및 단면의 세장비로 이

루어진 함수이며, 아치의 형상을 대표하는 변수이다. 식 (4)

에서 D1과 D2는 각각 대칭 좌굴과 비대칭 좌굴을 나타내는

일반화 좌표(Generalized coordinator)이며, 본 연구에서는 3

차 이상의 좌굴형상은 고려하지 않았다. 이러한 이유는 일반

적으로 대칭 혹은 비대칭 좌굴이나, 대칭과 비대칭 좌굴이

연동 되어 나타나는 좌굴하중은 3차 이상의 좌굴 하중보다

작기 때문이다. 그림 3은 식 (4)에 나타난 고정 지점을 갖

는 아치의 무차원 변형형상 η를 나타낸다. 그림에서 알 수

있듯이 가정된 아치의 무차원 변형 형상은 양단 고정 지점

의 경계 조건 η(0)=η(l)=0과 η'(0)=η'(l)을 만족시키는 것을

알 수 있다.

식 (4)를 식 (3)에 대입한 후 Galerkin 방법을 이용하면,

수직 등분포 하중이 작용하는 고정 지점 낮은 아치의 이산

화된 지배 미분 방정식을

(5)

와 같이 얻을 수 있다. 식 (5)는 이산화된 하중(무차원 하중

q)과 변위(일반화 좌표 D1, D2)의 관계를 나타내는 것을 알

수 있으며, 이러한 하중-변위 관계는 비선형 연립 방정식의

형태를 가지고 있으며, 무차원 라이즈 H의 함수로 나타나는

것을 알 수 있다. 

3. 증분 형태의 하중-변위 관계식

본 연구에서는 식 (5)와 같은 고정 지점을 갖는 낮은 아

치의 비선형 연립 방정식을 풀기 위하여 섭동법(Moon et

al., 2007)을 이용하여 근사 해법을 구하였으며, 그 자세한

내용은 다음과 같다. 변위 및 하중의 증분은 각각

(6)

과 같다. 여기서 첨자 n은 n번째 평형 경로를 나타낸다.

, , , , ,  이 평형 경로상에 존재

하면, 과 을 만

족한다. 따라서 증분 형태의 이산화된 지배미분 방정식 Qr은

Taylor 전개를 이용하여 

(7)

과 같이 나타낼 수 있다. 식 (7)의 d1, d2, λ에 대한 계수

들을

(8)

과 같이 정의하고, 이를 식 (7)에 대입하면 

(9)

과 같이 간단히 식 (7)을 정리할 수 있다. 여기서 식 (7)의

3차 이상의 고차항은 무시하였다. Maclaurin의 급수를 이용

하여 증분 di, λ를 임의의 변수 t에 대한 함수로 나타내면

(10)

η0 H πξ ξ 2
–( ); η Dnsin ξ( )sin nξ( )

n 1=

2

∑= =

F1 D1 D2 q, ,( ) 1
8
---D1

3 3
4
---HD1

2
H

2
2+( )D1

5
16
------D1D2

2 5
8
---HD2

2 1
2
---q–+ + + + 0= =

F2 D1 D2 q, ,( ) 25
32
------D2

3 41
4
------D2

5
16
------D1

2
D2

5
4
---HD1D2+ + + 0= =

di Di
n 1+

Di
n
 i 1 2;  n 1 2 3 …, , ,=,=( )–=

λ q
n 1+

q
n

–= n 1 2 3 …, , ,=( )

D1
n

D2
n

q
n

D1
n 1+

D2
n 1+

q
n 1+

Fr D1
n

 D2
n

 q
n, ,( ) 0= Fr D1

n 1+
 D2

n 1+
 q

n 1+, ,( ) 0=

Qr d1 d2 λ, ,( ) Fr D1
n 1+

 D2
n 1+

 q
n 1+, ,( ) Fr D1

n
 D2

n
 q

n, ,( )–  = =

∂Fr
m

∂Di
----------

∂Fr
m

∂q
----------λ 1

2
---

∂2
Fr

m

∂Di∂Dj
------------------didj

j 1=

2

∑
i 1=

2

∑ 2
∂2

Fr
m

∂Di∂q
---------------diλ

∂2
Fr

m

∂q
2

-------------λ2
+

i 1=

2

∑++ +

i 1=

2

∑

+H.O.T 0=

kri

∂Fr
m

∂Di
----------; krij

1
2
---

∂2
Fr

m

∂Di∂Dj
-----------------; kriλ

∂2
Fr

m

∂Di∂q
---------------; frλ

∂Fr
m

∂q
----------;–= = = =

frλλ
1
2
---

∂2
Fr

m

∂q
2

------------=

Qr d1 d2 λi, ,( ) kridi krijdidj
j 1=

2

∑
i 1=

2

∑ kriλdiλ frλλ– frλλλ2
–

i 1=

2

∑+ +

i 1=

2

∑ 0= =

di t( ) d· it
1
2
---di

··
t
2

H.O.T+ += i 1 2,=( )

λ t( ) λ· t
1
2
---λ·· t1 H.O.T+ +=

그림 3. 고정 지점을 갖는 아치의 무차원 변형형상 : (a) 대칭좌굴; (b) 비대칭 좌굴 



− 82 − 大韓土木學會論文集

과 같다. 여기서 점은 임의의 변수 t에 대한 미분을 나타낸

다. 식 (10)에서 2차 항까지만 고려하여 식 (9)에 대입하면,

증분의 형태의 이산화된 평형 방정식 Qr은 임의의 변수 t에

관한 함수가 된다. 이 방정식이 임의의 변수 t에 관하여 성

립하기 위하여는 t 및 t2의 각 차수가 0이 되어야 한다. 따

라서 식 (9)는

(11)

과 같이 변형되며, 2개의 섭동 방정식을 얻을 수 있다. 식

(11-a)는 제 1차 섭동 방정식으로 1차 근사를 나타내며, 식

(11-b)는 제 2 섭동 방정식으로 2차 근사를 나타낸다. 식

(11-a)는 과 에 관한 선형 방정식이므로 쉽게 해를 계

산 할 수 있으며, 이를 식 (11-b)에 대입하면, 식 (11-b)는

과 에 관한 선형 방정식이 되어 이 또한 쉽게 계산할

수 있다. 이렇게 계산된 값을 식 (10)에 대입하여 변위 및

하중 증분 을 계산하고 이런 과정을 반복하면, 전체 구

조계의 하중-변위 관계를 얻을 수 있다. 본 연구에서는 문제

를 보다 간단히 하기 위하여 이후로 1차 근사만을 이용하여

아치의 거동과 강도를 평가 하였다. 식 (8)과 (11)에서 제

1 섭동 방정식은 

(12)

여기서, 

(a)

(b)

(b) (13)

과 같은 행렬의 형태로 나타낼 수 있다. 식 (12)에서 kij는

고정 지점을 갖는 낮은 아치의 접선 강성을 나타낸다. 접선

강성은 무차원 라이즈 H의 함수로 이에 영향을 받는 것을

알 수 있다. 다음 장에서는 식 (12) 및 (13)을 이용하여

H의 변화에 따른 고정 지점을 갖는 낮은 아치 면내 거동에

관한 연구를 수행하였다.

4. 고정 지점을 갖는 낮은 아치의 면내 거동

앞에서 설명 하였듯이 식 (12)의 kij는 접선 강성을 나타

낸다. 이 식에서 k11은 대칭 변형 평형경로의 기울기를 나타

내며, 이는 아치의 대칭 뜀좌굴 여부와 관계된다. 이와 유사

하게 k22는 아치의 비대칭 분기좌굴과 밀접한 관계를 가진다.

이러한 아치의 접선강성 kij는 무차원 라이즈 H의 함수이므

로 본 연구에서는 H의 변화에 따른 아치의 면내 거동에

관하여 연구를 수행하였다. 초기 결함이 없는 아치

( )의 경우는 비대칭 변형 없이 대칭 변형만 발

생함으로, 모든 아치에 초기 결함을 비대칭 형상으로

=0.001H를 입력하여 거동을 분석하였다.
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그림 4. 고정지점 낮은 아치의 면내거동(H=1): (a) D1에 따른 kij의 변화; (b)에 따른 q의 변화 

그림 5. 고정지점 낮은 아치의 면내거동(H=2): (a) D1에 따른 kij의 변화; (b) D1에 따른 q의 변화



第28卷 第1A號 · 2008年 1月 − 83 −

본 연구에서는 H를 증가시키면서 H에 따른 접선 강성 kij

와 하중-변위 관계를 연구하였으며, 그 중 대표적으로 무차

원 라이즈 H=1, 2, 2.5, 3.2, 4에 대한 결과를 그림 4~8에

나타내었다. 그림 4~8에서 x축은 대칭 변형의 일반화 좌표

D1이며, y축은 접선강성 kij의 크기 또는 무차원 하중 q를

나타낸다. 여기서 −는 그림 2와 같이 본 연구에서 윗방향이

양의 값을 갖기 때문에 사용되었다.

그림 4(a)에서 알 수 있듯이 H=1인 경우, 전 구간의 D1

에서 k11과 k22는 양의 값을 가지고 있음을 알 수 있다. 따

라서 그림 4(b)에서 볼 수 있듯이 아치의 하중-변위 관계의

기울기는 전 구간에서 양의 값을 나타내며, 불안정 현상이

나타나지 않는다. 즉, 아치는 보와 같은 거동을 나타낸다.

H=2인 경우 그림 5(a)에서 볼 수 있듯이 k11이 감소하면서

0에 접근하고 이 후 다시 증가하는 현상을 볼 수 있다. 이

는 그림 5(b)에서와 같이 하중-변위 관계의 기울기가 감소하

면서 0에 접근하고 다시 증가하는 것과 동일한 현상이다. H

가 2보다 커지는 경우 k11은 음의 값을 가지게 되며, 대칭

뜀좌굴이 발생하게 된다. 이는 그림 6의 H=2.5인 경우에서

확인 할 수 있다. H=2.5인 경우 그림 6(a)와 같이 k11은

감소하면서 음의 값을 가지게 되고 이 후에 다시 증가하여

양의 값을 가지게 된다. 이러한 경우 k11에 의하여 불안정

현상이 발생하며, 그림 6(b)와 같이 뜀좌굴 현상이 나타난다.

하지만 H가 3.2보다 커지는 경우 k22가 k11보다 먼저 0에

접근하게 되며, 이 후 k12가 급격히 증가하면서 비대칭 분기

그림 7. 고정지점 낮은 아치의 면내거동(H=3.2): (a) D1에 따른 kij의 변화; (b) D1에 따른 q의 변화 

그림 6. 고정지점 낮은 아치의 면내거동(H=2.5): (a) D1에 따른 kij의 변화; (b) D1에 따른 q의 변화 

그림 8. 고정지점 낮은 아치의 면내거동(H=4): (a) D1에 따른 kij의 변화; (b) D1에 따른 q의 변화 
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좌굴이 발생한다. 그림 7은 H=3.2일 때 접선 강성 kij의 변

화 및 하중-변위 관계를 나타낸다. 이 그림에서 알 수 있듯

이 H=3.2일 때 k22가 먼저 0에 접근하며, 비대칭 분기좌굴

이 발생한다. 이러한 현상은 H=4일 때 보다 확실히 나타나

며, 그림 8에서 확인할 수 있다. 

그림 9는 H=2.5 및 4인 경우 대칭 변형의 일반화 좌표

D1의 증가에 따른 고정 지점을 갖는 낮은 아치의 변형 형상

을 나타낸 그림이다. H=2.5인 경우 대칭좌굴, H=4인 경우

는 비대칭좌굴이 발생하는 것을 그림을 통하여 확인 할 수

있으며, 이는 앞의 그림 6과 8의 설명과도 일치한다. 이상의

결과를 요약하면 다음과 같다. 고정 지점을 갖는 낮은 아치

의 면내 좌굴 형상은 무차원 라이즈비 H의 변화에 따라 결

정된다. H<2인 경우 고정 지점을 갖는 낮은 아치에는 좌굴

이 발생하지 않으며, 보와 같은 거동을 한다. 2≤H<3.2인

경우는 k11이 음의 값을 가지게 되며, 대칭 뜀좌굴이 발생하

게 된다. 반면에 H≥3.2인 경우는 k22가 먼저 0에 접근하게

되며, 그 이후 k12가 급격히 증가하면서 비대칭 분기 좌굴이

발생한다.

무차원 라이즈 H는 아치의 라이즈비 h/l와 아치 단면의

세장비 l/r의 함수이므로 아치의 좌굴 형상을 구분하는 경계

를 h/l과 l/r의 함수로 바꾸어 표시 할 수 있다. 그림 10은

본 연구에서 제안한 고정 지점을 갖는 낮은 아치의 좌굴 형

상을 구분하는 경계를 h/l과 l/r의 함수로 바꾸어 나타낸 그

림이다. 이 그림에서 알 수 있듯이 같은 라이즈비를 갖는

경우에는 세장비가 커질수록 안정에서 대칭 뜀좌굴, 비대칭

분기좌굴의 순서로 아치의 거동이 변하게 된다. 이와 유사하

게 세장비가 일정한 경우도 라이즈비가 증가하면서 아치는

안정에서 대칭 뜀좌굴, 비대칭 분기 좌굴의 순으로 아치의

거

동이 나타난다. 이러한 그림을 이용하는 경우 손쉽게 아치의

라이즈비와 단면의 세장비를 아는 경우 고정 지점을 갖는

낮은 아치의 좌굴 형상을 결정할 수 있다.

Pi et al.(2002)과 Bradford et al.(2002)는 원형 아치의 좌굴

형상을 구분하기 위하여 수정된 세장비를 과 같

이 정의하였다. 여기서, S는 아치의 길이이며, R은 원형 아

치의 반경을 나타낸다. Pi et al.(2002)은 원형아치 단면에

압축력이 작용하는 경우 좌굴 형상을 구분하는 경계를 제안

하였으며, Bradford et al.(2002)는 원형 아치의 크라운

(crown)에 집중 하중이 작용하는 경우 좌굴 형상을 구분하는

경계를 제안하였다. 본 연구 결과와 이들의 결과를 비교하기

위하여 낮은 아치의 경우 아치의 길이 S는 아치의 지간

l과 같다는 가정을 도입하여 각 연구자들이 제안한 경계를

h/l과 l/r의 함수로 바꾸었다. 그림 11은 본 연구 결과와 Pi

et al.(2002)과 Bradford et al.(2002)의 결과를 비교한 그림

λs S
 2

4rR( )⁄=

그림 9. 고정지점 낮은 아치의 변형 형상: (a) H=2.5; (b) H=4

그림 10. h/l과 l/r에 따른 고정지점 낮은 아치의 좌굴 경계

그림 11. h/l과 l/r에 따른 고정지점 낮은 아치의 좌굴 경계 비교: (a) 대칭 뜀좌굴 경계; (b)비대칭 분기좌굴 경계
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이다. 그림 11(a)는 대칭 뜀좌굴 경계를 나타낸 그림으로 본

연구 결과와 압축력이 작용하는 원형 아치, 중앙 집중 하중

이 작용하는 원형 아치 모두 유사한 결과를 나타내는 것을

알 수 있다. 따라서 대칭 뜀좌굴 경계는 아치의 형상(포물선

혹은 원형 형상) 및 하중조건에 상관없이 유사하다. 하지만

비대칭 분기좌굴의 경계는 그림 11(b)와 같이 본 연구 결과

(압축력이 작용하는 포물선 아치)와 압축력이 작용하는 원형

아치의 경우 유사한 결과를 나타내고 있으나 중앙 집중 하

중이 작용하는 원형 아치의 경우는 다른 거동을 보이고 있

으며, 하중의 형태에 따라 비대칭 분기좌굴의 경계가 다른

것을 확인 할 수 있다.

5. 고정 지점을 갖는 낮은 아치의 좌굴 하중

비대칭 분기좌굴이 발생하는 경우 아치 중립축의 비신장

가정을 이용한 고전좌굴 이론을 이용하여 아치의 좌굴 하중

을 결정 할 수 있다. 하지만 이러한 고전 좌굴 이론은 대칭

뜀좌굴이 발생하는 경우 좌굴하중을 과대평가함으로 대칭 뜀

좌굴에 관한 좌굴하중은 아치의 비선형성을 고려하여 산정

하여야 한다. 이번 장에서는 아치의 비선형 지배미분 방정식

을 이용하여 고정 지점을 갖는 낮은 아치의 뜀좌굴 하중을

산정하였으며, 이러한 결과를 기존 연구자 및 유한 요소해석

결과와 비교하였다.

고정 지점을 갖는 낮은 아치에 대칭 좌굴이 발생한다고

가정하면, 무차원 변형 형상을 간단히 과

같이 가정할 수 있다. 이를 식 (3)에 대입한 후 Galerkin

방법을 이용하면 이산화된 비선형 지배 미분 방정식은 

(14)

와 같이 나타난다. 식 (14)는 대칭 뜀좌굴이 발생하는 경우

비선형 하중-처짐 관계를 나타낸다. 대칭 좌굴이 발생하는

순간에 발생하는 변위를 이라고 하면, 은 식 (14)를

미분하여 

(a)

(b) (15)

과 같이 계산할 수 있다. 식 (1)에서 아치에 발생하는 압축

력은 

(16)

과 같으므로, 식 (16)에 무차원화된 포물선 아치의 형상

과 무차원 변형 형상 를

대입하여 정리하고 대칭 좌굴이 발생하는 순간에 나타나는

변위를  대입하면 대칭좌굴 하중 을

(17)

과 같이 계산할 수 있다. 식 (17)에서 괄호 앞의 수식은 길

이 l인 기둥의 Euler 좌굴 하중임을 쉽게 알 수 있다. 고

전 좌굴이론에 의한 비대칭 분기좌굴 하중은 

(18)

과 같다. 여기서 β는 아치의 경계 조건에 따른 좌굴계수이

며, 고정 지점을 갖는 아치의 경우 0.35이다. 앞에서 설명

하였듯이, 고정 지점을 갖는 낮은 아치의 좌굴 형상은 무차

원 라이즈 H에 따라 결정됨으로 식 (17)과 (18)은 각각 대

칭 뜀좌굴 및 비대칭 분기좌굴 형상에 관하여 사용되어야

한다. 이를 요약하면 고정 지점을 갖는 낮은 아치의 좌굴

하중은

  for 

 for (19)

과 같이 결정 할 수 있다. 여기서 Ncr은 고정 지점을 갖는

아치의 좌굴하중을 나타낸다.

식 (19)를 검증하기 위하여 본 연구의 결과를 유한요소

해석 및 기존 연구자의 결과와 비교 하였다. 유한요소해석에

사용된 프로그램은 ABAQUS(2001)이다. 해석에 사용된 요

소는 B32로 2차 보간 함수를 갖는 3차원 직선보요소로 해

석에 사용된 모든 아치를 50개의 요소로 나누었다. 아치의

라이즈비 h/l은 0.05~0.1까지 변화 시키면서 무차원 라이즈

H가 2~20 사이의 값을 갖도록 단면이차 모멘트 I와 단면

적 A를 변화시켰다. 총 44개의 해석 모델을 제작하여 해석

을 수행하였다. 해석 방법은 기하비선형 해석을 수행하였으

며, 사용된 탄성계수 E=210000 MPa이다. 기존 연구자와 본

연구 결과를 비교하기 위하여 Pi et al.(2002)의 이론을 사

용하였다. Pi et al.(2002)은 압축력이 작용하는 원형 아치의

대칭 뜀좌굴 및 비대칭 분기좌굴 하중을 제안하였다. 

그림 12는 H에 따른 Ncr/Ncr, asym의 변화를 나타낸 그래프

이다. x축은 무차원 라이즈 H를 나타내며, y축은 본 연구에

서 제안한 식 (19)의 결과, Pi et al.(2002)의 결과 또는 유

한요소해석 결과 나타난 좌굴하중 Ncr과 식 (18)에서 계산된

비대칭 분기좌굴 하중 Ncr, asym의 비를 나타낸다. Ncr/Ncr, asym

가 1보다 작아지는 경우는 비대칭 분기좌굴 하중 Ncr, asym의

아치의 좌굴하중을 과대평가하는 것이며, 실제로 그림 12에

서 알 수 있듯이 대칭 좌굴이 발생하는 구간에서 비대칭 분

기좌굴 하중이 아치의 좌굴 하중을 과대평가하는 것을 확인

할 수 있다. 유한요소 해석 결과는 본 연구 결과와 잘 일치

하고 있다. 하지만 대칭 뜀좌굴과 비대칭 분기 좌굴의 경계

부근[(b)구간]에서 최대 약 20%의 오차를 보이고 있다. 이

러한 이유는 본 연구에서 제안한 고정지점을 갖는 낮은 아

치의 좌굴하중은 대칭 뜀좌굴과 비대칭 분기좌굴이 연동되
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는 경우를 고려하지 못하기 때문이다. 따라서 극단적으로 대

칭 뜀좌굴이 발생하는 (a)구간과 비대칭 분기 좌굴이 발생하

는 (c)구간은 아주 잘 일치하고 있으나, 이 두 좌굴형상이

연동되는 (b)구간에서는 유한요소 해석 결과와 차이를 보이

고 있다. 또한, 본 연구에서는 고정 지점 포물선 아치의 변

형 형상을 의 함수로 나타내었다. 이러한

변형 형상은 고정지점 포물선 아치의 변형 형상을 근사적으

로 나타내기 때문에 유한요소해석결과와 오차의 한 원인이

된다. 

6. 경계 조건에 따른 아치의 거동 분석

Moon et al.(2007)은 양단 힌지 낮은 아치의 면내 거동에

관한 연구를 수행하였으며, 아치의 좌굴 경계 및 각각의 좌

굴 형상에 해당하는 좌굴 하중을 제안하였다. 이러한 연구

결과를 본 연구에서 나타난 고정 지점을 갖는 낮은 아치의

결과와 비교하였다. Moon et al.(2007) 역시 무차원 라이즈

H에 따라 좌굴 형상을 구분 하였다. 양단 힌지 낮은 아치의

경우 H<π/4인 경우 좌굴이 발생하지 않으며, π/4≤H<1.85

인 경우 대칭 뜀좌굴이 발생한다. 반면에 H>1.85인 경우

비대칭 좌굴이 발생한다. 이러한 좌굴 경계를 본 연구 결과

와 비교 하면, H<π/4인 아치의 경우 양단 힌지 및 고정 지

점을 갖는 아치 모두 좌굴이 발생하지 않으며, 보와 같은

거동을 보이게 된다. 이와 유사하게 H>3.2인 경우 경계 조

건에 상관없이 비대칭 좌굴이 발생하게 된다. 그림 13은 이

러한 좌굴 경계를 라이즈비 h/l와 아치 단면의 세장비 l/r의

함수로 나타낸 그림이며, 이 그림을 이용하여 양단 힌지 및

고정지점을 갖는 낮은 아치의 좌굴 형상을 쉽게 결정 할 수

있다.

그림 14는 양단 힌지 및 고정 지점을 갖는 낮은 아치의

좌굴 하중을 비교한 그래프이다. H가 3.2보다 큰 경우 경계

조건에 관계없이 비대칭 분기좌굴 하중이 아치의 좌굴 하중

을 잘 묘사할 수 있었으며, 양단 힌지 및 고정 지점을 갖는

낮은 아치의 좌굴 하중이 각각 H가 1.85 및 3.2보다 작아

지는 경우 급격히 감소하는 것을 알 수 있다. 또한 고정 지

점을 갖는 낮은 아치의 경우 최대 약 50%, 양단 힌지 낮

은 아치의 경우 최대 약 70%정도 대칭 좌굴 하중이 비대

칭 좌굴 하중보다 작아졌다. 

7. 결 론

본 연구에서는 고정 지점을 갖는 낮은 아치의 면내 거동

및 좌굴 하중에 관한 연구를 수행 하였다. 먼저 일반 아치

의 비선형 지배미분 방정식을 사용하여 고정지점을 갖는 낮

은 아치의 이산화된 지배 방정식을 유도하였으며, 이를 이용

하여 고정 지점을 갖는 낮은 아치의 증분 형태 하중-변위

관계를 유도 하였다. 연구 결과, 고정 지점을 갖는 낮은 아

치의 면내좌굴 형상은 무차원 라이즈비 H와 밀접한 관계가

있는 것으로 나타났다. H<2인 경우 고정 지점을 갖는 낮은

아치에는 좌굴이 발생하지 않으며, 보와 같은 거동을 하였으

며, 2≤H<3.2인 경우는 대칭 뜀좌굴이 발생하였다. 반면에

H≥3.2인 경우는 비대칭 분기좌굴이 발생한다. 또한 본 연구

에서는 아치의 비선형 지배미분 방정식을 이용하여 고정 지

점을 갖는 낮은 아치의 뜀좌굴 하중을 유도 하였다. 제안된

좌굴 형상을 구분하는 경계와 뜀좌굴 하중은 기존 연구자의

결과 및 유한요소해석 결과와 비교·검증하였으며, 그 결과

뜀좌굴과 비대칭 분기 좌굴이 연동되는 경우 유한요소 해석

결과와 최대 20%정도의 오차를 보이나 이를 제외한 경우는

고정 지점을 갖는 낮은 아치의 거동을 잘 묘사하는 것으로

나타났다. 마지막으로, 본 연구 결과를 기존 연구자에 의하여

수행된 양단 힌지 낮은 아치의 결과와 비교 하였다. 그 결

과, H<π/4인 경우 경계 조건에 관계없이 아치는 보와 거동

을 나타냈으며, H>3.2인 경우는 비대칭 좌굴이 발생하였다.
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