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ABSTRACT

In the finite element analysis of forming process, objects are described with a finite number of ele
ments and nodes and the approximated solutions can be obtained by the variational principle. One of 
the shortcomings of a finite element analysis is that the structure of mesh has become inefficient and 
unusable because discretization error increases as deformation proceeds due to severe distortion of ele
ments. If the state of current mesh satisfies a certain remeshing criterion, analysis is stopped instantly 
and resumed with a reconstructed mesh. In the study, a new remeshing algorithm using tetrahedral ele
ments has been developed, which is adapted to the desired mesh density. In order to reduce the discreti
zation error, desired mesh sizes in each region of the workpiece are calculated using the Zinkiewicz and 
Zhu's a-posteriori error estimation scheme. The pre-constructed mesh is constructed based on the modi
fied point insertion technique which is adapted to the density function. The object domain is divided 
into uniformly-sized sub-domains and the numbers of nodes in each sub-domain are redistributed, 
respectively. After finishing the redistribution process of nodes, a tetrahedral mesh is reconstructed with 
the redistributed nodes, which is adapted to the density map and resulting in good mesh quality. A 
goodness and adaptability of the constructed mesh is verified with a testing measure. The proposed 
remeshing technique is applied to the finite element analyses of forging processes.
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1.서  론

일반적으로 복잡한 형상을 가진 대상물의 격자구성 

에서, 사면체요소를 이용한 격자구성이 육면체 격자 

에 비해 간편하고 강건하며, 구조적 제한이 적으므로 

대부분의 3차원 상용 해석프로그램이나, 연구들이 사 

면체격자를 활용하여 유한요소해석을 수행하고 있다.

소성가공 공정의 경우, 소재의 대변형이 유도되고, 

비선형 방정식의 수렴문제로 인해 유한요소해석 도중 

요소의 퇴화가 자주 발생하여 격자재구성의 필요가 

자주 발생한다. 대부분의 소성 변형이 소재의 표면에 

집중되므로, 표면 형상에 적응하는 격자를 구성하는 

경우, 비교적 합리적인 결과를 얻을 수 있으나, 소재 

내부에 응력이 집중되거나 변형률이 심한 경우는 고 

려가 불가능하다. 따라서, 소재의 전 영역에 대한 격 

자구성의 제어가 필요하며, 본 연구에서는 전 영역에 

대해 해석 오차가 최소가 되는 목표 격자크기를 정하 

고, 요소의 연결성을 유지하면서 제시된 격자크기에 

적응하는 격자구성 방법을 제안하고, 이를 구현한 독 

립적 인 사면체 격자구성 프로그램을 개 발하였다.

이를 위해, 유한요소해석에서 계산되는 물리량을 이 

용한 해석오차를 정의하고, 오차가 최소가 되도록 소 

재의 각 위치에서의 목표 격자크기를 정의한다. 이렇 

게 제시된 목표 격자크기를 정확하게 표현하는 밀도 

함수를 정의한 후, Delaunay 격자구성 방법을 통해 

밀도 함수를 고려한 예비 격자를 구성한다. 여기서 구 

성된 예비격자는 밀도함수에 정확하게 적응하지 않으 

므로, 최적화 방법을 정의하여 절점의 위치를 재조정 
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함으로써, 밀도함수에 적응하며, 품질이 좋은 격자를 

구성한다. 그러나 절점의 이동으로 인해 격자의 위상 

이 나빠지는 부분이 발생하므로, 영역별 부피적분을 

통해 절점들을 재분포하고, 내부격자를 재구성함으로 

써 격자밀도 적응성 및 전체적인 요소의 품질을 향상 

시켰다.

2. 제안된 격자재구성 방법

2.1 격자재구성 알고리즘

본 연구에서 제안하는 격자재구성 과정은 Fig. 1과 

같다. 즉, 격자 재구성이 판별되었을 때, 다음과 같은 

순서로 격자를 재구성한다. 

지오차법을卩〕이용하여 결정하며, 그 과정은 다음과 

같다〔기.

강소성 유한요소해석도중田 각 단계에서 계산된 유 

효 변형률 속도 및 유효 응력으로부터, 각 요소의 소 

성변형에너지(식 (1)) 및 소성변형에너지 오차(식 (2)) 
를 정의할 수 있다. 식 (1), (2)로부터 최대허용 에너 

지 오차는 식 (3)과 같이 정의된다.

II메 = £1꽤二 = £ 丄产釦q ⑴
m=1 m=1 m

세二= -그):(2)
n

emax = 7^ where 〃 = 뼎咨队万 ⑶

Jm I旧I成

여기서, a 은 유효편차응력(efl估ctive deviatoric stress), 

£ 는 유효변형률속도(effective strain rate)이다. a',s 

은 유한요소해석을 통해 구한 저, 五 을 siq)erconvergent 

patch recovery(SPR) 방법을冏 통해 유연화한 값이며, 

布 는 최대 허용 상대오차율이고, 肱은 전체 요소의 개 

수이다. 〃가 일정값 이상이 되면 격자재구성을 결정 

하며, 식 (3)을 이용하여 새로운 요소의 크기를 식 (4) 
와 같이 계산한다.

俨”=喩 where 土蜘」旦區
(4)

여기서, 은 현재 요소의 크기이다.

위에서 구한 /严*는  요소의 크기로 길이를 의미하므 

로 2차원에서는 면적을, 3차원에서는 부피를 의미할 

수 있도록 다음과 같이 격자의 밀도를 구한다.

D = 쓰

(妒
(5)

stepl. 각 해석단계별 에너지 오차 계산을 통한 격자 

재구성 판별

step2. 에너지오차법을 이용한 목표 격자밀도함수 

구성

step3. 격자밀도함수를 이용한 표면격자 재구성

step4. 절점 추가법을 이용한 내부격자 구성 및 최 

적화

step5. 영역별 밀도함수 적분을 통한 절점 재배치

step6. 재배치된 절점을 이용한 내부 격자 재구성

2.2 격자재구성 판별 및 목표격자크기 결정

격자재구성의 판별은 Zienkiewicz와 Zhu의 에너 

여기서, 〃은 차원 수를 의미하고, %은 ”차원에서 구 

성되는 요소의 부피를 구하는 상수이다.

식 (5)를 통해 각 요소에서 구해진 목표 밀도값은 

전체 소재영역을 균일한 크기로 분할한 부영역에 저 

장한 후, 간결한 보간을 위하여 각 부영역 별로 주변 

부영역의 밀도값들을 이용하여 격자밀도함수(扁，。,)) 

를 구성한다. 기저함수로는 보간에 가장 용이한 방법 

중 하나로 알려진 방사기저함수(radial basis function) 
를 이용한다.

2.3 표면격자 재구성

소성가공은 대부분의 변형이 표면에서 유도되므 

로, 표면격자의 퇴화가 심하기 때문에 표면격자를 재 
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구성해 주어야 하며 그 과정은 Fig. 2와 같다.

즉, 현 격자에서 표면 패치를 구성한 후, 표면요소 

의 이면각 크기에 따라 분할 패치를 만들고〔詢, 전 절 

에서 구성된 격자밀도함수를 이용하여 AFT(Advancing 

Front Technique) 방법으로 각 패치별 표면격자를 구 

성하여 원래 형상에 사상함으로써 얻을 수 있다.

로 정의한다.

I 1=1 ' 力'J
(7)

min • FCombined = min • {&xFadapt + a2Fsmooth) (8)

£饥=10

Density (f)

(a) Patch classification and 
mapping on a plane

今 Xj x? x, X* (local coord.)

(c) Projection of mesh to 
the original boundary

(b) Mesh generation at

.2DTMt

(d) Examples of 2-D and 3-D 
surface remeshing

Fig. 2. Schematic of surface remeshing procedure.

2.5 영역별절점재배치
전절의 과정을 통해 구해진 예비격자는 구조적 문 

제로 인하여 얇은 요소가 많이 존재하고 목표격자 밀 

도를 초과하는 영역이 다소 발생한다. 따라서, 본 연 

구에서는 Fig. 3과 같이 소재의 전 영역을 균일한 크 
기의 부영역으로 분할하고, 각 부영역에 대해서 격자 

밀도함수의 부피적분을 수행하여, 식 (9)와 같이 각 부 

영역에서 필요로 하는 절점의 개수를 계산한다. 그리 

고, 각 부영역에서 계산된 격자의 수보다 많은 수의 

절점이 있는 경우, 초과된 개수만큼의 절점을 밀도가 

가장 높은 위치에 있는 절점부터 제거함으로써 격자 

밀도를 재조정 한다.

2.4 절점추가법을 이용한 내부격자구성 및 최적화

내부격자 재구성을 위해서는, 우선 convex hull을 

구성하여 초기 삼각망을 구성한 후旳 각 요소의 부피 

와 목표 격자밀도를 비교하여 절점추가가 결정되었 

을 때, 그 요소의 각 절점들에서 계산되는 목표 격자 

밀도값을 이용하여 식 (6)과 같이 밀도 가중 내적법 

(weighted inner-product)虎로 추가할 절점의 좌표를 

구한 후, 적합성테스트를 거쳐 절점을 추가한다区이.

4

new i-1 ，广、
Xp =  ------------ (6)

玄O 

i= 1

위의 과정을 수차례 반복하여 모든 요소의 크기가 

제시된 밀도를 만족할 경우, 절점 추가를 통한 격자 

구성을 마친다. 여기서 구성된 격자는 요소의 품질이 

좋지 않고 밀도함수에 이상적으로 적응된 상태가 아 

니므로, Brackbill과 Saltzman1'0,1'10] 제안한 매끄러움 

(smoothness) 유연화 식(尸制娜)과 밀도함수에 적응하 

도록 각 요소의 부피(f(x))와 그 위치에서의 밀도함수 

값으로부터 구한 목표 요소 부피(么(X))의 편차가 최 

소가 되는 식(7)을 일차결합하여 최적화 시킴으로써 

(식 (8)), 요소품질과 목표밀도 적응성을 동시 에 향상 

시킨다. 여기서, 최적화까지 적용된 격자를 예비격자

5妙
desired_num_nodeQ -—------

- 'f dV

(9)

(a) Sample Delaunay meshing (b)Save nodes in storage cell

(c) Redistribute nodes according (d) Reconstruct mesh with 
to the density of cell the modified nodes

Fig. 3. Redistribution of the pre-constructed nodes.

최종적으로 결정된 절점들로부터 변형된 Ruppert's 

scheme을四 적용하여 내부격자를 재구성하면, 격자 

밀도 적응성과 요소 품질이 향상된 격자를 구성할 수 

있다.

3. 2차원 및 3차원 유한요소해석에의 

적용

3.1 2차원 헤딩 (Heading) 공정
응력집중이 생기는 현상의 관측을 위하여 Fig. 4(a)
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와 같은 헤딩단조공정을 모델링하여 강소성 유한요소 

해석을 수행하였다. 격자재구성이 판별되었을 때, 격 

자밀도 지도를 구성하고 제안된 방법을 통해 재구성 

된 격자는 Fig. 4(b)-⑴와 같으며, 격자밀도함수를 적 

용하지 않고 재구성된 격자, 적응 절점추가법을 통해 

구성된 예비격자와 제안된 방법을 통해 구성된 격자 

는 Fig. 5와 Fig. 6에 비교하였다. Fig. 5에서 보듯이, 

제안된 방법으로 재구성된 격자가 목표격자밀도에 가 

장 잘 적응함을 알 수 있으며, Fig. 6에서 보듯이, 제 

안된 방법으로 구성된 격자가 가장 좋은 요소품질 분 

포 및 격자밀도 적응성을 갖도록 구성되었음을 확인 

하였다. 여기서, Fig. 6(b)는 Knupp이 제안한 요소품

«a num. elern.: 774
(a) Mesh without 
density conti ol

磕num. elem.: 1330
(b) Pre-constmcted 

mesh

鶴 num. elem.: IMO
(c) Final reconstnicted 

mesh

(d) Surface (e) Pre-constructed (1) Final 
reconstruction Mesh reconstructed

mesh

Fig. 4. Adaptive remehsing of 2-D heading procedure.

Fig. 5. Comparison of generated mesh with and without 
density control (Heading).

(a) Minimum dihedral angle

(b) Shape quality

(c) Density conformity
Fig. 6. Distribution of mesh according to density control 

(Heading).

질 평가기준으로卩히, 한 요소가 갖는 단위 부피당 표면 

적의 비율을 정규화한 값이다.

본 연구에서 제안된 격자 재구성방법과 기존의 잘 

알려진 다른 격자 재구성방법으로 구성된 격자卩이5를 

Fig. 7과 Fig. 8에 비교하였다.

한국CAD/CAM학회 논문집 제 12 권 제 4 호 2007년 8월
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•<t
<lnum. clem.: 1310

(b) Proposed remeshing 
technique

(a) Desired density

(c) Node spacing field
(Weatherill, 1994)

Fig. 7. Comparison of generated mesh using the proposed 
technique with other techniques.

■ num. elem.: 1330

(d) CVDT
(Du, 2003)

Fig. 7에서 보듯이, 제안된 방법으로 구성된 격자가 

목표 격자밀도에 가장 근접한 격자를 구성함을 확인 

할 수 있다. 또한, Fig. 8에서 보듯이, 제안된 방법으 

로 구성된 격자가 가장 우수한 이면각 품질, 형상품 

질, 밀도 적응성을 보임을 확인할 수 있다.

3.2 볼조인트 소켓(Ball joint socket)의 3차원 단 

조공정해석

제안된 격자재구성 방법을 실제 자동차용 부품으로 

쓰이는 볼 조인트 소켓의 3차원 열간 단조공정해석에 

적용하였다(Fig. 9). 본 공정은 고온에서 금속을 성형 

하여 플래시가 발생하는 복잡한 형상을 만드는 공정 

으로, 소재는 AISI1045# 사용하였으며, 마찰계수는

(a) Minimum dihedral angle

(b) Shape quality

-*-Prowsed tedinlque 
-e-Node space tl eld 
-*-CVDT

-♦-Pronosed technique 
-e-Node spa afield 
-*-CVDT

1" 져: . )

0.2 0.4 0.6 0.6

(c) Density conformity

Confbrmit

Fig. 8. Distribution of mesh according to the remeshing 
technique.

Q Ball joint sockH Q Initial Setup 8 To<4 Modding

Fig. 9. Modeling of the foiling process of a ball joint 
socket

0.3, 금형의 압하속도는 300mm/s로 결정하였다. 본 

제품의 단조공정은 전체 3공정이며, 63스텝으로 나누 

어 해석을 수행하였고, 격자재구성은 49회 수행하였다.

강소성 유한요소해석결과, 소재의 변형거동에 따른 

유효변형률 분포는 Fig. 10(a)와 같으며, 재구성된 격 

자는 Fig. 10(b)와 같다. 그림에서 보듯이, 소재가 변 

형되면서 변형이 집중되는 영역을 확인할 수 있고, 적 

절한 격자가 구성됨을 확인할 수 있다.
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Defonncd shape Effective stiain rate

Effective slicss Desired mesh density

Fig. 11. Comparison of generated mesh with and without 
density control (Ball joint socket).

(a) Distribution of the effective strain

Stroke 22 mm of V* stage

정 량적인 검증을 위하여 2공정 해석 도중 격자재구 

성의 예를 Fig. 11에 나타내었으며, 격자밀도함수를 적 

용하지 않고 재구성된 격자, 적응 절점추가법을 통해 

구성된 예비격자와 제안된 방법을 통해 구성된 격자 

는 Fig. 12와 Fig. 13에 비교하였다. Fig. 12와 Fig. 
13에서 보듯이 제안된 방법을 적용하여 구성한 격자 

가 가장 좋은 밀도 적응성 및 요소품질을 보임을 확인 

할 수 있다.

해석의 정밀도를 확인하기 위하여 각 해석 스텝별 

에너지오차를 계산하여 Fig. 14에 나타내었다. 최대 

허용 상대에너지 오차는 5%로 결정하고 해석을 수행

(b) Distribution of the reconstructed mesh

Fig. 10. Distribution of effective strain and reconstructed 
mesh due to the deformation behavior of the 
workpiece.

3 num. elem.: 18306 3 num. elem.; 17300
(c) Constructing pre-constructed (d) Final reconstructed 

mesh with density control mesh

Fig. 12. Comparison of generated mesh with and without 
density control (Ball joint socket).
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Fig. 13. Distribution of mesh according to density control 
(Ball joint socket).

Fig. 14. Relative energy error at each stroke step.

하였으며, 상대에너지 오차가 3%~8% 사이에 유지됨 

을 확인하였다. 각 공정의 초기에 나오는 높은 상대에 

너지오차는 소재와 금형의 초기 접촉량이 작아서 국 

부적인 변형만이 일어나므로, 소성변형 에너지에 대 

한 상대 에너지오차 값이 높게 나타나는 일시적인 현 

상이다. 즉, 제안된 방법을 이용하여 재구성된 적응격 

자로 단조공정의 유한요소 해석을 수행한 결과, 사용 

자가 제시한 상대에너지 오차 기준치를 유지하는 해 

석이 가능함을 확인하였다.

4.결 론

본 연구에서는 소성가공의 유한요소해석에 적합한 

격자의 구성을 위해 새로운 적응격자재구성 방법을 

개발하였다. 삼각형요소를 이용한 헤딩공정의 2차원 

격자재구성 테스트를 통해 제안된 격자재구성 방법의 

격자적응성 및 요소품질을 확인하였으며, 3차원 단조 

공정의 유한요소해석에 적용하여 자동차용 부품인 볼 

조인트 소켓의 열간 단조공정 해석을 수행하였다. 해 

석결과, 제안된 격자재구성 방법이 소재의 변형거동 

을 잘 묘사하며, 제시된 상대에너지 오차 기준치(5%) 
를 잘 유지하는 정밀한 해석이 수행됨을 확인하였다.
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