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ABSTRACT
We present novel methods to generate a sequence of shapes that represents the pattern of morpholog

ical development or transformation of Bezier curves. The presented methods utilize the intrinsic geomet
ric structures of a Bezier curve that are derived from rib and fan decomposition (RFD). Morphological 
development based on RFD 아lows a characteristic pattern of structural growth of a Bezier curve, which 
is the direct consequence of development path defined by fans. Morphological transformation based 
RFD utilizes development patterns of source and target curves to mimic the theory of evolutionary 
developmental biology: although the source and target curves are quite different in shapes, we can eas
ily find similarities in their younger shapes, which makes it easier to set up feature correspondences for 
blending them. We also 아low that further controls on base transformation for intensity of feature blend
ing, and extrapolation can compensate the immaturity of blended curves. We demonstrate the experi
mental results where transformation patterns are smoother and have unique geometric style that cannot 
be generated using conventional methods based on multi-linear blending.
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1.서 론

형태학은 동식물의 구조를 탐구하는 생물학의 한 

분야로 출발했다"19,26切. 특히 , 형태학적 발달과 변환 

은 개체의 외부의 모양 및 내부 구조의 변화의 문제를 

다룬다. 생물학적 개체는 생명주기 동안 개체 전반과 

각 부분이 복잡한 변화를 겪게 된다. 발달 생물학에서 

이러한 과정을 개체 발생(ontogeny) 또는 발달이라고 

한다. 또 다른 형태의 모양의 변화는 진화라는 좀 더 

긴 시간을 거쳐 일어난다. 즉, 같은 조상에서 출발하 

지만 나중에는 매우 다른 형태적 특징을 갖는 개체들 

이 진화하게 된다. 특히, 우리는 개체간 형태의 변화 

를 유발한 발달 과정의 차이에 주목하게 되었고, 이를 

통해 기하학 문제의 해결에 영감을 얻게 되었다.

기하학적 개체의 형태학은 컴퓨터 그래픽스와 

CAGD 분야에서도 중요하게 다뤄지고 있다. 본 논문 

에서는 CAGD 분야에서 가장 기본적인 개체인 베지 

어 곡선의 형태 변환 문제를 다루게 된다. 특히, 본 

논문의 기여는 베지어 곡선의 고유한 내부 구조의 변 

화를 이용하여 형태의 발달과 변환을 다루는데 있다. 

우리는 생물학적 비유를 통해 이 현상을 설명하고 이 

에서 영감을 얻은 계산 및 제어 방법을 제시한다. 따 

라서, 본 논문에서는 베지어 곡선은 생명 주기에 따라 

성장하는 기하학적 개체로 볼 수 있다.

형태 발달과 변환의 차이는 우선 관련된 곡선의 개 

수에 있다. 발달에서는 한 곡선의 시간상 변화를 다룬 

다. 어떤 곡선이던지 그 초기의 형태는 두 끝점을 연 

결하는 직선이며, 시간에 따라 특징이 발달하게 된다. 

형태 변환은 컴퓨터 그래픽스의 모핑에서와 같이 두 

개 이상의 곡선 사이의 변환을 다룬다. 특히, 두 곡선 

사이의 발달의 차이를 비교하고 미지의 발달 과정을 

유추하여 변환 과정의 중간 곡선을 생성하게 된다. 이 

러한 접근은 곡선이 특별한 내부 구조를 가질 때 가능 

한데, 본 논문에서는 최근 연구에서 베지어 곡선이 립 

과 팬으로 분해 (Rib and Fan Decomposition, RFD) 
되는 성질을 이용하여 곡선의 성장을 다루게 된다凹. 
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곡선의 변환에 대한 기존의 접근은 보통 세 단계를 

거치게 된다: ⑴ 특징의 인식, ⑵ 각 곡선의 특징 사 

이의 대응, (3) 특징 사이의 보간. 본 논문에서 제안하 

는 방법은 두 번째와 세 번째 단계의 계산에 도움을 

준다. RFD를 이용한 형태 변환은 두 곡선의 발달 패 

턴을 이용하는데, 이는 진화 발달 생물학에서 서로 다 

른 모양의 개체라고 하더라도 각 개체의 발달 초기형 

태에서는 유사점을 쉽게 발견할 수 있다는 사실을 이 

용하며, 이를 통해 중간 발단 단계에서 특징 대응을 

쉽게 계산하게 된다. 특징 혼합은 대응된 중간 발달 

단계의 베지어 곡선들과 주어진 곡선을 비선형 혼합 

하여 얻게 된다. 또한 추가적인 제어를 통해 곡선의 

미발달 현상을 해결한다.

논문은 다음과 같은 구성을 갖는다. 2절에서 립과 

팬의 성질에 관련된 이전 연구 결과를 요약한다. 3절 

에는 곡선의 팬을 이용하여 발달 패턴을 생성하는 방 

법을 설명하고, 4절에서는 곡선의 발달과 추가적 인 제 

어 방법을 통해 곡선 사이의 변환을 생성하는 방법을 

설명하고, 5절에서는 본 논문을 맺는다.

2. 이전 연구

2.1 곡선의 형태학

형태학은 원래 생물학의 한 분야이다回. 하지만 이 

를 수학과 기하학 관점에서 해석하고 이해하려는 시 

도가 있어 왔다図27〕. 최근 컴퓨터 그래픽스와 CAGD 
분야에서도 기하학적 개체에 대한 형태학적 분석과 

응용이 활발하다. 컴퓨터 그래픽스에서는 모핑이 대 

표적이다回. 많은 영화에서 모핑 기법이 특수효과에 

활용되고 있다. 2차원 캐릭터 애니메이션에서 중간 단 

계를 자동으로 생성하기 위한 시도들도 있다心꺼〕. 

CAGD 분야에서는 곡면 skinning이나 일반 원주 곡선 

의 곡선 생성을 위해서는 주어진 곡선들의 형태학적 

분석과 인접 곡선 사이의 변환을 통해 부드러 운 곡선 

을 만들게 된다成.

컴퓨터 그래픽스와 CAD 소프트웨어에서 형태를 

디자인하는 경우 그 과정이 기록된다. 이는 묵시적으 

로 기하 개체의 내부 구조에 대한 정보가 된다. 디지 

타이징을 통해 얻게 되는 형태에 대해서는 구조 정보 

를 얻기는 어렵다. 따라서 이런 경우에는 특징을 표 

현하고 대응을 결정할 기하학적 구조의 정의가 필요 

하다. -

도형에 대한 형태학적 구조를 유추하고 이를 형태 

변환에 이용한 이전 연구를 많이 찾아 볼 수 있다. 민 

코프스키 덧셈은 접선 특징의 대응에 근거한 연산이 

다. 따라서 이를 이용한 모핑 방법은 직관적 이지만 특 

징의 단위가 점으로 국한되어 있기 때문에 그 응용이 

매우 제한적이다•叫 이에 비해 형태의 거시적인 특 

징을 추출하여 형태 변환에 이용한 시도들이 있다. 대 

표적 것 이 MAT이 며 DU"!, 다각형 의 고유한 모양 인 

쉬逆, 푸리에 변환卩〕, 웨이브릿回, 평면 삼각망岡, 자 

기교차 없는 인수화", 방향 지도冋 등의 시도들이 

있다. 좀 더 나이■가 모양의 진화 순서 에서도 묵시 적 인 

구조 정보를 얻을 수 있다EL 형태가 속한 분야에 대 

한 도메인 지식과的 형태의 물리적 해석도6끄〕도 특징 

대응에 큰 도움이 된다.

물리적인 힘도 형태학적 패턴 형성에 영향을 준다. 

Weng은 성장과 형태를 설명할 수 있는 2차 미분 방 

정식을 제시하였다"1. Gielis의 super fbrmula는 곡선 

의 모델링과 성장을 설명하는데 유용하다曲.

2.2 곡선의 립과 팬

본 절에서는 베지어 곡선의 립과 팬의 성질들을 요 

약하여 설명한다3的.

일반적으로 "차의 베지어 곡선은 제어점 b,와 번슈 

타인 다항식 用(s) 를 사용하여

b(s) = L-.obX(s) 로 정의된다. 하지만, 립과 팬 

분해를 하게 되는 경우 립과 팬의 차수를 명확히 하기 

위해 각 차수를 함께 표기 한다. 예를 들어, 주어진 

곡선은 자체가 "차의 립이며 r"(s) = b(s) 로 표기한 

다. 베지어 곡선 r"(s) 에 립과 팬 분해(RFD)를 적 

용하면, (〃-1)차의 베지 어 곡선 r*T(s)  과 

(”-2) 차의 벡터 필드 f*-%)  를 얻게 된다:

r"(s) = r"-'(s) + 2s(l-s)f"—2(时 (1)

위 식에서 Li) 과 f"「%) 각각 립과 팬이라고 

한다. 립 /(s) = U=or*"(s)  의 저어점 r： (l<k 
<n-\ 및 0方匕左)은 상위 립 /7(矽의 제어점으 

로 표현된다:

k (k—Z)左+1 i 次+1 /'c、
邛=」厂厶，+泸+1 (2)

k k

팬 f%) = 冬=思，甘(s) (0<k<n-2 및 OMZ 
財)의 제어 벡터 矽는 상위 립 /Vs) 의 제어점으 

로 표현된다:

사c k + 1 1/ k+2 k+2、f; = 51-弍七 +r,-+2) (3)

식 ⑴의 RFD를 주어진 곡선 및 중간 립에 적용하
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Fig. 1.4차곡선에 대한 RFD의 예: (a)식을 이용하여 주어진 

4차곡선이 곡선은 3차립 (굵은 회색)과팬 벡터 (읿은회 

색民분해된다; (b) 식을 반복적으로 적용하여 립과팬 

을 순차적으로 생성한다; (c) 이때 생성된 팬직선들과 

(d) 팬곡선들.

면 최종적으로 립 r'(s) 와 일련의 팬 f'(s) 

(0<r< "-2)들로분해된다:

，=0

특히 r'(s) 은 최하위 립으로 주어진 두 끝점 b0 

= 始 과1)" =《 을 연결하는 직선이며, 이를 기저립 

(base rib)이라고도 한다. 식 (4)에서 각 팬들은 모두 

스칼라 함수 25(1 -s) 로 크기 조절이 된다. 또한 립 

은 기저립으로부터 팬을 순차적으로 더해서 만들어 

짐을 알 수 있다(Fig. 1 참조).

기본적인 정의 외에 립과 팬의 추가적인 성질들로 

다음과 같은 것들이 있다问: 합성팬을 이용한 분해 및 

조합, 립 불변 곡선 변형, 곡선 분할에서의 팬 연속 

성. 본 논문에서는 합성팬의 성질을 사용하여 곡선의 

성장을 설명한다(3.1 절 참조). 식 (4)로부터 斜의 합 

성 팬 补(s) 을 다음과 같이 정 의 한다:

貞)=當比s) (5)

/ = 0

식 (4)와 (5)에서 베지어 곡선은 기저 립과 합성팬으 

로 분해된다:

r"(s) = r'(s) + 2s(l-s 頂"—％) (6)

합성팬 F*2 (s)의 제어 벡터 胃-2 는 다음과 같다:

旷*"咋眼("；％”)/(方)⑺ 

讨-2 = 〃(〃T)
' 2(z+l)(z?-z-l)

식 (6)과 (7)을 통해 주어진 곡선과 기저립과의 

차이를 명시적으로 표현할 수 있다: b(s)-F(s) = 
2s(l-s)f"”(s\ (이 벡터 필드가 베지어 곡선의 

가장 단순한 성장 패턴에 해당한다.) Fig. 2의 첫 

번째 줄은 11차 곡선들에 대한 합성팬의 예를 보여 

준다.

합성팬을 이용하여 베지어 곡선을 정의할 수 있다. 

두 끝점 b。와 b“을 잇는 직선 F(s) 와 "-2차의 벡터 

필드 f"-2(s) = 紀'”药-가 주어졌을 때, ” 

차의 베지어 곡선을 정의할 수 있다:

r'(s) + 2s(l-s)f"「％)= r"(s)=支 b,禺(s) (8)
7=0

위 식에서 제어점은 다음과 같이 정의된다.

b项「))』»”)/(;)킈辭酒 (9)

3. 형태학적 발달

기하 개체의 생물학적 발달의 문제는 일정 기간 동 

안의 성장과정으로 볼 수 있는 일련의 모양을 찾아내 

는 것이다. 그런데 기하 개체의 외형을 나타내는 경계 

선(또는 면) 정보만으로 물체가 어떻게 성장하여 현재 

의 모습을 갖게 되었는지 알기는 쉽지 않고, 기하 개 

체 내부 구조나 외형 변화를 유발한 요인들을 알고 있 

어야 한다. 2.1 절에서 기하 개체의 유형에 따라 이 문 

제를 해결한 다양한 시도들을 볼 수 있다. 이 논문에 

서는 베지어 곡선으로 표현되는 기하 개체의 발달 문 

제를 다루게 된다.

2.2절에서 RFD를 통해 베지어 곡선을 일련의 립과 

팬으로 분해할 수 있음을 보였다. 여기서 나아가, 식 

(1)과(4)에 따른 립과 팬의 점진적 특성을 시간에 따 

라 변화하는 구조로 확장할 수 있다. 우선 서로 다른 

차수의 립은 주어진 곡선의 특정 순간의 발달 단계로 

볼 수 있다.

일반적으로 베지어 곡선의 형태적 발달을 나타내기 

위해서는 세가지 요소가 필요하다: (1) 성숙한 단계와 

초기 단계를 표현하는 두 개의 곡선. 즉, 현재 곡선과 

초기 곡선, (2) 각 곡선 사이의 특징 대응 관계, (3) 
대응된 각 특징쌍 사이의 발달 경로.
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Table 1. 발달 패턴 생성 방법 유형

생성 방법 표기

발달 경로

경로 

유형

독립 곡선 

개수

(〃: 차수)

선형

합성 팬 

(DCF) d/s, r) 직선 1

팬직선 

(DFL) d*3,  0 직선 n-\

곡선

팬곡선 

(DFC) d呢(s, t) 베지어 

곡선
1

팬스플라인 

(DFS) 烦3, t)
스플라인 

곡선
1

초기 단계의 곡선은 기저립처럼 최소한의 특징을 

갖는 단순한 곡선일수록 좋다. 인접한 립 사이에서 대 

응되는 특징은 같은 인수에 해당하는 점이다. 즉, 

\, = 戏 일 때 /(气)와 广'(%)는 대응관계에 있 

다고 본다. 하지만 본 논문에서는 계산 편의를 위해 

이를 제어점 대응으로 대신한다. 즉, 인접한 두 립의 

차수가 다른 경우, 두 립의 차수를 맞추고 제어점을 

순차적으로 대응시킨다.

베지어 곡선 b(s)의 발달 패턴은 시간 인수 ?를 써 

서 d(s, f)로 표기한다(s는 공간인수로 본다.). 즉, 기저 

립이 초기 곡선일 때, 발달 패턴은 다음과 같다:

d(s") = r'(s) + p(s,f) (10)

위 식에서 p(s, f)는 S에서 정의되는 점의 발달 경 

로이다. 발달 패턴은 임의의 S에 대해 다음과 같은 조

D

(a) (b)

Fig. 3. 베지어 곡선의 발달 패턴의 유형과 여〕.

건을 만족시킨다: d(s, 0)=r'(s) 및 d(s, l)=r"(s). 

이는 발달 경로의 조건을 암시한다: p(s, 0) = 0 및 

p(s, 1)= r"(s)-r'(s). 시간 인수 f는 구간 [0,1]에서 

곡선의 나이에 해당한다.

초기 곡선이 결정되면 발달 패턴은 발달 경로에 의 

해 결정된다. Table 1은 곡선의 발달 패턴을 발달 경 

로 유형에 따라 요약하여 보여준다. 아래 에서는 각 

발달 패턴을 생성하는 방법을 설명한다.

3.1 합성팬에 의한 발달

가장 간단한 발달 패턴 岫, 0은 주어진 곡선 

r”(s) 과 기저 립 r'(s) 의 시간 인수 /에 대한 선형 

혼합으로 정의된다. 이 경우 발달 경로 %(s, t)는 식 

(6)에 의해 다음과 같이 합성팬으로 표현된다:

f)r'(s) + rr"(s) = r'(s) + «r"(s)-r'(s))

1 — h — 2
=r(5)+ ?(25(l-5)f (s)) (11)

=r'(s) + p<*")

식 (7)에서 합성팬의 제어 벡터를 알 수 있으므로 

공간 인수 s에서의 발달 경로를 계산할 수 있다. 이러 

한 곡선 발달을 합성팬에 의한 곡선 발달(DCF, 
development by composite £m)이라고 한다. 일반적 

으로 이 발달 패턴은 곡선 나이가 0이나 1일 때 외에 

는 립들을 포함하지 않는다.
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(a) (b) (c)
DCF DFL DFC

Fig. 4. 베지어 곡선의

(e) (f)
DFL DFC

어)

DCF
발달 패턴의 유형과 예.

곡선 b(s) = r；(s) 와 0차의 립 r?(s) 에 대해서, 

DCF는 다음과 같이 일반화 된다:

4/("； r；,g) = (l-f)r；(s) + *(s)  

=rg(s) + p®)
(⑵

식 (11)에서 곡선 혼합 순서를 바꾸면 발달 패턴이 

거꾸로 된다: d%, 1-t) = (lT)r"(s) + h」(s). 즉, 

곡선은 복잡한 쪽에서 간단한 쪽으로 변화하게 된다. 

이를 형태학적 퇴화라고 할 수 있고, 4절에서 형태학 

적 변환에 이용된다.

Fig. 2의 맨 윗줄은 두 가지 11차 곡선에 대해서 합 

성팬에 의한 발달 경로의 예를 보여준다. Fig. 3의 윗 

줄은 이에 따른 발달 패턴을 보여준다. Fig. 4의 (a)와 

(d)는 기저립으로부터 시작하여 주어진 곡선으로 성장 

하는 일련의 과정을 순차적으로 보여준다. 합성팬 발 

달의 특징은 모든 특징(예를 들어, 주름이나 꼬임)들 

이 발달 초기 단계부터 발생한다는 것이다. 곡선의 차 

수가 높을수록 이러한 특징 발달의 선형성이 뚜렷이 

드러난다. 이러한 현상을 방지하기 위해서는 곡선의 

내부 구조를 고려해야 하며, 이러한 방법을 아래에서 

설명한다.

3.2 팬직선에 의한 발달

이 절에서는 특징들이 단계적으로 발생하게 되는 

구조적인 발달 방법을 설명한다. 기본 개념은 일련의 

립과 팬을 각각 중간 발달 단계와 경로로 이용하는 것 

이다. 식 (4)에서 두 인접한 립 r*(s)  와 /T(s) 에 

대해서 (2众京)，일련의 팬 벡터 2s(l-s)f* 「2(s) 

를 얻는다. 어떤 s에서의 팬 벡터를 순서대로 연결하 

면 다직선(polyline)을 얻게 되는데 이를 팬직선이라고 

한다(Fig. 1 참조). 이 절에서는 팬직선을 발달 경로로 

이용하는 성장인 DFL(development by fan lines)에 

대해서 설명한다.

가장 중요한 문제는 팬직선을 이용하여 발달 경로 

d"s,£)를 시 간 인수 t로 인수화하여 표현하는 것 이 

다. 다음과 같은 인수화가 가능하다:

1 n-2 :
d〃(s,F) = r(5)+ £ %•(顷2s(l—s)f (s))

z=0 , (13)

=r (s) + 2s(l - s)Z %(f)f(s)
z = 0

%(f) 는 시간 구간 ｛弓|0 =<...〈弓< … 

= 1｝에 대해 아래와 같이 정의된다:

<

0 for t<tt

for 住卩1,4+1]
上-1-弓
1 for r>"+i

(14)

시간 구간을 정하는 방법은 다양하겠지만, 가장 간 

단한 방법은 립의 차수로부터 얻어 내는 것이다: 

歸 = . (본 논문에서는 이 방식을 따른다.) 또

는 인접한 팬의 상대적인 길이를 이용할 수도 있다. 

만약 %⑺ 习인 경우, %3, £) = 4/成 0가 된다. 

식 (13)의 발달 패턴은 다음의 조건을 만족시킨다: 

d〃(s,0) = r」(s) 및 d〃(& 1) = r"(s). 또한 E일 

때 발달 패턴은 립에 해당한다: Afl(s, tf) = r'* ‘(s). 

b(s) = r；(s) 과 g차의 립 欢(s') 에 대해, DFL은 다 

음과 같이 일반화 된다:

d〃(s,f;r；,r；) = r；(s)+2s(l-s) 勾 끼/)f'(s) (僅) 

i = q-\

시간 인수 I가 속한 시간 구간을 미리 알고 있으면 

(즉, 住 식 (13)은 아래와 같이 단순화
된다:

d〃(方) = r'(s) + 2s(l-s)[ £f'(s) + aa)f々서

\i = o 丿

=r'(s) + 2s(l-s)(f*'(s)  + a0f*(s))  (16)
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팬 衬「Is) 은 식 (5)와 ⑺로 간단히 계산할 수 

있다.

일반적으로 DFL에 의한 발달 패턴에서는 어린 곡 

선은 성숙한 곡선에 비해 확실히 단순한 모양인데 이 

는 립의 점진적 발달 성질에 직접적으로 기인한다. 예 

를 들어, 2차 립 /(>) 는 평면에 정의되는 포물선의 

일부인데, 이 곡선에 주름이나 꼬임과 같은 복잡한 특 

징 이 있을 수 없다. 하지만, 상위 차수의 립에서는 섬 

세한 특징들이 얼마든지 발생할 수 있다.

Fig. 2의 가운데 줄은 DFL로 생성된 팬직선 방식의 

발달 경로의 예를 보여 준다. 이는 Fig. 2의 첫 줄의 

DFC 방식과 매우 다르다. 이는 DFL에 의한 경로에 

독특한 내부 구조가 반영 되 어 있기 때문이 다. Fig.3의 

가운데 줄은 DFL 방법에 의한 발달 패턴을 보여 준 

다. Fig. 4의 (b), (e)는 DFL 방법에 의해 기저립으로 

부터 시작하여 주어진 곡선으로 성장하는 일련의 과 

정을 순차적으로 보여준다. Fig. 4의 (a)와 (b)에서, 

초기 단계부터 발달 패턴에 차이가 남을 알 수 있다. 

특히, 주름이나 꼬임이 발생하는 시점에서 큰 차이가 

있다.

3.3 팬곡선에 의한 발달

DFL은 곡선의 구조 정보를 활용한다는 점에서 

DCF와 다름을 알 수 있다. 그런데 , DFL의 발달 패턴 

은 시간 인수에 대해 C*  연속성만을 갖는다. 이러한 

현상은 일부 응용에서는 문제가 될 수 있다. 예를 들 

어, 발달 패턴을 이용하여 부드러운 곡면을 생성하고 

자 하는 경우 DFL 방법으로는 C0 연속성밖에 보장할 

수 없다. 이러한 한계를 극복하기 위해, 이 절에서는 

다직선 대신 부드러운 곡선을 발달 경로로 삼는 곡선 

발달 방법을 설명한다.

기본 개념은 팬직선을 이용하여 곡선을 정의하여 

이를 발달 경로로 사용하는 것이다. 특히 이 곡선을 

팬곡선이라고 한다. 정해진 공간 인수 s에 대해 팬곡 

선 铲「'(") 은 "-1차의 베지어 곡선으로 정의된다:

矿洋) (17)
2 = 0

식 (17)은 어떤 시간 /에서 은 모든 립

들을 혼합하여 얻은 곡선임을 의미한다. 식 (13)의 

%(s) 와 달리 번슈타인 함수를 혼합에 사용하기 때 

문에 정의되는 일련의 곡선은 연속적이다. 아래에서 

는 팬곡선을 성장 경로로 하는 곡선 발달 방법인 

DFC(development by fan curves)에 대해서 설명 

한다.

DFC의 발달 패턴 d/c(s,t) 은 아래와 같다:

&(財)』妇(“)=£广1(以广")

i=0

n~\( f z-1 . 1
=£ r'(s) + 2s(l_s)£fp) 8；W)

Z=ov j=Q J

I n—\ i— 1 1 /i c、
=r'(5)+ 25(l-5)2 £f'(s)矿"(/)([8) 

i=Gj = 0

= rls) + 2s(l-s)£f「(s)矿T(f) 
z-0

위 식에서 발달 경로는 일련의 합성팬들을 혼합하 

여 정의 됨을 알 수 있다.

Fig. 2의 마지막 줄은 DFC로 생성한 발달 경로의 

예를 보여 준다. Fig. 3의 마지막 줄은 DFC로 생성한 

발달 패턴의 예를 보여 준다• DFC의 결과가 DFL의 

결과와 유사해 보이지만 결정적인 차이는 발달 패턴 

의 곡선들의 연속성이다. Fig. 4의 (c), (f)는 기저립으 

로부터 시작하여 주어진 곡선으로 성장하는 일련의 

과정을 순차적으로 보여준다.

DFC만이 연속적인 성장 경로를 얻는 곡선 성장 

방법은 아니다. 예를 들어, 립 상의 각 점을 통과하 

는 스플라인 곡선을 정의할 수 있다. 이를 DSC 

(development by spline curve)라고 하자. DSC와 

DFC에서 발달 경로 곡선의 제어점은 같지만 혼합방 

법이 다르다.

4. 형태학적 변환

곡선의 형 태학적 변환은 두 곡선 a(s) = r：(s) 과 

b(s) = r；(s) 에 대해 이들의 변환 과정을 표현하는 

중간 곡선들을 찾는 문제이다. 특히, 본 논문에서는 두 

곡선들의 특징과 구조를 모두 반영하는 변환 과정을 

시간 인수에 대해서 인수화하여 표현하는 방법들을 

제시한다(Table 2 참조).

첫 번째 방법 (TLI)은 주어진 곡선을 선형 혼합하는 

것이다. 이 방법은 특별한 제어 요소를 갖지 않는다. 

따라서, 복잡한 특징을 갖는 고차 곡선에 대해서는 그 

결과가 바람직하지 않은 경우가 많다. 특히, 고차 곡 

선에서는 제어점이 매우 복잡하고 때로 폭주하는 경 

우가 있어, 대응하는 특징을 찾기 어렵고, 결과적으로 

변환 패턴에 오류가 발생할 수 있다.

이 문제의 해결을 위해 본 논문에서는 곡선의 발달 

정보를 특징 대응에 이용한다. 즉, 매우 다른 복잡한 

곡선들이라고 할지라도 그들의 발달 초기단계는 매우 

한국CAD/CAM학회 논문집 제 12 권 제 5 호 2007년 10월 



360 이주행, 박형준

유사할 수 밖에 없고, 이 단계에서의 특징 대응은 상 

대적으로 용이하다는 것이다. 예를 들어 Fig. 4의 

DFL이나 DFC 결과에서 기저립에 가까운 초기 곡선 

들은 공통적으로 포물선 모양으로 단순하다. 따라서 

3차 정도의 곡선들은 선형 혼합으로 별다른 문제가 발 

생하지 않는다. 고차의 곡선이라도 특징이 두드러지 

지 않는 경우라도 마찬가지이다. 이러한 중간 발달 단 

계에서 곡선의 특징을 대응하여 혼합하고 추가적인 

발달을 시키는 것이 본 논문에서 제시되는 곡선 변환 

의 기본적인 개념이다.

두 번째 방법 (TCE)에서 먼저 DCF 방법과 3차 혼 

합을 실험한다. 이전 연구卩기3削에서 변환 패턴 생성을 

위한 추가적인 제어 도형을 사용한 여】가 있다. 본 논 

문에서는 하위립 중 하나가 DCF 패턴의 초기곡선으 

로 혼합에 참여한다. 혼합 이후에 보외 (extrapolation) 
를 통해 추가적인 제어를 하게 되는데 이는 결국 선 

형 혼합 패턴의 재인수화에 해당한다는 것을 발견 

했다.

이러한 제약을 해결하기 위해 세 번째 방법(TDE) 
에서는DFL, DFC, DSC와 같은 구조적 발달 패턴과 

2차 혼합에 사용하게 된다. 다음 절에서 세 가지 방법 

을 자세히 설명한다.

Table 2. 변환 패턴 생성방법 유형

생성 방법 표기
선형보간 

개수

발달 

유형

보외법 

제어

선형혼합 

(TLI) 侦3, 0 1 없음 없음

3차혼합, 보외 
(TCE) 七시& 0 6 DCF 

(묵시적)
있음

2차혼합, 구조적 
발달 및 보외

(TDE)
4

DFL
DFC
DSC

있음

4.1 선형 보간에 의한 변환

선형 혼합은 곡선 변환의 가장 간단한 방법이고 

이 를 TLI(transformation by linear interpolation) 
라고 한다. 차수 m과 "의 두 곡선 a(s) = r：(s) 와 

b(s) = r；(s) 에 대해 먼저 적당한 차수 올림回을 수 

행하고 대응 제어점을 혼합한다. 예를 들어, m〈"일 

때 r：(s) 의 차수를 m에서 n으로 올려서 을 

얻는다:

r%)=支 r 財％)=支啓晦)*%) (19)
i=0 (=0

이 때 선형 변환은 아래와 같다:

t®,t; r* rj) = (l-鴻(s) + 航(s)

= (lT)fU"(s) + /r；(s) (20)

SO

TLI에서 특징 대응은 단순히 제어점의 인덱스에 의 

해 결정되는데, 이 방법은 간단한 곡선들에서는 문제 

가 없다. 하지만, 복잡한 곡선에 적용하면 변환 패턴 

이 단조롭고 선형적이다. 즉, 변환 패턴상의 어떤 곡 

선에서도 두 곡선의 특징이 동시에 뚜렷이 나타난다. 

이런 현상의 효용은 응용에 따라 결정된다. 예를 들 

어, 애니메이션에서는 지루하게 느껴질 수 있고, 

CAD 곡면 설계에서는 최소한 나쁘다고는 할 수 없을 

것이다. Fig. 7(a)는 TLI로 두 베지어 곡선 사이의 변 

환 패턴을 생성한 예를 보여 준다.

4.2 삼차 혼합과 보외에 의한 변환

선형 혼합에 의한 TLI 변환 패턴의 단조로움을 피 

하기 위해 하위립을 제어 곡선으로 추가하여 3차 혼 

합을 시도하는 과정과 이 방법의 의미를 설명한다. 

이 절에서 제시된 방법은 먼저 추가 제어 곡선으로 

주어진 곡선의 하위 립을 선택한다. 주어진 두 곡선 

a(s) = r；(s) 와 b(s) = r；(s) 그리 고 두 하위 립 

r“s) (iMpVm) 와 r；(s) (OMgM") 에 대해 3차 

혼합을 이용하여 변환 패턴을 얻을 수 있다:

= a(s)B 如)+c(s)B 沧)+ d(s)B；(f)+b(s)房(f)

⑵) =r；(s)B 氾)+ 匕(s)B 治)+ r；(s)度(f)+r；(s)B 沧)

이러한 혼합을 TCB (transformation by cubic 
blending)라고 한다. 식 (21)은 De Casteljau 알고리즘 

과 유사하다:

t；(E = (l")r；(s) +保幻 (22)

t；(s") = (lT)r*s) + M(s) (23)

t；(s, 0 = (1- F)rg(s) + *(s) Q4)

to(s,Z) = (l-/)tj(s) + rt}(s) (25)

= (l-f)t；(s) + ft；(s) (26)

t：(sj) = (1 if)t()(s) + Ft](s) = /) (27)

식 (22)-(27)을 각각 형태학적 성장과 변환의 관점에 

서 해석할 수 있다(Fig. 5 참조). 먼저 식 (23)의 

t；(s") 은 TLI에 의한 하위립 사이의 변환 패턴이다: 
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t：(s, t) = t®, f;r£, r：). 이를 기저변환(base transfor

mation)^- 부른다. 기저변환에서는 단순한 특징간의 

대응 및 혼합만 발생한다고 가정한다. 식 (22)의 

結(s,r) 와 식 (24)의 t；(s,r) 은 식 (⑴과 (12)로 

얻을 수 있는 DCF 성장 패턴이다: t'(5,0 = 
d/"s, 1-f;r；,p) 및 t；(s,f) =d/"s，;r；,g). 이 발 

달 패턴은 기저변환의 t[(s,0 의 결과와 혼합되는데, 

이를 통해 발달과 변환이 동시 에 일어나게 된다. 예 

를 들어 식 (25)에서 t；(s,f) 과 t；(s,/) 을 2차 혼 

합한다 : t：(s”) = rXs)瓦(/) +匕(s)g/)+r3(s)B；Q) . 
이는 r；(s) 의 성숙함과 기저변환의 특징변환 모두를 

혼합하게 되는 것이다. 식 (26)도 이와 유사한 2차 혼 

합이 다: ((5 = %)虜0) +r；(s)虜⑺+r；(s)虜⑺ . 

식 (27)에서 두 중간 변환 결과 와 t；(s,f) 가 

선형 혼합된다. 하지만 t：(s,£) 와 辭(s,f) 가 미성숙 

한 특징들 만을 갖고 있기 때문에 에도 유사 

한 미성숙의 문제가 상속된다(Fig. 7(b) 참조). 이는 

기저변환에서 하위 립간의 단순한 특징 대응으로 발생 

하는 부작용으로 볼 수 있다. 따라서 최종적인 고려 

사항은 식 (27)의 결과에 대한 전반적인 크기 제어방 

법이다.

기본적으로 미성숙한 곡선에 발달 시간을 더 부여 

하면 추가적인 성장을 기대할 수 있다. 문제는 성장의 

정도를 결정하는 것이다. 이를 위해 본 논문에서는 발 

달 연령(developmental age) 개념을 사용한다. 우선 

주어진 곡선의 발달 연령은 최대 성숙도를 고려하여 

다음과 같이 정의된다: g,(r?(s)) = &愈如)) = 1. 립 

匕(s) 의 발달 연령은 다음과 같이 정의된다:

&疋⑸)=2二? (28)
m-\ 7

m과 p는 곡선 r；(3)= a(s) 과 r*(s)  의 차수이다. 

변환 패턴 t：(s,f) 의 발달 연령은 아래와 같다:

gd(t；(W)) = (iT)gd(rf(s))+ 也(r*(s))  

吁극 (29)

변환 패턴 tS(s,r) 의 발달 연령은 아래와 같다:

gd(to(s")) = £瀚屈⑺ (30)
i = Q

위 식에서 제어 곡선의 발달 연령은 다음과 같다: 

Sd,。=(r：(s))，初,I = gd(r«s)), g" = gM(s)), 
gd,3 = 切(就(幻). 기저 립으로 기저변환을 한 경우, 즉

P = q= \ 이면, t；(5,/) 와 tj(s’) 의 발달연령은 아 

래와 같이 단순화된다:

gd(t：(s,f)) = 0

ga(tj(s/)) = £舞,房(/)=院(£) + 8；⑺ (31)

7 = 0

위 식에서 f = 0.5일 때의 t；(s,0.5) 의 발달 연령은 

0.28인데 이는 곡선의 미성숙함을 설명한다.

본 논문에서 의 추가 성장을 위해 기저 변 

환 t；(s,£) 과의 보외 (extrapolation)를 적용한다:

t“(s, 0 = (1-e(/))t；(s, f) + e(f)tj(s, t) (32)

위 식에서 e(i) 아래와 같이 정의되는 보외 인수이다: 

知)一 f(畑少 =―1— (33)

gd(ti(s*))-gd (t；(s")) 1-3*1T)

식 (32)는 변환 생성 방법인 TCE (transformation 
by cubic blending and linear extrapolation)를 설명 

한다. 사용된 보외 인수 四)는 주어진 곡선과 하위립 

의 차수에 영향을 받지 않는데, 이를 변형하여 사용할 

수도 있다.

Fig. 7(c)는 p = g = 1 일 때의 변환 패턴을 보여 

준다. 이는 식 (32)를 통해 Fig. 7(b)의 결과에 추가적 

인 성장을 허용한 것이다. 즉, 제시된 방법을 통해 3 
차 혼합만 사용했을 때의 미성숙의 문제를 해결할 수 

있었다. 하지만, 식 (32)를 분석해 보면 주어진 곡선 

r；(s) 와 r；(s) 의 선형 보간을 재인수화한 것과 같음
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을 알 수 있다:

tce(")=知)(爲(少#(S)+B；(f)片(町)

= 昂二时(」'况&) +闩(町)(34)

이는 TLI와 TCE의 변환 패턴은 모양 자체가 아니 

라 특정 모양이 나타나는 시점만 다른 것임을 의미한 

다. 이는 사용된 DCF 발달의 선형성에 기인한다. 따 

라서 아래에서는 이 비선형 발달을 사용하여 TLI와 

TCE로는 생성할 수 없는 발달 패턴을 만드는 방법을 

제시한다.

4.3 발달과 보외에 의한 변환

위 절에서 TCE는 DFC의 선형성으로 인해 곡선의 

구조적인 변환을 표현할 수 없었음을 보였다. 하지 

만, 이를 위해 고안된 식 (21)-(27)는 발달 패턴을 곡 

선 혼합에 이용할 수 있는 가능성을 열어 주었다. 또 

한 식 (32)를 통해 곡선의 추가적 인 성장을 제어 하는 

방법을 제시하였다. 본 절에서는 TCE의 기본 방법에 

발달 방법으로 구조적이고 비선형적인 DFL이나 DFC 
방법을 사용하여 변환 패턴을 생성하는 방법을 제시 

한다.

식 (27>의 3차 혼합은 기저 변환 패턴과 두 DCF 발 

달 패턴의 2차 혼합으로 해석할 수 있다:

2 19 19 17t；(s”)= t0(s, /)50(Z) +1] (s, + t2(s,

=4/佃,1 -1; 务)+1®, t; 1% rf)5,(0

„ 2 (35)
+ 4/(s, t; rb,q)B2(t)
=%,如,t)

여기서 식 (35)의 발달 패턴 DFL이나 DFC로 교체 

하면 다음과 같은 2차 혼합을 얻는다:

td,n(s/) = Ms, 1-f; r^,p)Bl(t) + t\(s,t;匕,

+ dn(s/; r；,g成(J) (36)

td,fc(W) = dfjs, 1-f; r",p)Bl(t)+t\(s,t; %武戒(0

+ dfc(M r；,g)虜(7) (37)

식 (36)와 (37)도 미성숙한 곡선을 생성한다(Fig. 
7(d) 참조). 따라서 다음의 추가 성장 단계를 적용해야 

한다:

tde,*(s,f) = (l -e(0)t/(s,f) + e(l)td,*(s,f) (38) 

위 식은 변환 방법인 TDE(transformation by 
develoment and linear extrapolation)를 나타낸다. 

(Fig. 6 참조).

Fig. 7(e)는 기저립을 기저변환에 사용할 때, 즉 

p = q= 1 일 때의 TDE 결과를 보여 준다. TLI와 

TCB 방법에 비해 변환 패턴의 곡선이 더 부드러운 

특징을 갖고 있음을 알 수 있다. 하지만, 추가 성장이 

과도하게 적용된 경우가 발생할 수 있음을 알 수 있 

다. 이는 발달 연령의 추측의 오류에 기인한다.

t 心(s,r) = (1- e(/))t, (s,t) + e(0td.(5,/)

Fig. 6. TDE 변환 방법의 설명.

이 문제는 보외 인수를 다음과 같이 일반화하여 해 

결할 수 있다:

이“"U1T) (39)

즉, e次) 는 /쎄 상관없이 1=0.5에서 최대값을 갖 

는다. 또한 0<“<4 이면 항상 e*)>l  이 된다. 그 

런데 修4 일 때 최대값 e/0.5) 이 너무 크므로 일 

반적으로 0<”M3 를 사용하는 것이 좋다. Fig. 7(f) 
는 개선된 보외 인수를 사용한 TDE의 결과이다. 곡선 

이 부드러우면서도 적당한 크기를 갖고 있음을 알 수 

있다.

보외 인수 일반화를 통해 과도 성장의 문제를 해결 

할 수 있지만, 선택한 하위립의 차수가 너무 낮으면 

변환 패턴의 곡선이 너무 단순할 수 있다. 이 때는 좀 

더 높은 차수의 하위 립을 기저 변환에 사용하면 된다. 

Fig. 7(g)는 p = g = 4 일 때 보외 전의 변환 패턴이 

고, Fig. 7(h)는 0=3 으로 보외했을 때의 최종 변환 

패턴을 보여 준다. 최종 결과는 적당한 크기를 가지면 

서도 특징이 부드러우면서도 이전에 비해 더 선명해 

짐을 알 수 있다.
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(a) (b) (c) (d) (e) (f) (g) (h)

Fig. 7.곡선의 형태학적 변환 예 : (a) TLI패턴; (b)기저변환 

(회색 실선)과보외 전의 TCE패턴0 = g= l);(c)(b) 
의 보외 결과; (d) 기저 변환과 보외 전의 TDE 패턴 

(p = g=l); (e) (d)의 보외(”=3.0); (f) (d)의 보외 

9 = 2.7); (g) 기저변환과 보외 전의 TDE 패턴 

(P = q = 4)； (h)(g)의 보외(戶=3.0).

6. 결 어

립과 팬은 베지어 곡선의 고유한 구조 정보를 담고 

있는 기하학적인 특성이다. 본 논문에서는 이들을 이 

용하여 베지어 곡선의 발달과 변환 패턴을 생성하는 

방법을 제시하였다. 제시된 곡선의 형태학적 발달 방 

법 (DFL/DFC)은 선형 발달(DFC)에 비해 곡선의 구 

조적 성장을 잘 보여준다. 제시된 곡선의 형태학적 변 

환 방법(TDE)은 선형 혼합(TLI)이나 3차 혼합(TCE) 
으로 만들 수 없는 독특한 변환 패턴을 만들 수 있다. 

또한, 제시된 방법을 베지어 곡면으로 쉽게 확장할 수 

있다.

제시된 방법은 단일 베지어 곡선에서 대해서 적용 

되기 때문에 독립적인 특징에 적용하기에 적당하지만 

생물이나 인공물 개체의 전체적인 모습을 나타내는 

윤곽선에 적용하기는 쉽지 않다. 따라서 , Fig. 8에서는 

단일 곡선 단위로 변환과정 이 적용되었다. 즉, 다각형 

내부 구조로 분할되는 대응 곡선쌍에 대해서 제시된 

변환 방법을 개별적으로 적용한 것이다. 따라서 변환

(a) (b) (c) (d)

Fig. 8. 어류의 발달 과정: (a) TLI 패턴; (b)p = g = 1일 때 기 

저변환(회색 실선)과보외 전의 TDE패턴; (c) 0= 2.4 
일때 (d)에 대한보외;(d)p = g = 3일때 기저변환과 

보외 전의 TDE 패턴 (e) 0=3.0일 때 (g)의 보오］.

패턴의 전체 윤곽선에선는 곡선의 연속성을 처리할 

수 없다. 이런 문제를 해결하기 위해 스플라인에 대한 

립과 팬을 정의하여 본 논문에서 제시된 발달 및 변환 

방법을 시도해도 좋을 것이다.

곡선 변환 과정에서 기저변환을 적용할 하위립을 

선택하는 것을 자동화 할 수 있을 것이다. 즉, ［16］에 

서 제시된 립 불변 곡선 변형 방법을 사용하여 두 

곡선의 차이를 측정하고 차이가 가장 적은 하위 립들 

간에 기저 변환을 수행하는 것이 가능할 것이다.

차수 내림”"！은 곡선의 발달 패턴을 생성할 수 있 

다. 본 논문에서 제시된 변환 패턴 생성 방법에 적용 

된다면 보외에 의한 추가 성장 과정을 피할 수 있을 

것이다. 왜냐하면 대부분의 차수 내림은 모양의 차이 

를 최소화하려는 과정이 들어 있기 때문이다. 단, 계 

산량이 좀 더 많을 수 있고, 변환 패턴의 인수화 표현 

이 어려울 수 있다.
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