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ABSTRACT
In this paper, we address the problem of robust geometric modeling with emphasis on surface to sur­

face intersections. We consider the topology and the numerical accuracy of an intersection curve to find 
the best approximation to the exact one. First, we perform the topological conh흥uration of intersection 
curves, from which we determine the starting and ending points of each monotonic intersection curve 
segment along with its topological structure. Next, we trace each monotonic intersection curve segment 
using a validated ODE solver, which provides the error bounds containing the topological structure of 
the intersection curve and enclosing the exact root without a numerical instance. Then, we choose one 
approximation curve and adjust it within the bounds by minimizing an objective function measuring the 
errors from the exact one. Using this process, we can obtain an approximate intersection curve which 
considers the topology and the numerical accuracy for robust geometric modeling.
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1.서 론

컴퓨터가 일반화된 지 20여 년이 지난 지금, 산업 

현장에서는 보다 복잡하고 높은 성능을 가진 상품의 

개발을 위해, 모델링, 시뮬레이션, 해석과 최적화를 위 

한 각종 소프트웨어를 필수적으로 사용하고 있다. 이 

러한 다양한 소프트웨어의 체계적이고 종합적인 사용 

을 통해서 디지털 실험실(digital laboratory)이나 디지 

털 생산(digital manufacturing)을 구현하는 단계에 있 

으며 이러한 가상의 환경하에서 상품의 성능 분석을 

통한 디자인이나, 또는 시뮬레이션을 통한 생산 단계 

의 최적 여부를 평가하는 것이 가능하게 되었다. 특히 

디지털 실험실은, 시간과 비용이 많이 들어가는 실제 

모형 제작을 통한 디자인의 평가 대신, 다양한 설계에 

대한 아이디어를 가상의 컴퓨터 모델을 이용해서 쉽 

고 빠르게 알아볼 수 있는 바탕을 마련해 주며, 작은 

변화에 따른 디자인의 성능 특성 변화의 확인을 통해 

서 최적 디자인을 보다 빠르게 찾는 것을 가능하게 하 

였다.

이러한 디지털 실험실 환경을 통한 개발은 정확한 

기하 모델로부터 시작하며 그 중심에는 그러한 모델 

을 생성 하는 CAD기술이 있다. CAD에 관한 연구가 

시작 된지 30여 년이 지난 지금, 여러 상용 CAD 프 

로그램들이 개발되었고 그 프로그램들은 학교 및 산 

업 현장에서 없어서는 안될 도구로 사용되고 있다. 그 

렇지만 이러한 비약적인 발전에도 불구하고, 현재 사 

용되는 CAD 시스템이 실제 제품의 설계와 개발에서 

사용될 때 기대된 수준만큼 도달하지 못한 것도 사실 

이다. 이러한 어려움의 근간에는 그 동안 간과되었던 

여러 가지 수학적인 문제들이 포함되어 있으며, 기하 

모델의 생성에 관련된 계산적인 것과 위상학적인 측 

면, 그리고 복잡한 기하 모델의 표현 및 처리들과 관 

련된 것들이 주를 이루고 있다叫
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정확한 기하 모델을 만드는 과정에서 겪는 어려움 

들 중, 제일 중요한 것은 바로 위상학적으로 일관되고 

수치적으로 정확한 기하 모델을 만드는 것이다. 여기 

서 '기하 모델이 위상학적으로 일관되다，라는 것은 만 

들어진 기하 모델이 크기나 모습에 관계없이 수학적 

으로 정의된 이상적인 모델과 같은 위상학적 구조를 

갖는다는 의미이며,，수치적으로 정확한 기하 모델， 

은, 만들어진 모델이 이상적인 모델과 수치적으로 동 

등하다는 것을 의미한다.

보통 기하 모델은 여러 개의 평면 및 곡면의 조합 

으로 만들어지게 된다. 이의 구현을 위해서는 여러 형 

태를 갖는 곡면의 교차 곡선을 구해야 하는데 , 특수한 

경우를 제외하고는 일반적으로 정확한 교차 곡선을 

구하는 것은 실제적으로 불가능하다闵. 먼저 교차 곡 

선을 표현하는 다항식의 차수가 상당히 높아질 수 있 

다. 한 예로, 3차 텐서곱 곡면 (bicubic tensor-product 
surface)들이 교차할 때, 그 정확한 교차선을 표현하는 

곡선의 차수는 수학 곡선 (algebraic curve)의 경우 

324까지 올라갈 수 있으며, 매개변수 영역에서는 각 

변수별로 차수가 54까지 이를 수 있다叫 또한 부동 

소수점 연산시 컴퓨터에서 제공하는 제한된 정밀도로 

인해서 발생하는 라운딩(rounding)에 의해서, 비록 정 

확한 교차 곡선 식을 구했다 하더라도, 실제 연산은 

정확한 계산 값을 주지를 못하게 된다. 이의 해결을 

위해서 exact arithmetic, symbolic arithmetic 등의 

방법을 생각해 볼 수 있으나, 메모리 사용이 커지고 

또 연산 시간이 많이 걸리기 때문에 실제 구현에는 사 

용되기 어렵다. 따라서 대부분의 경우 해결 방안으로 

낮은 차수의 곡선을 이용해서 교차곡선을 근사시키는 

방법이 많이 쓰이고 있다. 이 방법은 교차 곡선을 표 

현하는 다항식의 차수를 낮추기 때문에, 연산 시간 및 

메모리 사용을 최소한으로 유지시킬 수 있다. 그렇지 

만, 이러한 방식은 기본적으로 정확한 표현이 아닌 근 

사 곡선을 이용하는 것이기 때문에, 교차 곡선 부위에 

서 필연적으로 오차를 발생시킨다. 근사 교차 곡선을 

이용해서 모델을 생성할 경우, 결국 서로 이어지는 곡 

면 사이에 틈을 남기게 돼서, 제대로 된 기하 모델을 

생성하지 못하게 된다"〕.

이와 같은 틈이 존재하는 기하 모델은 특히 솔리드 

모델을 정의할 때, 위상학적인 문제를 야기시킨다. 솔 

리드 모델은 수학적으로 모델의 내부, 경계 그리고 외 

부를 명 확히 구분할 수 있어야 하는데, Fig. 1에서 보 

여진 것과 같은 틈이 존재할 경우, 내부와 외부의 구 

분이 모호해 지게 된다. 이는 곧, 위상학적으로 잘못 

된 모델을 의미하기 때문에, 이를 바탕으로 한 각종 

계산이 의미가 없어지게 되고, 이후 신뢰할 수 없는 

결과를 얻게 된다.

또한 이러한 결점이 있는 모델은 메시(mesh)를 생 

성할 때에도 문제가 된다. 현재 많이 쓰이고 있는 모 

든 메시 생성 프로그램들은 기본적으로 완벽한 기하 

모델이 입력으로 주어지는 것을 기본으로 가정하고 

있다. 그렇지만, 틈이 존재하는 결점이 있는 모델이 주 

어질 경우, 메시를 생성흐｝는 프로그램들은 보통 이러 

한 모델의 결점을 인지할 수 있는 기능이 없기 때문 

에, 잘못된 메시를 생성할 수 있으며, 이를 바탕으로 

한 해석 프로그램의 결과는 신뢰할 수 없고, 최악의 

경우 해석 프로그램 자체가 멈추게 될 수 있다.

「,.嘔교竈LN

(a) (b)

Fig. 1. (a) 연결되는 두곡면간에 발생한틈을 보여주는 그림 . 

(b) 근사된 교차 곡선을 이용할 때 발생하는 틈을 보여 

주는 그림 ([5]에서 인용).

이러한 문제는 CFD(computational fluid dynamics) 
와 CAD프로그램간의 연결시 종종 발생한다叫 이런 

문제들 때문에 CAD 시스템이 보다 강력한 디자인과 

개발 도구로써 사용되는 데에는 어려움이 있다. 이러 

한 모든 문제의 근원은 기하 모델 링 단계 에서 수치 적 

으로나 위상학적으로 정확하지 못한 기하 모델의 생 

성에 기인하며, 이는 곧 현재의 모델링 시스템이 정확 

한 기하 모델을 생성할 경우 개발 시간의 단축 및 최 

적의 디자인을 자동으로 찾을 수 있다는 것을 의미한 

다. 이러한 문제들은 실제 산업 현장에서 대두되고 있 

지만, 그것들의 해결을 위한 연구는 전 세계적으로 미 

미 한 실정 이다. 특히 국내에서는 이와 관련된 인식과 

기술이 부족한 실정이고 이에 따른 노력도 전무하다. 

따라서 이러한 문제의 해결 및 관련 분야에서 선도적 

인 입지를 구축하기 위한 다각적인 이론 및 수치적인 

연구가 필요하다.

2. 관련 연구 및 목적

기하 모델링과 메시 생성시 발생할 수 있는 오차 

중 교차 곡선에 기인한 것이 큰 부분을 차지한다U 
이는 수학적으로 정 확한 교차곡선을 구흐｝는 것은 실 
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제적으로 불가능하기 때문에 주로 발생하는 문제이 

다. 그렇지만 실제 응용의 관점에서 보면, 근사 곡선 

이 정확한 교차 곡선에 “충분히” 가까우면서 위상학 

적으로는 일관성을 갖추도록 하면 교차 곡선의 근사 

로 인한 오류 발생을 피할 수 있다电 그러므로 본 논 

문에서는 실제 응용의 범위 내에서 위상학적 측면과 

수치적 정 확성을 갖는 자유 곡면간의 근사 교차선과 

기 하 모델을 구현하는 방법 의 개 발과 그에 기 반이 되 

는 이론적/수치적 기법에 대해서 논의한다. 먼저 연구 

목표의 명확한 개념적인 이해를 돕기 위해 다음의 두 

가지를 정 의 한다.

정의 1
위상학적 일관성 (topological consistency)이란 만 

들어진 모델(곡선 및 솔리드)이 이상적인 수학 모델과 

위상학적으로 동일하다는 것으로 정의한다.

정의 2
수치적 정확성 (numerical accuracy)을 얻는다는 것 

은 주어진 오차 범위 내에서 위상학적 일관성을 유지 

하면서 수학적으로 정의된 정확한 기하 모델(곡선 및 

솔리드)에 근사시키는 것으로 정의한다.

위상학적 일관성은 교차 곡선의 위상학적 일관성 

과, 교차 곡선 및 곡면으로 이루어지는 최종 기하 모 

델의 위상학적 일관성으로 구성되어 있다. 교차 곡선 

의 위상학적 일관성은 근사 곡선이 정확한 교차 곡선 

과 같은 위상학적 구조를 갖는지의 여부로 확인할 수 

있다. 다음, 모델의 위상학적 일관성은 최종 모델이 수 

학적으로 정확히 정의된 모델과 위상학적으로 동일한 

지와 솔리드 모델의 경우에 있어서는 바로 최종 모델 

이 방수모델 (watertight model)인지를 확인하는 것으 

로 알 수 있다. 여기서 방수 모델이라함은 모델에 어 

떠한 틈도 없어서 내부와 외부를 명확히 구분할 수 있 

는 모델을 의미한다. 이는 교차 부분에서 틈의 존재 

여부로 판별할 수 있다. 따라서 주어진 오차범위 내에 

서 교차 곡선을 구하고 구한 근사 교차 곡선의 수치적 

정확성을 이루면, 그것을 이용한 모델 또한 정확한 최 

종 모델과 위상학적으로 동일하게 된다.

지금까지 교차선에 대한 연구는 주로 수치적 정확 

성 측면과, 효율적인 방법의 개발에 집중되어 왔다也q 

특히 낮은 차수의 NURBS 곡선을 이용해서 교차선을 

근사시키는 방법 이 주목을 받아 왔다回. 그렇지만, 국 

내외에서 교차선의 수치적 정확성과 위상학적 일관성 

을 동시에 고려한 문제가 관심을 끌게 된 것은 오래되 

지 않았으며 관련 연구도 거의 이루어지지 않았다. 

Song 등同은 처음으로 이러한 문제를 기술하였으며 이 

의 해결을 위한 방법을 제안하였다. 두 자유 곡면이 

교차할 때 , 교차 곡선을 중심으로 한 주변의 교차 곡 

면을 움직임으로써 교차 곡선에서 발생할 수 있는 틈 

을 오차 범위 내에서 제거한다. 주어진 조건에 따라서 

C1 또는 C2 연속성을 갖도록 할 수 있다. 그렇지만, 

일반적으로 재 설계 단계를 거치지 않는 한 최종 제품 

이 만들어 질 때까지 설계된 곡면에 인위적인 변형이 

가해지는 것은 바람직하지 않다. 그렇지만, [5]에서 제 

안된 방법은 인위적으로 곡면을 변형 시켜야 하기 때 

문에, 예기치 못한 문제점을 야기시킬 수 있는 단점이 

있다. Mukundan 등性은 validated ODE방법을 곡면 

교차곡선 문제에 적용하는 방법을 제시하였다. 그렇 

지만, 위상학적인 측면만을 고려한 교차 곡선의 오차 

범위만 제시했을 뿐, 구체적인 교차곡선의 계산은 다 

루어지지 않았다.

본 논문에서는 교차 곡선 주변의 곡면을 변형시키 

지 않고 실제 응용의 범위 내에서 위상학적인 측면과 

수치적인 측면을 동시에 만족시킬 수 있는 기하 모델 

을 구하기 위한 기반 문제 제기, 기반 이론 및 방법을 

제안 하며, 특히 교차 곡선에 대해서 논의를 하고자 

한다. 이를 위해 다음의 두 가지 세부 목표를 세우고:

A. 위상학적 일관성을 위한 근사 교차 곡선의 오차 

범위 결정.

B. 낮은 차수의 곡선을 이용한 교차 곡선의 근사 및 

오차의 최소화.

이의 달성을 위해서 다음과 같은 방법을 제안한다.

3. 기술적 접근 방법

3.1 개요

위상학적으로 일관되고 수치적으로 정확한 교차 곡 

선을 근사시키기 위한 단계는 Fig. 2와 같이 구성할 

수 있다.

Fig. 2. 전체 흐름도.

3.2 교차 곡선의 위상학적 배열

두 곡면이 교차할 때 교차 곡선이 어떻게 구성 되 
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어 있는지는 미리 알지 못한다. 따라서, 교차 곡선이 

폐곡선 (loop)를 이루고 있는지, 하나의 곡선으로 구성 

되어 있는지 아니면 두 갈래로 갈라지는 지점이 있는 

지 먼저 확인을 해야 한다. 이의 확인을 위해서는 위 

상학적인 구성을 살펴봐야 하며, 이는 곧 매개 변수 

영역 내에서 교차 곡선의 위상학적 분포를 구함으로 

써 알 수 있다. 이를 위한 첫 번째 단계는 바로 임 

계점들(border, turning, singular)을 구하는 것이다. 

이들 임계점들은 비선형 다항 방정식의 해의 형태로 

나타나게 되며, 이를 구하기 위해서는 수치적으로 방 

정식의 해를 구하게 된다. 본 연구에서는 Interval 

Projected Polyhedron 방법을 이용한다각 임계점 

들을 구한 다음, [10,11]에 제시된 방법을 이용해서 교 

차곡선의 위상학적 분포를 구한다. 이렇게 위상학적 

인 배 열을 구하면 복잡한 교차 곡선을 단순 증가 또는 

단순 감소하는 영 역으로 나누어 사용할 수 있게 된다.

3.3 교차 곡선의 추적 및 오차 범위 결정

본 단계에서는 앞서 구한 각 교차선의 시작과 끝점 

을 이용해서 각 교차선을 구하고 그에 상응하는 오차 

범위를 구한다. 각 교차선을 구하기 위해서는 미분 방 

정식을 이용한 주적법 (tracing method)을 이용한다卩〕. 

교차 곡선을 나타내는 식은 비선형 미분방정식의 형 

태로 표현이 되며 , 이를 풀기 위해서는 수치적 방법이 

동원된다. 대표적인 방법으로, Runge-Kutta법이나, 

Adams-Bashforth법을 들 수 있다. 그렇지만, 이런 방 

법은 기본적으로 근사방법이며, 정확한 오차 범위를 

주지를 못할 뿐만 아니 라 교차 곡선의 추적시 위상학 

적 문제를 야기시킬 수 있다〔이I 특히 looping과 

straying0] 문제가 된다卩』기. 따라서 본 연구에서는 

교차 곡선 계산시 위상학적 문제를 해결함과 동시에 

정확한 해를 포함하는 오차 범위도 구할 수 있는 

validated ODE 해법을 이용한다回. 여기서 validated 

ODE 는 validated Ordinary Differential Equation의 

줄임 말로, 이 방법은 interval arithmetic을 근간으로 

이루고 있으며, 매 계산 단계마다 해의 존재성/유일성 

이 보장되는 최소한의 영역을 잡아 가면서 해를 포함 

하는 영역을 찾아가는 수치 해석 방법이다. 일반적인 

미분방정식 해법과 비교해서, 수치적으로나 위상학 

적으로 좋은 결과를 내주고 교차 곡선에서 발생하는 

각종 수치적인 불안정성을 해결할 수 있는 장점이 

있다以

3.3.1 Validated ODE Solver
교차 곡선은 비선형 미분 방정식의 형태로 표현이 

되며, 이를 풀기 위해서 validated ODE를 기반으로 

한 풀이 방법을 이용한다]이3网. 이 방법은 정확한 해 

를 계산하지는 못하지만 해의 존재성과 유일성을 입 

증함과 동시에 정확한 해를 언제나 포함하는 오차 범 

위를 생성시킨다. 이 풀이법은 다음의 두 단계로 구성 

이 되어 있다:

Phase I

이 단계에서는 주어진 단계 (Fig. 3에서 (% 斗G 또 

는 (跖"+2))에서 주어진 미분 방정식의 유일한 해가 

존재하는 영역을 구한다. 이 영역은 Fig. 3에서 보여 

진 바와 같이 빗금 친 부분이며, 실제 정확한 미분 방 

정식의 해(비교를 위해서 Fig. 3에서 실선으로 표시 

됨. 실제로는 구해지지 않음)는 항상 이 영역 안에 존 

재하게 된다.

Phase II

이 단계에서는 Phase /에서 구한 매개 변수 Si 에서 

의 정보를 바탕으로, 에서 실제 정확한 미분방정식 

의 해가 가질 수 있는 값의 범위를 구하고 (Fig. 3에 

서 타원으로 표시 ), 또한 다음 단계에서 Phase I 에서 

구할 사각 영역의 크기를 최소화한다.

Fig. 3. Validated ODE기 반 미 분방정 식 풀이 법.

Phase /에서 구한 영역은 계산이 진행이 될수록 

워핑 (wrapping) 효과로 인해서 그 크기가 커지게 된 

다冋. 이를 최소로 줄이기 위해서 Phase II 에서는 

QR Factorization 방법을 이용하며“句, 동시에 다음 

단계에서 해의 영역을 구하기 위한 발판을 마련하게 

된다.

Fig. 4는 validated ODE법을 기반으로 해서 미분 

방정식의 해를 구하고 그 결과를 그림으로 나타낸 것 

이다. 그림에서 사각형들은 Phase /에서 구해진 해가 

존재하는 영역을 나타내며, 이 영역은 오차 범위로 사 

용된다. 여기서 실선은 정확한 미분 방정식의 해이며
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Fig. 4. Validated ODE기반미분방정식 해의 예.점선은오차 

범위를 나타내며 실선은 수학적으로 구한 정 확한 해를 

나타낸다.

비교의 목적으로 표시되었다. 이 그림에서 보여진 예 

에서와 같이, 위의 두 단계를 반복적으로 적용하게 되 

면 미분 방정식의 해를 둘러싸는 영역을 구할 수 있으 

며, 이 영역 내에서 정확한 해가 유일 하게 존재함을 

보장한다.

3.4 교차 곡선의 근사

본 단계 에서는 앞서 구한 교차 곡선의 오차범 위 내 

에서 정확한 교차 곡선을 근사시키는 낮은 차수의 곡 

선을 구한다. Fig. 5에서 보여진 바와 같이 교차 곡선 

은 매개변수 영역 (”, V)또는 (。, f)에서 정의된 곡선 

들의 3차원 공간으로의 매핑(mapping)에 의해서 표현 

될 수 있다. Validated ODE기반의 추적법을 이용해서 

교차 곡선을 구하면, 매개 변수 영역에서 정확한 교차 

곡선 K(s)과 &(s)를 포함하는 오차 영역 (사각형으로 

표현)을 구하게 된다. 결국, 구해진 오차 범위 내에서 

K(s)과 &(s)를 정확히 근사시키면, 매핑을 이용해서 

3차원 공간 상에서의 근사 교차 곡선을 구할 수 있게 

된다. 이의 근사를 위해서, 낮은 차수의 곡선을 사용 

하여 오차 범위 내에 위치하도록 한다. 이렇게 구해진 

곡선은 그 오차 범위 영역 안에 포함되어 있기 때문 

에, 주어진 미분방정식의 근사해로 볼 수 있다. 수많 

은 곡선들 중에서 하나의 곡선을 구하기 위해서 , 각 Si 

에서 범위로 주어진 매개 변수 값들의 중간 값을 선택 

하고, 이 중간 값들을 근사 시키는 곡선을 구한다. 본 

논문에서는 B-spline을 이용한 근사곡선을 생각한다. 

이 점들을 근사시키는 B-spline 곡선은 3차일 경우 노 

트벡터(knot vector) 7에 대해서

m
P(s) = £PNq (1)

i= 1

와 같이 표현이 되고, 그 근사 곡선의 계수들 F들은

최소자승법에 의해서 구할 수 있다W峋. 여기서 노트 

벡터 丁는 주어진 점들의 분포를 고려해서 결정을 하 

게 되며, 이를 위해서 [1 기에서 소개한 방법을 사용

3.5 근사 곡선의 오차 최소화

일반적으로 두 곡면이 교차할 때, 세 가지의 서로 

다른 교차 곡선을 표현하는 식들이 존재한다叫 Fig. 5 
에서 보인 바와 같이, 3차원 공간 상의 교차 곡선은 

교차 곡선의 선호길이(arc length)를 매개변수로 이용 

한 C(s)와, 곡면 八(", V)와，2(。, t)상의 곡선의 형태로 

얻어지는 G(s) = v(s))와 C2(«) = r2(o(s),
이렇게 세 가지의 형태로 각각 표현된다. 이상적인 경 

우, 이 세 곡선들은 하나의 곡선을 정의하게 된다. 그 

렇지만, 실제 연산에서는 컴퓨터 상의 부동소수점연 

산에 기인한 제약과 근사 곡선의 사용으로 인해서 세 

표현간에 오차가 발생하는 것을 피할 수 없다. 이러한 

오차는 근사 곡선을 정확한 교차 곡선과 '충분히 ' 가 

깝게 근사 시킴으로써 최소화하는 것이 가능하며 , 이 

와 같은 근사 곡선을 바탕으로 실제 응용 범위 내에서 

모델의 위상학적 일관성을 유지시키고, 또한 수치적

Fig. 6. 매개 변수 영역 내 교차 곡선과 오차 범위.
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정확성도 동시에 얻는 기하 모델을 구할 수 있게 된 

다. 이러한 근사로 인한 오차를 줄이기 위해서, 먼저 

3.4절에서 제시된 방법을 이용해서 근사 곡선 구한 

후, 이것의 오차를 줄이는 방법을 사용한다.

3.5.1 최적화를 통한 교차 곡선의 조절

각 매개 변수 영역에서 구해진 근사 곡선들을 오차 

범위 내에서 움직여 가면서 , G(s)와 C2(s) 간의 차이 

를 줄일 수 있으며 , 이 렇게 함으로써 정확한 교차 곡 

선에 가까이 근사하는 곡선을 구할 수 있다.

두 개의 교차하는 B-spline곡면 rt(u,v) (차수 m, ri) 
와 r2(<r, 顷차수 I, p)가 있다고 가정한다. 여기서 u, 

V,F 는 0과 1사이이고 s는 교차 곡선의 선호길이 

를 나타내는 매개변수로 가정한다. 이러한 가정하에 

서 각 매개변수 영역(W-V 와 a-t) 안에서 교차 곡선 

을 나타내는 식은 각각 다음과 같이 주어진다.

灼(幻=("(s),v(s)) ⑵

K2(S)=(。(幻,/(砂) ⑶

이를 이용하면 3차원 공간상에서 교차곡선은 다음 

과 같이 표현되며

G(s) = %("(s),v(s)) (4)

C2(s) = r2(<j(5), ?(5)) (5)

여기에 관련이 된 오차함수 E(s)는 다음과 같다.

研s) 비算沪寮)| (6)

이상적인 조건하에서는 두 교차 곡선식은 동일한 

하나의 곡선을 표현해야 하기 때문에 식 (6)은 영(0) 
이 되어야 한다. 그렇지만 보통의 경우 이를 만족시키 

는 것은 불가능하기 때문에 대신 그 값을 최소로 만드 

는 K과 &를 찾는 것을 목표로 한다. 식 (6)을 다음 

과 같이 쓸 수 있으며

r=(G(s)-C2(s))・(G(s)-C2(s)) (7)

결국 이 함수를 최소로 만드는 K와 &를 구하는 

것으로 문제를 정의한다.

3.5.2 해결 법

함수 (7)을 최소화 하는 문제를 풀기 위해서 두 가 

지의 방법을 고려할 수 있다. 첫 번째는 먼저 K］와 

K°를 바탕으로 합성함수 (function composition)방법을 

이용해서 푸는 방법이다. 그렇지만 함수를 합성하기 

때문에 식이 상당히 복잡해지고, 따라서 계산 시간도 

많이 소요된다. 두 번째 방법은 위의 최적화 문제를 

근사최적화 문제로 변환해서 푸는 방법이며 이 방법 

을 본 논문에서는 사용하였다.

앞서 소개한 validated ODE법을 이용하면, 각 s에 

대한 M/, V, q, £값을 구하게 된다. 이를 이용해서 다 

음과 같은 목적함수를 구할 수 있다.

广=£(G(s,)Y(号))・(*) “2(&.)) (8)
i= 1

여기서 W는 S, 점들의 개수가 된다. 식 (8)은 식 (7) 
과 수학적으로는 동등하지 않다. 그렇지만, 점의 개수 

w가 증가하면 식 (7)에 근접하게 된다. 이 최적화 문 

제는 제한 조건하에서 고려되어야 한다. 3.3.1 절에서 

소개된 validated ODE방법을 사용하게 되면, 정확한 

해를 포함하는 영역을 알 수 있다• 따라서 식 (8)을 

최소화 하기 위 하여 氏과 &를 정의 하는 독립변수들 

을 조절해야 하는데, 이것을 통해서 계산되는 U, V, (T, 
/는 구해진 오차범위 이내에 반드시 포함되어야 한 

다. 이를 최적화에 제한 조건으로 적용하기 위해서, 각 

s,에서 V,, t, 각각에 해당하는 범위를 이용한다. 

이 범위는 validated ODE방법 중, 3.3.1 절의 Phase 
II에서 구할 수 있다. 따라서 이를 식으로 표현하면 다 

음과 같다.

1 / / h I hvi<vi<vi

여기서 윗 첨자 /과 h는 각각 낮은 경계값(lower 
bound)과 높은 경 계값(upper bound)를 의미한다. 이와 

같은 제한조건 아래에서 목적함수 (8)을 최소화 하는 

K과 &의 계수(B-spline곡선의 경우 제어점(control 

point))를 구하기 위해서 본 논문에서는 L-BFGS-B최 

적화 방법을 이용한다网. 이 최적화 기법은 독립변수 

의 수가 많을 때 좋은 성능을 보여준다고 알려져 있으 

며〔坷 본 계산에 적합하다.

3.5.3 조절된 곡선의 검증

다음 단계는 조절된 근사 곡선이 오차 범위 내에 

포함되는지 검증하는 것이다. 본 검증을 위해서는 다 

음의 과정을 거친다. 먼저 구해진 각 곡선 氏과 &를 

각 점 s에서 노트(knot)삽입법을 이용해서 작은 단위 

한국CAD/CAM학회 논문집 제 12 권 저) 5 호 2007년 10월



350 고광희

로 쪼갠다. 이렇게 나누어진 각 곡선의 제어점이 계산 

된 오차범위 내에 있는지를 확인한다. 만일 오차 범위 

내에 없으면, 구해진 곡선이 오차범위 내에 들어있지 

않다고 결정한 다음, 제어점의 수를 늘린 새로운 K과 

K2를 계산해서 앞서 소개한 과정을 다시 반복한다. 보 

통의 경우 (9)의 구속조건을 만족하는 근사곡선은 오 

차범위 내에 포함된다. 이렇게 검증이 된 교차 곡선은 

정 확한 교차곡선과 위상학적으로 동등하게 된다.

4. 예 제

본 장에서는 앞서 소개한 알고리즘을 이용해서 실 

제 교차 곡선을 구하는 예제들을 소개한다. 이 계산을 

위해서 500MHz CPU와 128Mb RAM을 가진 Linux 
시스템을 이용하였다.

Fig. 7. 교차하는 두 베지에 곡면.

첫 번째 예제로 Fig. 7에 보여준 교차하는 두 베지 

에 곡면 g /)와 如, V)를 이용 하였다. 교차 곡선 

은 하나의 곡선으로 구성되어 있다. 시작점은 Interval 

Projected Polyhedron algorithm。1을 이용해서 구하면 

네 개의 interval (o, t, u, v) = ([0.0, 0.0], [0.49999, 

0.50001], [0.0, 0.0], [0.49999, 0.50001])로 나타난다. 

Validated ODE solver를 이용해서 교차 곡선을 구하 

면, s,마다 각 매개 변수 값들을 구할 수 있다. 그 중 

Fig. 8은 매개 변수 F에 대한 결과를 나타낸다. 

" = 0.5, b=0.5지점에서 임계점이 발생하며, 이 지점 

에서 교차 곡선을 나누어서 단순 변화하는 부분에 해 

당하는 교차 곡선을 포함하는 오차범위를 구한다. 구 

해진 明의 개수는 311개이며, u-v 영역에서 이를 표시 

하면 Fig. 9로 나타난다.

Fig. 8. 매개변수 f에 대 한 오차영 역.

먼저 s에서 각 매개변수 값들을 이용해서 각각 제 

어점 10개를 이용한 3차 B-spline곡선을 기반으로 근 

사 K과 &를 최소 자승법을 이용해서 결정한다. s,에 

서 매개 변수값은 구속조건 (9)에서 주어지는 범위의 

중간 값을 택한다. 이 근사된 K과 &를 이용하고 

3차원 공간상에서 식 (6)을 이용해서 교차곡선의 오차 

값을 구한다.

오차값은 각 s범위인 国, 5/+1] 안에서 적어도 세 개 

이상의 점들을 샘플하여 계산하였다. 본 예제의 경우 

전부 1241개의 샘플된 점에서 식 (6)을 계산하였다. 

구해진 오차의 최대값은 5.571X10： 평균값은 4.776 

X 1(戸이었다. 최적화를 한 다음에 같은 점에서 계산 

된 오차의 최대값은 6.32X 1(尸이었고, 평균값은 6.85 
XIO%이었다. 최적화를 하면서 최대 오차값은 소폭 

증가를 하였지만, 평균 오차값은 대폭 감소가 되었 

다. 두 번째 실험은 30개의 제어점을 이용해서 K과 

&를 구해서 최대 오차의 변화를 구해보았다. 최적화 

전의 최대 오차값은 4.78X10-5이었고, 평균은 4.77X 
10「5이었다. 최적화를 한 다음 최대 오차값은 6.3IX

한국CAD/CAM학회 논문집 제 12 권 저) 5 호 2007년 10월



토폴로지와 수치적 정확도를 통합한 기하모델링에 관한 연구: 곡면간 교차선 351

1(尸이었으며 평균 오차값은 1.88X 戚6으로 줄어드는 

결과를 얻었다• 본 실험에서 알 수 있는 점은 제어점 

의 개수를 고정시킨 상태에서 그 위치를 조절함으로 

써 전반적인 오차를 줄일 수 있다는 것이다. 즉 제어 

점의 수가 늘어나면 그만큼 곡선을 조절 할 수 있는 

자유도가 증가하게 되므로 좀 더 세밀하게 근사 곡선 

을 교차 곡선에 근접시킬 수 있다는 것을 관찰 할 수 

있다. 두 실험에서 비록 최대 오차값은 소폭 증가를 

하였지만, 그 지점에 노트 삽입(knot insertion)을 통해 

서 제어점의 수를 증가 시킴으로써 최대 오차값을 줄 

일 수 있다.

다음 예제는 단순하게 변하는 교차곡선을 선택하지 

않았을 경우 어떤 현상이 일어나는지를 보여주는 예 

제이다. 이를 위해서 Fig. 10에서 보여진 바와 같이 

교차하는 3차/2차 곡면들을 이용하였다. Fig. 11과 

Fig. 12는 validated ODE법을 이용해서 구한 it와 

영역에서의 교차곡선이다. 본 그림에서는 *에서 각 

매개변수 영역의 중간값을 직선으로 연결해서 그래프 

로 표시 하였다. K과 &를 위한 3차 B-spline곡선의 

제어점으로 각각 46개와 39개를 사용하였고, 최적화 

하기 전의 교차 곡선과의 최대와 평균 오차값은 각 

각 0.0004533과 0.0001732이었다. 최적화를 한 이 

후의 오차의 최대 값과 평균값은 각각 0.0005208과 

0.0001402가 되었다. 이 경우에는 최적화를 하여도 오 

차값이 줄어드는 정도가 미미하였는데, 그 이유는 회 

전임계점(turning point) (u = 0.5,。= 0.5)에서 곡선이 

급격히 변하기 때문에 , 주어진 제어점 (control point)의 

수로는 정밀하게 표현이 안되기 때문이다.

에서 관찰된 문제를 피할 수 있으며, 전체 오차를 줄 

일 수 있다.

Fig. 12. 교차곡선을 나타내는 u-v 곡선.

Fig. 13. 교차곡선을 나타내는 c-t 곡선.

Fig. 11. 교차하는 3차/2차 베지에 교차 곡면.

사실 이러한 경우는 처리과정에서 임계점으로 걸러 

지게 되며 두 개의 단순 변화 곡선들로 나뉘게 된다. 

즉, 실제 교차•곡선을 근사시킬 때에는 와 G-t 영역 

에서 단순 변화하는 부분만을 다루게 되므로 본 예제

5.결 론

본 연구에서는 기하 모델링에서 위상학적인 측면과 

정밀도 측면을 동시에 고려한 교차 곡선에 대해서 기 

존 방법의 문제점을 논하였고, 그것을 해결하기 위한 

이론적/실제적 방법을 제안하였으며, 제안된 방법의 

가능성에 대해서 논하였다. 교차 곡선의 위상학적인 

일관성을 위해서 validated ODE 기반의 추적기법을 

이용해서 교차 곡선의 오차범위를 구하였고, 낮은 차 

수의 곡선을 이용해서 교차 곡선을 근사시킨 다음, 정 

확한 교차 곡선과의 오차를 줄이기 위해서 최적화 기 

법을 이용해서 근사 곡선을 조절하였다. 이와 같은 방 

법을 통해서 정확한 교차 곡선과 위상학적으로 같은 

근사 곡선을 선택할 수 있고, 최적화 기법을 통해서 

근사된 교차 곡선의 정밀도를 향상시킬 수 있게 되 

며, 기하 모델링의 강인성(robustness)을 향상시킬 수 
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있는 가능성을 보였다.

복잡한 곡면이 주어졌을 경우 그것이 만들어 내는 

교차 곡선도 복잡한 형태를 보여주게 된다. 이럴때, 본 

논문에서 제시된 방법은 다음과 같이 적용될 수 있 

다. 두 곡면이 교차할 경우, 제일 먼저 해야 할 일은 

3.2절에 제시된 방법을 이용해서 교차 곡선의 위상학 

적인 배열을 구하는 것이다. 이 과정을 통해서, 각 교 

차 곡선 중, 단변화(단순 증가/단순 감소) 하는 교차 

곡선의 성분을 구할 수 있게 된다. 이렇게 각각 구해 

진 교차 곡선의 성분에 본 논문에서 제시된 방법을 적 

용하면 최대 근접 근사 교차 곡선을 계산할 수 있으 

며 , 결국 전체 교차 곡선을 구할 수 있게 된다.

제안된 방법에는 몇 가지 고려해야 할 사항이 있 

다. 먼저, 각 교차 곡선들간, 그리고 교차되는 곡면들 

간의 연속성에 대한 부분이다. 각 교차 곡선 중, 단순 

변화하는 부분들을 독립적으로 택해서 근사 교차곡 

선을 구하기 때문에, 서로 인접한 교차곡선들의 C0 연 

속성만 고려되었다. 또한, 교차 하는 곡면들 사이에 

서도 C0연속성만 고려되었다. 기하 모델을 제작할 때 

상황에 따라서 높은 차수의 연속성도 고려가 되어야 

하기 때문에 C"(n>0) 연속성을 이루기 위한 공식이 

필요하다. 또 다른 문제점으로, 3차 B-spline을 이용 

한 교차 곡선의 근사이다. 일반적으로 교차 곡선은 

대수학(algebraic) 또는 비대수학(non-algebraic) 곡선 

일 수 있기 때문에 3차 B-spline으로 정확하게 근사 

시키는 것은 수학적으로 어렵다. 또한 매개화에서 고 

려되어야 할 사항은 주어진 매개 변수(", V, G, /)들 

에 대해서 선호 길이로 주어진 매개 변수 값이 고정 

이 되어 있기 때문에, 보다 정확한 근사가 어려운 면 

이 있다는 점이다. 따라서 보다 더 정밀한 근사 교차 

곡선을 구하기 위해서 위에 열거한 문제점들을 해결 

해야 하는 것이 중요하며, 이를 위한 후속 연구가 계 

획되어 있다.
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