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요     약

본 논문에서는 자동 독순(automatic lipreading)의 인식기로 쓰이는 은닉 마르코  모델(HMM: hidden Markov model)의 새로운 확률  최

화 기법을 제안한다. 제안하는 기법은 역 최 화가 가능한 확률  기법인 모의 담 질과 지역 최 화 기법을 결합하는 것으로써, 알고리즘

의 빠른 수렴과 좋은 해로의 수렴을 가능하게 한다. 제안하는 알고리즘이 역 최 해로 수렴함을 수학 으로 보인다. 제안하는 기법을 통해 

HMM을 학습함으로써 기존의 알고리즘이 지역해만을 찾는 단 을 개선함으로써 향상된 독순 성능을 나타냄을 실험으로 보인다.
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ABSTRACT

This paper proposes a new stochastic optimization algorithm for hidden Markov models (HMMs) used as a recognizer of automatic 

lipreading. The proposed method combines a global stochastic optimization method, the simulated annealing technique, and the local 

optimization method, which produces fast convergence and good solution quality. We mathematically show that the proposed algorithm 

converges to the global optimum. Experimental results show that training HMMs by the method yields better lipreading performance 

compared to the conventional training methods based on local optimization.
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1. 서  론1)

자동 독순(automatic lipreading)은 기존의 말소리를 이용

한 음성인식 기술을 보완하기 한 기법으로써 화자의 입술 

움직임을 카메라로 기록하고 이를 통해 음성을 인식하고자 

하는 것이다. 음성인식기술이 용되는 실세계에서는 말소

리에 잡음이 포함되기 쉬우며 이 경우 잡음없는 환경에 비

해 인식 성능이 하된다. 반면 상은 소리잡음과 무 하

기 때문에 이러한 성능 하를 보완할 수 있는 요한 정보

가 된다.

독순에서 가장 많이 쓰이는 인식기는 은닉 마르코  모델

(HMM: hidden Markov model)이다[1]. HMM은 이 의 확
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률 구조를 가진 모델로써, 음성의 특징을 모델링하는데 

합한 형태를 가지고 있다. HMM을 인식에 사용하기 에 

라미터들은 학습 데이터를 이용하여 미리 학습되어야 한

다. 학습에는 최  우도(ML: maximum likelihood)를 목표로 

하는 기 -최 (EM: expectation-maximization) 알고리즘이 

많이 사용된다[2]. EM 알고리즘은 재추정 공식으로 라미

터를 반복 으로 갱신하는 과정을 통해 학습데이터에 한 

우도를 단조증가시킬 수 있다. 하지만 이 기법은 라미터

의 지역 최 해만을 찾기 때문에 기값에 따라서 역 최

해를 찾지 못할 수도 있는 단 이 있다.

역 최 화를 해 많이 쓰이는 방법  하나는 확률  

최 화 기법인 모의 담 질(SA: simulated annealing)이다. 

이것은 속이 녹은 상태에서 담 질 과정을 통해 차 냉

각되면서 최소 에 지를 갖는 결정체가 되는 과정을 응용한 

것이다[3]. 해의 생성, 평가  선택의 과정을 ‘담 질’에 의

해 반복 으로 수행한다. ‘온도’ 라미터는 해의 생성과 선

택 과정에서 요한 역할을 하는데, 온도가 높을 때에는 
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재로부터 멀리 떨어진 해를 생성할 확률과 재보다 더 나

쁜 목 함수를 가지는 해를 선택할 확률이 높아진다. SA의 

요한 특징은 재보다 나쁜 목 함수의 해를 받아들일 확

률이 항상 0보다 크기 때문에 지역 최 해를 벗어날 수 있

다는 것이다.  다른 SA의 장 은 그 수렴성이 수학 으로 

증명된다는 것이다[4,5].

SA가 EM 알고리즘의 한계인 지역최 화를 극복할 수 

있는 가능성이 있지만, HMM의 라미터를 SA로 학습하는 

것은 쉬운 일이 아니다. 왜냐하면 HMM의 라미터 수가 

매우 많고 라미터간의 상호연 성이 상당히 높기 때문이

다. 따라서 HMM의 학습에서 좋은 해를 얻고 수렴 속도를 

향상시키기 해 본 논문에서는 하이 리드 모의 담 질

(HSA: hybrid SA) 기법을 제안한다. 이 기법은 SA를 지역

최 화 기법인 EM과 결합한 것으로써, SA의 역을 탐

색하는 능력과 EM에 의한 지역 최 화 능력을 동시에 이용

할 수 있다. 한 본 논문에서는 이 기법에 한 수렴성을 

수학 으로 증명한다. 새로운 해를 생성하는 생성함수와 담

질 계획을 히 선택함으로써 목 함수값  목 함수

의 최소값이 모두 역 최 해로 수렴함을 보인다. 제안하

는 HSA를 HMM의 학습에 용함으로써 EM 알고리즘의 

한계를 극복하여 자동 독순에서 좋은 인식 성능을 보이는 

HMM 라미터 값을 얻음을 보인다.

이하 논문의 구성은 다음과 같다. 2장에서는 제안하는 알

고리즘의 과정을 설명하고 3장에서 수학  수렴 증명을 보

인다. 4장에서는 독순 시스템에 해 설명한다. 5장에서는 

실험으로 알고리즘의 성능을 평가하고 6장에서 결론으로 논

문을 맺는다.

2. 하이 리드 모의 담 질 알고리즘

본 장에서는 일반 인 최소화 문제에 한 HSA 알고리

즘을 기술한다. 다음과 같은 최소화 문제를 푸는 것을 생각

하자.

Minimize ( ),C x x ∈ Ψ
           (1)

여기서 Ψ는 n 차원 실수공간에서 정의된 체 해공간

이고 C 는 역 최소값이 *C 인 목 함수이다. 이 문제를 

풀기 한 HSA 알고리즘의 과정은 다음과 같다.

1) 기화: 기해를 생성하고 기 온도 0T 를 설정한다.

2) 해의 생성: 재의 해 tx 로부터 새로운 해 ty 를 생성

한다.

t t ty x x= + Δ                    (2)

여기서 t 는 시간을 의미한다. txΔ 는 해의 변화량으로써 

다음과 같은 코시(Cauchy) 생성함수[6]로 결정된다.

2 2 ( 1)/2
( , )

(|| || )

n t

t t
n

t t

a T
g x T

x T +
Δ =

Δ +         (3)

여기서 tT 는 시간 t 에서의 온도, na T은 정규화 상수이다. 

txΔ 의 생성은 모든 성분이 tσ 보다 크거나 같을 때까지 

반복된다. tσ 는 해의 변화량의 하한이며, 시간에 따라 단조

감소하는 충분히 작은 값이다.

3) 지역 최 화: ty 를 지역 최 화 연산에 의해 tz 로 변

화시킨다. 

( )t tz yφ=                    (4)

여기서 지역 최 화 연산 φ 은 항상 해를 향상시킨다. 즉,

( ) ( )t tC y C z≥                  (5)

4) 해의 평가: tz 의 목 함수값을 계산한다.

5) 해의 선택: 메트로폴리스(Metropolis) 규칙[7]에 의해 tx

와 tz  에서 하나를 선택한다. tz 를 선택할 확률은

[ ]min 1,( ( ) ( ))/a t t tp C x C z T= −       (6)

로 주어진다. 

6) 담 질: 다음의 식에 의해 온도를 낮춘다

0 /tT T t=                  (7) 

7) 종료: 종료조건을 만족하면 알고리즘을 끝낸다. 그 지 

않으면 2)로 돌아간다.

해의 생성에서 사용하는 코시 생성함수와 시간의 역수에 

비례하는 담 질의 조합은 빠른 모의 담 질 기법(FSA: 

fast SA)[8]에서 제안된 방식이다. 다음 장에서는 알고리즘

의 수렴을 수학 으로 증명한다.

3. 수렴 증명

HSA 알고리즘의 수렴을 증명하기 해 두 개의 정리와 

두 개의 따름정리를 보인다. 첫번째 정리는 목 함수값의 

수열이 역 최 해로 수렴하기 해 담 질 계획과 생성함

수가 만족해야 하는 조건을 보이며, 그에 한 따름정리에

서 HSA가 그러한 조건을 만족함을 보인다. 두번째 정리와 

따름정리는 목 함수의 최소값의 수열 역시 역 최 해로 

수렴함을 보인다.
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정리 1. 0ε > 과 0ξ > 에 해 다음을 정의한다.

, ,

'
, ,

{ | ( ) * }

{ | * ( ) * 1/ }

{ | * ( ( )) * 1/ and ( ) * 1/ }

t

t

x C x C

x C C x C t

x C C x C t C x C t

ε

ξ
ε ξ

ξ ξ
ε ξ

ε

ε ε

ε φ ε ε

Ψ = ∈ Ψ < +

Ω = ∈ Ψ + ≤ < + +

Ω = ∈ Ψ + ≤ < + + ≥ + +

모든 0ε > 에 해 n 차원 실수공간에서 정의된 르베

그 측도(Lebesgue measure) ζ 가 ( ) 0
ε

ζ Ψ > 을 만족한다고 

하자. 한 모든 0t t≥ 에 해 
'

, , , ,( ) ( ) /t t R t
ξ

ε ξ ε ξζ ζΩ + Ω ≤ 를 

만족하는 상수 0ξ > 와 0R > 이 존재한다고 가정하자. 다

음 세 조건이 만족할 때 HSA에 의한 목 함수값의 수열 

{ ( ), 0}tC x t ≥ 은 임의의 기해 0x ∈ Ψ에 해 확률로써 

역 최 해 *C 로 수렴한다.

조건 1) 온도함수의 조건: t → ∞일 때 0tT →

조건 2) 담 질 계획의 조건:

1

exp( 1/ )t
t

t T
ξ

∞

=

− < ∞∑
               (8)

조건 3) 생성함수의 조건: 정수 1 0N > , 상수 1 0M > 과 

2 0M > ,  1β ξ+ > 을 만족하는 0 1β< < 에 해

1 1
,

| |

max ( , ) / , 0

i i

t

t
x y

y x

g y x T M t t Nβ

σ

∈Ψ

− ≥

− ≤ ∀ ≥ >

    (9)

2
,

| |

min ( , ) / , 0

i i

t

t
x y

y x

g y x T M t t

σ

∈Ψ

− ≥

− ≤ ∀ >

         (10)

여기서 i
x 와 

i
y 는 각각 x 와 y 의 i 번째 성분이다.

증명: 부록 1 참조.

따름정리 1. 생성함수와 온도함수가 식 (3)과 (7)에 의해 

주어질 때 목 함수값의 수열 { ( ), 0}tC x t ≥ 은 임의의 기

해 0x ∈ Ψ에 해 확률로써 역 최 해 *C 로 수렴한다.

증명: ,
max | | (1 )i i

i x yv x y i n∈Ψ= − ≤ ≤ 라 하자. 1 /2β ξ= −

라 하고, 0 1ξ< < 에 해

/2( 1)
0

n

t t
ξ

σ σ
− +

=                (11)

라 하자. 식 (7)에 의한 온도함수는 t 가 무한 로 갈 때 0

으로 수렴하며 

1
0

1 1

exp( 1/ ) exp( 1/ )t

t t

t T t T
ξ ξ

∞ ∞

−

= =

− = − < ∞∑ ∑

를 만족한다. 생성함수는
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| | | |
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∑

에 의해 조건 (9)와 (10)을 각각 만족한다.

정리 2. 0ε > 에 해 다음을 정의한다.

'

{ | ( ) * }

{ | ( ( )) * and ( ) * }

x C x C

x C x C C x C

ε

ε

ε

φ ε ε

Ψ = ∈ Ψ < +

Ψ = ∈ Ψ < + ≥ +

모든 0ε > 에 해 n 차원 실수공간에서 정의된 르베

그 측도(Lebesgue measure) ζ 가 ( ) 0
ε

ζ Ψ > 을 만족한다

고 하자. 상수 3 0M > 에 해

3 0
,
min ( , ) / ,t
x y

g y x T M t t t
∈Ψ

− ≥ ∀ ≥
     (12)

만족할 때 HSA에 의한 목 함수의 최소값의 수열

0{min ( ), 0}j t jC x t≤ ≤ ≥ 은 임의의 기해 0x ∈ Ψ에 해 

확률로써 역 최 해 *C 로 수렴한다.

증명: 부록 2 참조.

따름정리 2. 생성함수와 온도함수가 식 (3)과 (7)에 의해 

주어질 때 목 함수의 최소값의 수열 0{min ( ), 0}j t jC x t≤ ≤ ≥

은 모든 기해 0x ∈ Ψ에 해 확률로써 역 최 해 *C

로 수렴한다.

증명: ,
max | | (1 )i i

i x yv x y i n∈Ψ= − ≤ ≤
이라 하자. 
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식 (3), (7)  (12)에 의해

0

2 2 ( 1)/2,
01

3

/
min ( , )

( )

/

n
n nx y

ii

a T t
g y x T

v T

M t

+∈Ψ

=

− ≥
+

≥

∑

를 얻는다.

4. 자동 독순 시스템

자동 독순은 카메라로 기록한 입술의 움직임에서 한 

특징을 추출하고 인식기를 통해 인식하는 과정으로 이루어

진다. 이하에서는 본 논문에서 사용한 데이터베이스, 특징 

추출 기법  인식기에 해 설명한다.

4.1. 데이터베이스

우리말 ‘일’부터 ‘구’까지, 그리고 ‘ ’과 ‘공’을 포함하는 

DIGIT 데이터베이스와 16개의 우리나라 도시 이름으로 구성

된 CITY 데이터베이스를 사용한다[9]. 56명의 화자가 각 단어

를 세 번씩 발음하는 동안 카메라를 이용하여 화자의 입술과 

그 주변 얼굴 부분을 30Hz의 임 비율로 기록한 것이다. 

인식 실험은 화자 독립 방식으로 하 으며 신뢰도를 높이

기 해 4-cut 교차타당성 확인(cross-validation) 방식으로 

실험하 다. 56명의 화자를 네 모둠으로 나 고 세 모둠의 

데이터를 학습에, 나머지 한 모둠을 인식에 사용하는 과정

을 돌아가며 네 번 반복한다.

4.2. 특징 추출

독순을 해 상에서 특징을 추출하는 방법은 크게 입술 

윤곽선 모델의 라미터를 특징으로 사용하는 방식과 입술 

역 상의 변환으로 특징을 얻는 방식으로 분류할 수 있

다[1]. 후자의 경우가 더 많은 정보를 포함할 수 있어 더 좋

은 인식 성능을 보이는 것으로 알려져 있다[10].

본 논문에서 사용하는 상 특징은 입술 역에 주성분분

석(PCA: principal component analysis)을 용하는 것이다. 

입술 역의 추출은 얼굴의 좌우 밝기 변화를 보정하고 

상간 픽셀값을 정규화하여 입술 양 끝 을 검출하여 얻는다

[9]. 입술 역 상에서 각 픽셀에 해 발음 체에 한 

평균을 제거하여 화자간 차이를 없애고 PCA를 용하여 12

차원의 정 (static) 특징벡터를 얻는다. 그리고 동  특성을 

얻기 해 정  특징의 시간 미분으로 정의되는 델타항을 

함께 사용한다[2]. 따라서 각 임마다 24차원의 특징 벡

터를 얻는다.

4.3. 인식기

인식기로는 음성인식이나 독순에서 가장 많이 사용되는 

연속 HMM을 사용한다. 연속 HMM는 기확률분포, 이

확률분포 그리고 측확률분포를 라미터로 가지며 측확

률분포는 가우시안 혼합 모델을 사용한다.

HMM의 학습 과정에서는 각 HMM에 해당하는 클래스의 

발음 데이터에 해 로그우도의 합이 최 가 되도록 한다. 

본 논문에서는 이 과정에 해 기존의 EM 알고리즘과 제안

하는 HSA 알고리즘을 사용한다. 2장에서 설명한 HSA 알고

리즘은 최소화문제에 한 것인데, HMM의 학습은 최 화 

문제이다. 따라서 HSA를 이용한 HMM의 학습에서는 로그

우도의 음수값을 목 함수로 정의한다. 해의 생성에서 필요

한 하한값인 tσ 는 식 (11)로 정의되며 0σ 를 10-10과 같이 

매우 작은 값으로 함으로써 해의 생성 과정에서 불필요한 

반복이 없도록 한다.

인식 과정에서는 클래스를 알 수 없는 발음의 특징벡터열

을 모든 HMM에 입력하고, 가장 높은 확률값을 보이는 

HMM을 선택하여 인식한다.

5. 실험  결과

5.1. 실험조건

인식기로써 단어 HMM 모델을 사용하 으며 상태의 수

는 각 단어의 음소의 수에 비례하게 하 고 가우시안 혼합모

델의 가우시안 함수의 수는 실험을 통해 3으로 정하 다.

HSA에서 기 온도는 10으로 하 고 종료조건은 10000

번의 반복횟수로 하 다. 지역 최 화 연산으로는 5번의 

EM 알고리즘을 용하 다.

5.2. 성능 비교

(그림 1)은 최종 목 함수값, 즉 로그우도의 음수를 각 데이

터베이스의 각 발음 클래스에 해 비교한 것이다. 두 데이터

베이스의 모든 클래스에 해서 HSA의 경우가 EM에 비해 더 

작은 목 함수값, 즉 더 큰 로그우도값을 나타내는 것을 볼 수 

있다. 이는 HSA의 역 최 화를 통해 얻는 결과이다.

(a)

(b)

(그림 1) EM과 HSA에 의한 최종 목 함수값의 비교 (a) DIGIT 

데이터베이스 (b) CITY 데이터베이스
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다음으로 HSA의 인식 성능을 보인다. EM 외에 기존의 분

별 학습 기법인 최소분류오류(MCE: minimum classification 

error)[11]와 최 상호정보(MMI: maximum mutual 

information)[12]에 의한 결과를 포함한다. 이 두 방법은 로

그우도를 최 화하는 신 인식율과 련된 목 함수를 정

의하고 최 화하는 알고리즘이며 EM보다 좋은 성능을 내는 

것으로 알려져 있다. 이들의 학습 목표가 EM이나 HSA와는 

다르지만 이들과의 비교를 통해 제안하는 알고리즘의 성능 

향상이 어느 정도인지 알아볼 수 있다. 이 두 분별학습기법

은 알고리즘 라미터를 정해야 하는데 여러번의 실험을 통

해 가장 좋은 값을 보이는 것으로 정하고 그 결과를 보 다.

(그림 2)는 각 데이터베이스에 해 평균 인 오인식율을 

비교한다. 네 가지 학습 기법  제안하는 HSA가 가장 작

은 오인식율을 보이는 것을 알 수 있다. EM에 한 HSA의 

상  오인식율 감소는 각 데이터베이스에 해 7.5%와 

2.7%이며, 이러한 성능 향상은 (그림 1)의 결과에서 보듯이 

HSA에 의해 더 좋은 목 함수값을 찾았기 때문이다. HSA

에 의한 성능향상의 통계  유의성을 단하기 해 교차타

당성 확인에 한 t-검정을 수행하 다. EM의 평균 오인식

율에서 HSA의 평균 오인식율을 뺀 것을 Dµ 라 할 때 귀무

가설을 0 : 0DH µ ≤ 로 한다. 각 데이터베이스에 해 t=4.24

와 t=2.37을 얻었으며 이는 모두 자유도 3일 때 유의수  

5%에서의 t값인 t0.05=2.35보다 크므로 가설 0H 을 기각하고 

립가설인 : 0a DH µ > 을 지지할 수 있다. 따라서 HSA가 

EM에 비해 더 낮은 오인식율을 낸다는 것이 두 데이터베이

스에 한 실험결과 통계 으로 유의하다고 결론지을 수 있

다. 한, HSA는 EM보다 좋은 성능을 보이는 MCE와 

MMI보다도 더 좋은 것을 찰할 수 있다. 이는 MCE와 

MMI 역시 지역 최 해만을 찾는 기법이기 때문에 그에 따

른 한계가 존재하는 것을 의미한다.

(a)

(b)

(그림 2) 학습 기법에 따른 오인식율 비교 (a) DIGIT 데이터베이

스 (b) CITY 데이터베이스

5.3. 계산량 비교

HSA은 앞의 결과와 같은 우수한 성능을 내는 신 더 

많은 계산량을 필요로 한다. (그림 3)은 EM의 학습시간을 1

로 하 을 때 각 기법에 의한 상 인 소요 시간을 비교한

다. 이 결과들은 리 스를 운 체제로 하는 2.4 GHz CPU의 

컴퓨터에서 얻었다. HSA의 경우 각 단어별 HMM을 여러 

컴퓨터에서 동시에 병렬로 학습하 다. 그림에서 HSA의 학

습은 EM, MCE, MMI에 비해 상당히 많은 시간을 소요하는 

것을 알 수 있다. 하지만 학습은 인식기를 사용하기 이 에 

미리 해둘 수 있으며 이러한 학습 시간의 증가는 실제 인식

기를 사용하는 것과는 무 하다. 

(그림 3) 학습 기법에 따른 상  학습 소요 시간

6. 결  론

본 논문에서는 자동 독순을 한 HMM의 새로운 학습 

기법을 제안하 다. SA와 EM을 결합한 확률  최 화 기

법인 HSA 알고리즘을 제안하 으며 이를 통해 역에서

의 라미터 최 화를 가능하게 하 다. 목 함수값의 수열

과 목 함수의 최소값의 수열이 모두 확률로써 역 최 해

로 수렴함을 수학 으로 증명하 다. 실험을 통해 HSA가 

기존의 알고리즘에 비해 학습에는 더 많은 시간을 요구하지

만 목 함수값이나 인식율에 있어서 더 우수함을 보 다. 

추후 과제로써 학습 시간의 단축을 한 병렬처리 기법과 

연속음성에 한 용 등을 연구 이다.
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[부록 1] 정리 1의 증명

임의의 0ε > , 0δ >   0x ∈ Ψ에 해 다음을 만

족하는 자연수 I 가 존재함을 보이고자 한다.

( \ ) ,tP x t I
ε

δ∈ Ψ Ψ < ∀ ≥
          (13)

이를 해 다음의 두 집합을 정의한다.
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( , )A t u , ε
Ψ 에서 , , 1t jε ξ + −Θ (1 )j u≤ ≤ 로의 이가 최소

한 한번 일어나는 사건을 ( , )B t u , ε
Ψ 에 한번도 가지 않는 

사건을 ( , )C t u , t ux + ∈ \
ε

Ψ Ψ 인 사건을 D라 하자. 

D A B C⊂ ∪ ∪ 이므로,
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가 성립한다.
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를 만족하는 자연수 1t 이 존재함을 보인다. 1t jx
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이다. 마지막 부등식을 얻는 과정에는 정리 1의 가정과 조

건이 이용되었다. 식 (16)과 (17)을 통해

1
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P A t u RM jβ ξ
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를 얻는다. 1β ξ+ > 이므로, 모든 1 0N > 에 해 
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1
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성립한다.
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마지막으로, 다음을 만족하는 자연수 0u 가 존재함을 보

인다.
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로 쓸 수 있다. 마지막 부등식의 유도에는 log(1 )x− ≤

(0 1)x x− ≤ < 이 사용되었다. 여기서 조건 (10)에 의해
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을 만족하는 정수 0u 가 존재하며,

0( ( , )) exp{ log(3/ )} /3P C t u δ δ< − =      (21)

이다. 식 (14), (19)  (21)로부터, 모든 0u u≥ 에 해
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이다. 따라서, 식 (13)은 0 0I t u= + 에 해 성립한다.

[부록 2] 정리 2의 증명

0min ( )t j t jF C x≤ ≤= 라 하자. 정리의 증명을 해 모든 

0ε > 와 0x ∈ Ψ에 해 lim ( * ) 0t
t

P F C ε

→∞

− ≥ = 임을 보인다.

1 0 2 1

( * )

( \ | \ ) ( \ | \ )

tP F C

P x x P x x
ε ε ε ε

ε− ≥

= ∈ Ψ Ψ ∈ Ψ Ψ ∈ Ψ Ψ ∈ Ψ Ψ

1( \ | \ )t tP x x
ε ε−

∈ Ψ Ψ ∈ Ψ Ψ�

1

1
\

0

max ( \ | )
j

t

j j
x

j

P x x
ε

ε

∈

−

+
Ψ Ψ

=

≤ ∈ Ψ Ψ∏

이므로, 식 (20)과 유사한 방식으로

1
\

0

1
\

0

lim ( * ) max ( \ | )

exp min ( | )

j

j

t j j
t x

j

j j
x

j

P F C P x x

P x x

ε

ε

ε

ε

ε

∈

∈

∞

+
→∞ Ψ Ψ

=

∞

+
Ψ Ψ

=

− ≥ ≤ ∈ Ψ Ψ

⎡ ⎤
⎢ ⎥≤ − ∈ Ψ
⎢ ⎥
⎣ ⎦

∏

∑

를 얻는다. 여기서,

{ }'
1

\ \ \
min ( | ) min min ( | ), min ( | )
j j j

j j j j j j
x x x

P x x P y x P y x
ε ε ε

ε ε ε

∈ ∈ ∈

+
Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ

∈ Ψ = ∈ Ψ ∈ Ψ

이다. 이 식의 각 항은

\ \

\

,

3

min ( | ) min ( , )

( ) min ( , )

( ) min ( , )

( ) /

j j

j

j

j j j j
x x

j j
x

y

j j
x y

P y x g y x T dy

g y x T

g y x T

M j

ε ε ε

ε

ε

ε

ε

ε

ζ

ζ

ζ

∈Ψ Ψ ∈Ψ Ψ Ψ

∈Ψ Ψ

∈Ψ

∈Ψ

∈ Ψ = −

≥ Ψ −

≥ Ψ −

≥ Ψ

∫

와, 유사한 방법으로, 

' '
3

\
min ( | ) ( ) /

j

j j
x

P y x M j
ε

ε ε
ζ

∈Ψ Ψ
∈ Ψ ≥ Ψ

로 쓸 수 있다. 의 결과들을 결합하면

'
3

0

lim ( * ) exp min{ ( ), ( )} /

0

t
t

j

P F C M j
ε ε

ε ζ ζ

∞

→∞
=

⎡ ⎤
⎢ ⎥− ≥ ≤ − Ψ Ψ
⎢ ⎥
⎣ ⎦

=

∑

를 얻을 수 있다.
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