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Ribs and Fans of Bezier Curves and Surfeces
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ABSTRACT

Ribs and fans are interesting geometric entities that are derived from an ordinary Bezier curve or sur­
face. A rib itself is a Bezier curve or surface with a lower degree than the given curve or surface. A 
fan is a vector field whose degree is also lower than its origin. First, we present methods to transform 
the control points of a Bezier curve or surface into the control points and vectors of its ribs and fans. 
Then, we show that a Bezier curve of degree n is decomposed into a rib of degree (n - 1), a fan of 
degree (n - 2), and a scalar function of degree 2. We also show that a Bezier surface of degree (m, n) 
is decomposed into a rib of degree (m-1, n-1) and three fans of degrees (m-1, n-2), (m-2, n- 1), 
and (m-2, n- 2), respectively. In addition, the lengths of the fans are further controlled by scalar func­
tions of degree 2 and (2, 2). We present relevant notations and definitions, introduce theories, and 
present some of design examples.

Key words : Rib, Fan, Bezier curve and surface, Decomposition

1.서 론

베지어 곡선과 곡면은 CAGD 이론 중 가장 전통 

있고 널리 알려진 이론중의 하나이다. 이 이론은 그리 

드 컴퓨팅 기반의 전문적인 CAD 툴에서 플래시同 뷰 

어가 내장된 모바일 단말기에 이르기 까지 수 많은 

GUI 기반 응용과 다양한 디바이스 장치에 구현되어 

있다(실로 베지어 이론의 구현은 유비쿼터스하다고 할 

수 있다!). 이러한 인기는 NWBS와 같은 강력한 후 

계자들도 아직 따라오지 못하고 있다. 이는 아마도 베 

지어 곡선/곡면의 구조적인 단순함에 비해 상대적으 

로 풍부한 표현력에 있어 보인다. 또한, 베지어 곡선/ 

곡면은 매력적인 기하학적 성질들이 많이 갖고 있다. 

예를 들어, affine invariance, convex hull, variation 
diminishing property11,2,41 등을 들 수 있다.

본 논문에서는 베지어 곡선과 곡면의 새로운 성질, 

즉 립 (rib)과 팬(fhn)을 소개하고, 주어진 베지어 곡선

과 곡면을 팬과 립으로 분해하는 방법을 제시한다(특 

별히 이름을 립과 팬으로 한 것은, Fig. 3에서 처럼 

주어 진 곡선을 기준으로 늑골(rib)이나 부챗살(fhn) 모 

양의 패턴이 생성되기 때문이다.).

립은 그 자체가 베지어 곡선 또는 곡면이며 주어진 

곡선 또는 곡면 보다 차수(degree)가 낮다. 팬 역시 차 

수가 낮은 벡터 필드이다. 또한, 팬과 립의 제어점과 

제어벡터는 주어진 베지어 곡선과 곡면의 원래 제어 

점을 변환하여 얻을 수 있음을 보인다. 차수 ”의 베지 

어 곡선은 1＞차 립과 (”-2＞차 팬으로 분해 가능

하다. (m, ”)차의 베지어 곡면은 1, 1)차의 립 

한 개와 각각 ("7-1, "-2), (w-2, n- 1), (m-2, 

”-2：차의 세 개의 팬으로 분해 가능하다. 추가적으로 

각 팬에는 고유의 스칼라 함수가 곱해져 팬 벡터들의 

길이를 조정한다. 최종적으로 립과 길이 조정된 팬들 

을 모두 더하면 주어진 베지어 곡선과 곡면을 얻을 수 

있다. 본 논문에서는 필요한 기호와 정의를 설명하고 

이론을 설명한 후에 실제 디자인 예제들을 보인다.

본 논문은 다음과 같이 구성되어 있다. 2장에서는 

이론 전개를 위해 필요한 베지어 곡선의 성질 몇 가지 

를 살펴본다. 또한, 새로운 개념 설명을 위해 기호와 

정의를 제시한다. 마지막으로 베지어 곡선과 곡면의
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립과 팬 이론을 설명한다. 3장에서는 립과 팬의 기하 

학적인 특징을 잘 보여주는 몇 가지 디자인 예제들을 

소개한다. 마지막으로 4장에서 본 논문을 맺는다.

2. 팬과 립

이 장에서는 베지어 곡선과 곡면의 립과 팬을 설명 

하기 위해 필요한 기하학적 성질을 살펴보고, 새로운 

기호 및 정의를 제시하고, 마지막으로 립과 팬에 대해 

서 자세히 설명하기로 한다.

2.1 관련성질
일반적으로 차수 "의 베지어 곡선 c"(o는 주어진 

제어점 b와 번슈타인 다항식 矿。) 에 대해서 C(/) = 

玄 로 정의된다. 즉, 베지어 곡선은 제어점 b, 
2 = 0

들을 B：(f) 을 가중치로 하여 선형 조합한 것이다. 번 

슈타인 다항식은 다음과 같이 재귀적으로 정의된다.

眉"") = (E)禺3+成_血) ⑴

식 (1)은 차수가 하나 차이 나는 두 번슈타인 다항 

식들 사이의 재귀적인 관계를 나타내고 있다. 더 큰 

차수 차이에 대한 재귀 관계를 알고 싶다면 식 (1)을 

반복적으로 적용하여 구할 수 있다. 예를 들어, 차수 

가 둘 차이 나는 B"+\t) 와 의 관계는 다음 

과 같이 구할 수 있다.

眉％) = (1矿-¥) + 2(17)冒二以)+ 己矿

2 .
=(2)

7 = 0

식 (1)-(2)에서는 두 개 이상의 낮은 차수의 다항식 

으로 높은 차수의 다항식을 정 의했다. 아래 관계식은 

한 개의 낮은 차수의 다항식으로 높은 차수의 다항식 

을 정의한다:

= 0<i<n (3)
n-i

5-(0 =，矿「1W), 0<i<n (4)

식 ⑴-(4)의 관계식은 번슈타인 다항식의 잘 알려 

진 성질들이다"〕.

2.2 곡선의 경우

이 절에서는 먼저 베지어 곡선의 립과 팬에 대해서 

설명한다(2.3절에서 베지어 곡면의 경우에 대해서 설 

명한다.). 먼저, 몇 가지 표현기호를 설명하고, 주어진 

제어점을 변환하여 립의 제어점과 팬의 제어벡터를 

구하는 방법을 설명한다. 마지막으로, 주어진 베지어 

곡선을 립과 팬으로 분해하는 방법을 설명한다.

2.2.1 립과 제어점

주어진 "차 베지어 곡선의 제어점으로부터 m차 립 

의 제어점을 다음과 같이 정의한다. b,.^r；(0<z<n). 
(즉, 주어진 곡선이 최상위 차의 립이다.)

A차 립의 제어점을 다음과 같이 재귀적으로 정의 

한다.

k ［世二矽+ R# for 1 <k<n

r； = k k (5)

加 fork-n

이러한 립 제어점을 베지어 곡선의 정의에 이용하 

여 肉의 베지어 곡선 R。을 정의할 수 있다•

k k k k
R (/) = X rX(0 for \<k<n (6)

i = 0

위 베지어 곡선은 일반적인 베지어 곡선이지만 한 

가지 특징은 인 경우에) 명시적인 상위 차 

수 곡선 R山⑺ 이 존재한다는 것이다. 이렇게 정의 

된 낮은 차수의 베지어 곡선을 높은 차수 베지어 곡선 

의 립이라고 한다. 가장 낮은 차수의 립은 립 제어점 

r； 과 r； 을 연결하는 직선이다. 가장 높은 차수의 립 

은 주어진 곡선자체라고 볼 수 있다. R“(f) = C"(f).
일 때, "차 립은 언제나 주어진 두 끝점 

(rp 과 r；)을 지나는 베지어 곡선이다.

2.2.2 팬과 제어벡터

차수 调 팬 제어벡터 f： 는 차수 传+2)의 인접한 

세 개의 립 제어점들(즉, 로 다음과

같이 정의 된다.

사C k + 2 1 / k + 2 R + 2\ '<、 / 7 / *、\ ,r、
{1 = r<+i-2(r<- +r/+2)，(0<A：<H-2) (7)

위의 팬 제어벡터를 베지어 곡선의 정의에 이용하 

여 다음과 같이 벡터 필드를 정의할 수 있다.

Fi(?)= f (0<^<«-2) (8)

i = 0

식 ⑻의 벡터 필드를 주어진 베지어 곡선 또는 립 

R*  + 2⑺ 의 팬이라고 정의한다. 가장 낮은 차수의 팬
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Fig. 1. 베지어 곡선의 립과팬을생성하는과정 : (a)주어진 곡선 C30)mRp)과제어점 {b,}；(b)서로 다른세 차수의 립 제어 

점들 {r：=b,},{r；},{r：};(c)(b)의 립 제어점으로정의되는일련의 립들 R3(r),R2(f),R’(f),(d)팬 F%) 과 F&) 의 

샘플 벡터들; (e) 팬 곡선들.

Fig. 2. 3차베지어 곡선으로부터 팬을구하는절차: (a) r： (청색)를 이용한두팬제어벡터 址 와 f： 에 대한정의 (적색); (b)팬 

F'(f) 의 샘플 벡터들; (c) (b)의 결과를 2?(1 -0 만큼크기 조절; (d)두개의 립(Rp) 과 R2(0)과그사이에 그려진 팬 벡 

터 필드 2f(l-0F1(f) 의 샘플들; (e) r： 를 이용한팬 제어벡터 E 의 정의; (f)팬 F°(0 의 샘플들은항상 児 와같음을보 

여줌; (g) (f) 의 결과를 2f(l -0 만큼 크기 조절; (h) 두개의 립 (R2。) 과 R'(r) )과 그 사이 에그려진팬벡터 필드 

2f(l-f)F'(r) 의 샘플들.

인 F°(f) 는 세 개의 제어점으로 정의되는 고정된 벡 

터이다(Fig. 2(e) 참조).

Fig. 1은 2.2절에서 정의된 개념들을 요약하여 보여 

주고 있다. Fig. 1(b)는 위로부터 각각 3차, 2차, 1차 

곡선의 제어 다각형들을 보여주고, Fig. 1(c)는 각 제 

어 다각형에 해당하는 베지어 곡선들을 보여주고 있 

다. Fig. 1(e)에서 부챗살 모양의 곡선은 모두 2차 베 

지어 곡선이다. 이 곡선의 제어점은 서로 다른 세 개 

의 립에서 같은 매개변수 값에 해당하는 세 개의 점들 

(즉, 이다. 이런 방식으로 립들의

점을 제어점으로 정의되는 곡선을 팬 곡선이라고 한 

다. Fig. 2는 팬 벡터 필드를 정의하는 과정을 요약하 

여 보여주고 있다.

2.2.3 베지어 곡선의 립과 팬

이 절에서는 식 (5)-(8)의 정의를 이용하여 »차의 

베지어 곡선을 («- 1)차의 립과 다항식 2/(1 - 0로 길 

이가 조절되는 (n - 2)차의 팬으로 분해하는 방법을 제 

시하고 이를 증명한다.

Theorem 1. (베지어 곡선의 립과 팬) 차수 n>2 
의 베지어 곡선 R”) 은 ("-1)차 립 R"「*)  과 

2/(1 T)로 길이가 조절되는 (”- 2)차 팬 F*- ”) 로 

분해된다.

R"(0 = R"W) + 2*lT )F"q(0 (9)

증명: 수학적 귀납법을 이용하여 식 (9)를 증명하기 

로 한다. 먼저 첫 단계로, " = 2일 때, R”) 의 제어 

점 {b,・ = r；} (0W2) 이 주어져 있다고 흐卜자. 식 

(5)에 의해, r|(F) 의 제어점 {r；} 은 다음과 같다: 

4 = 4, rj = r|. 따라서, 립 r'(/) 은 다음과 같이 

표현된다.

R'(/)= Xr,'5-(0 = (l-0ro + ^ (10)
j = 0

식 (7)에 의해, 0차의 팬 제어벡터는 다음과 같다: 

K = r，：(r5 + r；) . 따라서,。차의 팬은 고정벡터이며 

제어벡터와 일치한다:

F°(0 = ^ = n-i(r^ + rl) (11)

식 (1O)-(11X 식 (9)에 대입하여, 귀납법의 첫 단 

계가 다음과 같이 성립함을 알 수 있다:
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R (0 + 2r(l-?)F°(0

=(1-Oro + *3 + 2*1- t){r\- + E))

=(1 -Z)2rg + 2z(l -?)rf+ /2r|
2

= Zrg = R”) (12)
1 = 0

다음 단계로, 〃 = "일 때 다음과 같은 귀납적 가정 

이 성립한다고 흐}자:

R*(f) = Rt-1(/) + 2/(l-/)F^2(Z) (13)

다음으로 식 (13)의 귀납적 가정이 ” = k+ 1 에 대 

해서도 다음과 같이 성립함을 보이기로 한다:

Ri+I(/) = r\/) + 2/(1-z)F*-1(?) (14)

식 (2)을 이용하면 %+1)차의 베지어 곡선을 

佐-1) 차의 번슈타인 곡선을 이용하여 표현할 수 있 

다. 따라서 식 (14)의 r"'(/) 은 다음과 같이 표현 

가능하다:

器 I 서卩 ^+1D^+1,.
R (0 = E 马 Bi (0

;=0

= 3如对珈)吃세 (15) 

f = 0 V = 0 )

식 (5)과 식 (3)-(4)을 이용하여 식 (14)의 R”) 

을 다음과 같이 표현할 수 있다:

Rp) = £：r 枷)=纹((Er* + 晞'球/) 

;=0 )=0

f *+1/1  八 D* -1/八匕'*+1 “孫一1/八 
二/弓(1T)用。)+2円+四⑺

i = 0 i = 0

k_ J

=£((lT)r尸+ fr泠旳 W) (16)
i = Q

식 (7)-(8)에 의해, 식 (14)의 F* 「¥) 을 다음과 

같이 표현할 수 있다:

i=0

'님 ( k+l lz i+1 k+l^\ 心、= £U"i-5(r,. +r;+2) 5； (?) (17)
；=o z

식 (16)-(17)은 차수 k의 립과 차수 (卜1) 의 팬을 

(卜1) 차의 번슈타인 다항식과 (左+1) 차의 립 제어 

점으로 표현할 수 있음을 보여준다. 식 (16)-(17)을 식 

(14)에 대입하여 다음과 같이 전개할 수 있다:

Ri+l(O = R\r) + 2r(l-/)F^_|(0

k+ I k+l'p/—1,、
=£((i-g + *f  + 2)5j (0

z = o

+2心"長(r界-*尸 + r”))房—")

1 = 0 L

卜I

=£((1-建r户+ 2@一次界+ &拦就％)

i = 0

L* 
-Z 

1
 
1
 

.
1

Z =Z f
i = &' = 0 J

(18)

叶¥)=关$：r将咖 旳,(,)

/ = 0\ = 0 丿

1尸氏(泌尸(，)+ +学噎抽旳1")

+剛说(泅*)  +，扩成)片0 + ...

+ r尸氏(以顷+ ■-

+ £；成(以*)

■- + r：財(g京)"房(调如)

■" +创虜(g：*)  + r尸氏(泌七净)+比农(酒;二《)

(19)
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식 (18)을 식 (19)과 같이 전개할 수 있다. 식 (19) 
의 우항의 행렬에서, 세 번째와 네 번째 열을 관찰하 

여 얻은 패턴을 이용하여 다음과 같이 식을 표현할 수 

있다:

R*+W)=r"[  方;(见시+r"[ 方枷仇)

\J=0 丿 k/ = o ?

+ # [切(、灿匸('+r什( *眾(诵損_//)] 

=?1尸，方；(观*)] (20)

i = 0 v = o )

위와 같은 표현을 위해서는 번슈타인 다항식의 인 

덱스의 성질을 이용하는 것이 중요하다(예를 들어, 

i % [0,灯 에 대해서 B-(t) = 0 가 성립하는 것.). 마지 

막으로 식 (2)을 식 (20)에 적용하여 식 (15)의 귀납 

적 단계를 얻을 수 있다. 즉, 식 (13)의 귀납적 가정 

이 ” = Ar+ 1 에 대해서도 성립하는 것이다. 따라서, 

정리가 성립한다고 할 수 있다. Q.E.D.
Corollary 1. 차수 "2 2의 베지 어 곡선 R”) 은 

/차의 하나의 립과 차수 (”-2) 에서 0-1)까지의 일 

련의 («-/) 개의 팬으로 다음과 같이 분해될 수 있다:

. «-2 ,
R”(f) = Rh) + 2f(lT) £ F”)

k=l-\

=£r 阶)+ 2心-仍Wf,枷)1M9-1

z=o a=/-1j=o (21)

정리 1을 하위 립들에 연속적으로 적용하여 위과 

같은 따름정리를 얻을 수 있다. 따름정리 1에 따르 

면, 예를 들어, 주어진 베지어 곡선 R"(f) 은 선택한 

하위 립의 차수에 따라 다음과 같이 다른 방법으로 분 

해될 수 있다:

R"(?) = R"-1(Z) + 2/(l -0F"-2(?)

=R"~2(0 + 2/(l T)(F”2(r) + F"-3(r))

= R"-3(/) + 2?(l- /)(F"-2(0 + f"-3(o + F J%))

(22)

또한, 따름정리 1 에 의해 베지어 곡선 R"(f) 은 하 

나의 선분, 즉 RW) 과 ("-1) 개의 팬으로 분해될 

수 있다(Fig. 1(d), 3(e), 4(d) 참조).

2.3 곡면의 경우

베지어 곡면은 텐서곱 곡면이다. 따라서, 베지어 곡 

선에 대한 립과 팬 이론을 베지어 곡면으로 확장할 수 

있다. 이 절에서는 베지어 곡면의 ”와 V 방향으로 각 

각 베지어 곡선에 대한 립과 팬 분해를 적용하여 곡면 

의 립과 팬을 얻는 방법을 설명한다.

2.3.1 표기법
일반적으로 차수 (”项) 의 베지어 곡면은 다음과

m n
같은 텐서곱으로 표현된다: xm'"(«,v) = 五 支肽眸 («) 

j = Oj = Q

S；(v) . "와 v는 실수 구간에 정의되는 두 개의 독립 

변수이다. 본 논문에서는 기존의 표기와 더불어 립과 

팬 개념의 설명이 용이하도록 텐서곱 곡면에 대해서 

약간 다른 표기법을 사용하기로 한다. 특히, 이 표기 

법은 "와 V 방향으로의 독립적인 분해의 중간과정을 

잘 보여 줄 수 있다는 장점이 있다. 먼저 베지어 곡면 

의 제어점들이 크기 (m+l)x("+l) 의 메쉬(또는 

제어망)에 놓여 있고 각 제어점을 r?s； = b板 와 같이 

표기한다(단, 0<i<m,0<j<n) 이제 차수 (m,”) 의 

베지어 곡면을 다음과 같이 표기한다:

R*S"(",  V)= x""(", v)
m n

= (23)
i=0j = 0

두 정수 m과 〃은 텐서곱 곡면의 "와 V 방향으로의 

차수를 각각 나타낸다. 이 표기법을 이용하여 주어진 

베지어 곡면에 놓인 베지어 곡선을 립과 팬으로 분해 

하여 보기로 한다.

주어진 제어망의 /번째 행의 제어점 ｛峙矿,... 

r：s；｝ 으로 정의되는 베지어 곡선을 다음과 같이 표

m 
현한다: RmS；(«) = f • B：("). 유사하게, z번째

/ = 0

열의 제어점 ｛《處, ...,r?s：｝로 정의되는 베지어 곡

m
선을 다음과 같이 표현한다: R?S”(v) = Zr* ；・B；(v).

丿=0

따라서, 식 (23)을 다음과 같이 전개할 수 있다:

m n
R*S ”(”, v)=££r 題.矿⑴.用(v)

1 = 0/' = 0

= 文 R껴 S".矿 (")= (24)

丿=0 7=0
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곡선 R*S ；(") 의 립과 팬을 각각 Ri'S；(") 과 

时"一2;罗(£)으로 표기할 때, 정리 1에 따르면 곡선 

RmSj(«) 을 다음과 같이 분해할 수 있다:

R"S；(") = Rm~'s；(w) + 2M(1 -u)Fm^2Sj(u) (25)

식 (5)에 따라, 립 史七毎)의 제어점은 립 

1严罗(") 의 제어점으로 다음과 같이 표현된다. 단, 

0<i<m-\ .

m-1 n 1 // , m n . m n>.
ri Sj =后D((也 TT)r，Sj+E+isQ

(0<z<m-l) (26)

식 (7)에 의해 팬 (“) 의 제어벡터는 다음 

과 같이 표현된다:

tjn-2 n m n 1 z w n m
f； s’. = r,.+is厂弍17+以淄)

(0 < z < w-2) (27)

위와 같은 새로운 표기법의 특징은 분해와 제어점 

변환 과정에서 독립적인 부분이 변화 없이 유지된다 

는 점이다. 예를 들어, 식 (25)에서 S； 는 " 방향으로 

의 분해에 대해 불변이다. 식 (26)-(27)에서 s； 역시 

u 방향으로의 제어점 변환에서 불변이다.

곡선 R?S"(v) 의 립과 팬을 각각 R?S"T(v) 과 

R?G"「2(v) 으로 표기할 때, 식 (25>와 유사하게 다 

음과 같은 분해가 가능하다:

R?S"(v) = R?S"T(v)+2v(1-v)R?G""(v) (28)

립의 제어점과 팬의 제어벡터는 식 (26)-(27)와 유 

사하게 다음과 같이 정의된다:

m "-1 1 // . tn n . m n x
1•/ Sj =萨；~J)Yi Sj Sj+D

(0<J<n-l) (29)

tn n-2 m n 1 z m n m n 、r； gy =nsy+1--(r;. sy+r/Sy+2)

(0<j<W-2) (30)

2.3.2 제어점의 이중변환

2.3.1 절에서는 특정 매게변수 방향(예를 들어 " 또 

는 V)으로의 제어점의 單一 변환에 대해서 살펴보았 

다. 하지만, 제어점 변환은 한번 변환이 된 결과에 대 

해서도 매개변수 방향에 상관없이 연속적으로 적용될 

수 있다. 특히, 우리는 텐서곱 곡면에 대해서 립과 팬 

을 유도하기 위해 아래와 같은 네 가지 타입의 二重 

변환을 살펴보아야 한다:

什修｝尊｛1广导｝我以r7'g尸｝ (32)

｛r；写｝*｛广2矿｝_뽀*｛f尸尸｝ (33)

위의 변환에서 각 화살표는 하위 차수로의 제어점 

변환을 의미한다. 각 변환의 타입과 방향은 각각 화살 

표 위와 아래에 명기되어 있다(예를 들어, 식 (31)은 

주어진 제어점을 처음에 u 방향으로 립 변환을 하고 

다음에 V 방향으로 팬 변환을 하는 과정을 나타낸다.). 

위의 변환에서 순서는 결과에 영향을 미치지 않는다. 

위의 식 (31)-(34)에서 첫 번째 변환의 결과는 곡면의 

립의 제어점이고, 나머지는 서로 다른 세 개의 팬의 

제어벡터를 의미하고 있다. 식 (31)과 같은 변환의 예 

는 식 (29)를 식 (26)에 적용하는 것이다. 식 (27)와 

(29), 식 (26)와 (30), 식 (27)와 (30)을 결합하여 각 

각 식 (32), 식 (33), 식 (34)의 결과를 얻을 수 있다. 

위의 네 가지 이중변환에 대한 명시적인 표현을 다음 

절에서 설명하기로 한다.

2.3.3 립과제어점

주어진 베지어 곡면 R*S"(",v)  에 대해서, 하위 

차牛 (k, Z)의 립 제어점 ｛r将｝ 을 다음과 같이 정의 

한다:

k I (/-/),,, .、k+l l+l . k+\ /+kr’s丿=. +zr,.+ 1sy ) :

+ £((*-湖*'狷  + 说二君：) (35)

위 식은 1:財<”,1</<»? 일 때 성립하며, k=n, 
/=%인 경우는 rR = b,” 이다. 위 식에서 곡면의 립 

제어점은 상위 차수의 인'접한 네 개의 제어점으로 정 

의됨을 알 수 있다. (식 (35)는 이중변환 식 (31)을 

이용하여 유도할 수 있다.).

립 R*S ，(",v) 은 식 (35)의 제어점으로 정의되는 

특별한 베지어 곡면이다. 어떠한 하위 차수의 립에서 

도, 립의 네 모서리는 주어진 베지어 곡면의 네 모서 
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리와 일치한다. 즉 다음의 관계가 성 립한다: {rfs； , 
= b°,o,r當 = b，”,o，相 = 버),“,鬲=如,“} . 따라서 가장 

하위 차수의 립 R's'(",v) 은 이중 선직면(doubly 

ruled surface) 또는 쌍곡포물면 (hyperbolic paraboloid) 
임을 알 수 있다. .

2.3.4 팬과 제어벡터

이중변환 식 (32), (33), (34)을 이용한 텐서곱 곡면 

의 팬 제어벡터를 다음과 같이 표현할 수 있다:

fV _ G-/)fr^2J+i "+2j+i + /+2j+e
I,Sy- ,+1Sy -2'r" Sj +r'+2Sj ')

j( k+2 /+1 1，k+2 l+l k+2 /+1、\
+犬与+1»・+1一5(弓.手卜1 +弓+2弓+1)丿 (36)

-V - k+1 Z+2 1 f *+1  l+2 k+1 J+气)
写&一一£一I*.  s7.+ 1--(rz . +r(. Sj+2)丿

i( k+l 1 + 2 lz k+\ 1+2 k+1 7 + 2、\ /、r、+ -^r;+1sy+1--(r/+1sy +r,+1sy+2)J (37)

/ l ( k+2 1+2 lz k+2 1+2 k+2 /+2、\fj gy = [ri+1 Sj+1 --(r,. 1 + rz+2 sy+ 】)丿

¥/+시+2 1次+싱+2 /+싱+2、)
지J+15 -尹: S； +r/+2S; )J

1" Jt+2 J+2 lz k+2 1+2 k+2 7+2、) z^ox--^rj+1sy+2--(r,- sy+2 + r;+2sy+2)J (38)

단, 위의 식 (36)-(38)은 다음의 인덱스에 대해서 성 

립한다. Q<k<n-2,\ \ <k<n-\,Q<l

<m-2,0<k<m-2,0<l<n-2 , 식 (36)-(37)에서 

각 제어벡터는 상위 차수의 인접한 여섯 개의 립 제어 

점으로 정의된다. (인접한 제어점은 크기 3X2 또는 2 
X3 격자에 놓여 있다.) 식 (38)에서 각 제어벡터는 

상위 차수의 인접한 아홉 개의 립 제어점으로 정의된 

다. (인접한 제어점은 크기 3X3 격자에 놓여 있다.) 

식 (36)-(38)5] 각 타입의 팬 제어벡터들은 서로 다른 

팬 벡터필드 F*S ‘(",v),R* g'(",v),F*G ‘(",v) 를 텐 

서곱 형식으로 정의한다. 다음 절에서의 표기상의 편 

의를 위해 위의 세 가지 팬 벡터를 크기 조절하여 조 

합한 복합 팬 (composite fkn)을 다음과 같이 표기한다:

v) = 2m(1- ")F*S" ' v)
+ 2v(l-v)R"+'G'(", v)
+ 4"v(l-")(1-v)F*G ‘(", v) (39)

2.3.5 베지어 곡면의 립과 팬

이 절에서는 베지어 곡면을 립과 팬으로 분해하는 

방법을 설명한다. 특히, 2.3.3절과 2.3.4절에서 소개된 

식 (35)- (39)을 이용하여 립과 팬이 표현됨을 보인다.

Theorem 2. (베지어 곡면의 립과 팬) m,”Z2 일 

때, 차수 의 베지어 곡면 RgS"(〃,v) 은 립 

과 세 개의 팬, R*T g”2(”,v), 
+ 으로 다음과 같이

분해된다:

RmSn(U,v) = Rm-'sn-l(U,v)

+ 2u(l -u)Fm~2S"~1(u, v)

+ 2v(l - v)R"i‘G"-2(“, v)
=Rm~IS^1(u,v) + ^>m~2r"~2(u,v) (40)

증명: 식 (40)의 성립은 정리 1의 베지어 곡선에 대 

한 립과 팬 분해를 "와 V 방향으로 순차적으로 적용 

함으로써 보일 수 있다. 먼저 «를 어떤 값 "°로 고정 

시키고 얻은 베지어 곡선 RSS，%”) 을 식 (24)- 
(25)를 이용하여 다음과 같이 분해할 수 있다:

R*S*("o ，v)=支 R"写(".矿(V)

j = o

= f(Rm-1S>o) + 2Mo(l-«o)Fm-2S；(Wo))-B；(v)
J=0

=(言 R 妇 Sj©。).或("

+(2«0(l-«0)f；Fm-2S>0)-5；(v))
J=0

=Rm-1 Sn(u0, v) + 2u0( 1 - «o)Fm-2S，，(Mo> v) (41)

식 (41)은 〃의 값에 상관없이 성 립하므로 다음과 같 

이 표현할 수 있다:

RmS"(», V)= R"「S”(“, v) + 2M(l-M)Fm~2S"(M,v)

(42)

이번에는 v의 값을 V。로 고정하고 식 (42)를 다음과 

같이 표현할 수 있다:

R"(“, v0) = Rm 1 S"(u, v0) + 2u(l-u)Fm~2S"(u, v0)

+ 2〃( 1 - u)\ 窟%尸S"(v°) •，矿시 (43)

식 (43)의 旳「2剛(")는 제어망 {f尸矿} 의 涅] 
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째 열로 정의되는 벡터이다. 식 (43)의 우항의 첫 번 

째 괄호 안의 식은 식 (28)을 이용하여 다음과 같이 

분해할 수 있다:

1 = 0

=?(玲七"* ，。)+2%(1-%)欧1(疔2(%))禺很(") 

1 = 0

=[郭十气).，矿(2

+2v°(l tJ'矣'欧宅"「机) 场”시

\1=0 丿

=Rm-1S"-1(«,v0) + 2v0(l-v0)Rm-1G"~2(«,v0) (44)

식 (43)의 우항의 두 번째 괄호 안의 식을 다음과 

같이 분해할 수 있다:

'萝旷2剛0"矿2(")

1 = 0

=关插件 s"T(v°)+2v°( 1 - v0)Fr2G"-2(v0))Br'(«) 
< =0

= ['矣 f 件 S"* 。) .矿T 시

\i = Q )

+ 2%("。)"歐尸 G"*°). 矿(")J

=Fm-2S"-1(«)v0)+2v0(l -v0)Fm-2Gn-2(«,v0) (45)

식 (44)-(45)을 식 (43)에 대입하고 를 로 대체하여 

식 (40)을 얻을 수 있다. Q.E.D.
정리 2로부터 다음의 따름정리를 쉽게 유도할 수 

있다(자세한 과정은 생략하기로 한다.).

Corollary 2. 차수 의 베지어 곡면 R*S"  
(“，幻을 차수 (m-k, 의 립 한 개와 일련의 k 
개의 복합 팬으로 다음과 같이 분해할 수 있다:

R”，")= Ris"：",】，)

k
+ 方:时-"리 (",V) (46)

i= 1

단,

3. 디자인 예제

이 절에서는 본 논문에서 제시된 립과 팬 이론을 

바탕으로 디자인된 몇 가지 예제들을 보여준다(자세 

한 설명은 각 그림 하단에 설명되어 있다.). Fig. 3과

Fig. 3. 부채모양의 9차 베지어 곡선: (a)주어진 곡선 C9(?) = R9⑺과 직선으로 연결된 제어점들; (b) 일련의 립들의 제어점 . (차수가 

낮을수록붉은색); (c) (b)의 립 제어점으로정의되는 립들; (d) 일련의 팬들에서 샘플링된 팬 선분들; (e)그림 ©와 (d)를겹 

쳐놓은 모습; (f) (d)의 팬 라인을 제어점으로 하는 팬 곡선들.

한국CAD/CAM학회 논문집 제 11 권 제 4 호 2006년 8월



254 이주행, 박형준

(a) (b) (c) (d) (e)

Fig. 4. S자모양의 베지어 곡선. C10(f) = R10(f)： (a)주어진 곡선과제어점; (b) 립 제어점들; © 립들 (두개의 최하위 립은곡선의 대 

칭성으로 인해 겹쳐 보인다. 따라서 ©에서 10개가아닌 9개의 립이 보인다.); (d) 립과 팬라인들 (e) 팬곡선들

Fig. 5. 베지어 곡선『(", V)= R3S3(m, V): (a) 주어진 곡면. 흰색 곡선은 u = 0.5와 v = 0.5에서의 ; (b) 립 R2S2(u, v)과 복합 팬 

0.5)의 샘플 벡터들; (c) 립 R'S'(", V)과 복합팬 0>T°(m, 0.5)의 샘플 벡터들; (d) 립과 팬을 포함한 그림 (a), (b), (c) 
의 겹침 ; (e) 립과 팬을 포함하지 않은그림 (a), (b), (c)의 겹침 ; (f) 립 R2S2(w, v)과세 가지 팬들『贸“, 0.5), R2G'(m, 0.5), 

F'G'(“, 0.5). (각 적색, 녹색, 청색); (g) 립 R'S'(m, 0.5)과 세가지 팬들 F°S0, 0.5), R'G°(i/, 0.5), 0.5).

4는 각각 9차와 10차 베지어 곡선에 대해서 전형적인 

립과 팬의 패턴을 보여준다. Fig. 5는 차수 (3,3)의 간 

단한 베지어 곡면에 대한 립과 팬의 예를 보여준다. 

(더 많은 디자인 예제들을 온라인상에서 볼 수 있다.回).

4. 결 어

본 논문에서는 베지어 곡선과 곡면의 립과 팬에 대 

한 기하학적인 개념을 제시하였다. 즉, 차수 "의 베지 

어 곡선을 차수 (m- 1)의 립과 차•令 ("- 2)의 팬으로 

분해할 수 있고, 차수 (m, 砂의 베지어 곡면을 차수 

(w - 1, 1)의 립과 차수 (〃，- 1, n - 2), (m - 2. 

n- 1), (m-2, ”-2)의 세 개의 팬으로 분해할 수 

있음을 보였다. 또한, 주어진 베지어 곡선과 곡면의 제 

어점을 립과 팬의 제어점과 제어벡터로 변환하는 방 

법을 설명하였다. 제시된 디자인 예에 따르면 생성된 

립과 팬은 주어진 곡선과 곡면과 유사한 패턴을 보임 

을 알 수 있다. 따라서, 제시된 디자인 예제와 유사한 

효과가 필요한 기하 디자인 응용에서 립과 팬 분해를 

이용할 수 있다.

립과 팬은 주어진 베지어 곡선이나 곡면의 전체 

(global) 제어점을 이용하여 정의되기 때문에, NURBS 
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와 같은 조각적(piecewise) 곡선이나 곡면에 직접 적 

용하는 데는 한계가 있다. 예를 들어, 한 조각의 곡선 

이나 곡면 단위로 본 논문에서 제시한 립과 팬 분해를 

적용한다면 불연속적인 립과 팬이 생성되는데, 이런 

결과는 바람직하지 않은 결과일 수 있다. 따라서, B- 

spline이나 NURBS 등으로 립과 팬 이론을 확장하는 

것이 추후 연구 주제가 될 것이다.
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