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ABSTRACT

This paper addresses B-spline curve approximation of a set of ordered points to a specified toler
ance. The important issue in this problem is to reduce the number of control points while keeping the 
desired accuracy in the resulting B-spline curve. In this paper we propose a new method for error- 
bounded B-spline curve approximation based on adaptive selection of dominant points. The method first 
selects from the given points initial dominant points that govern the overall shape of the point set. It 
then computes a knot vector using the dominant points and performs B-spline curve fitting to all the 
given points. If the fitted B-spline curve cannot approximate the points within the tolerance, the method 
selects more points as dominant points and repeats the curve fitting process. The knots are determined 
in each step by averaging the parameters of the dominant points. The resulting curve is a piecewise B- 
spline curve of order (degree+1) p with C1" continuity at each knot. The shape index of a point set is 
introduced to facilitate the dominant point selection during the iterative curve fitting process. Compared 
with previous methods for error-bounded B-spline curve approximation, the proposed method requires 
much less control points to approximate the given point set with the desired shape fidelity. Some exper
imental results demonstrate its usefulness and quality.

Key words : B-spline curve approximation, Error-bound, Data reduction, Dominant point selection, Shape 
index

1.서 론

곡선근사(curve approximation)는 CAGD^야에서 

확고히 정립된 대표적인 고전적 문제 중의 하나임에 

도 불구하고, 여전히 많은 응용분야에서 필수적인 요 

소로서 존재한다的风 본 논문은 순서가 정해진 점들 

(ordered points)을 허용오차(tolerance) 이내로 B- 

spline 곡선으로 근사하는 문제를 다룬다. 이 문제에서 

중요한 관심사는 B-spline 곡선의 정 확도(accuracy)를 

유지하면서 노트(knots) 개수, 결과적으로는 조정점 

(control points) 개수를 줄이는 것이다.

본 논문에서는 특징점들(dominant points)의 선택에 

근거한 오차보장 B-spline 곡선근사를 위한 새로운 방 

법을 제시한다. 제시된 방법의 기본 개념은 간단 명료 

하다. 우선 주어진 점들의 전체적인 형상을 지배하는 

초기 특징점들을 선택한 후, 특징점들을 이용하여 노 

트벡터 (knot vector)를 계산하고, 최소자승 B-spline 
곡선적합(least-squares B-spline curve fitting)을 적용 

하여 입력점들을 근사하는 B-spline 곡선을 생성한 

다. 구해진 B-spline 곡선이 허용오차 이내로 입력점 

들을 근사할 수 없다면, 특징점들을 추가로 선택하여 

위와 동일한 곡선적합과정 (curve fitting process)을 반 

복한다. 각 반복주기에서 노트들은 현재 특징점들의 

매개변수 값을 평균화함으로써 결정된다. 이 방식은 

B-spline 곡선보간(curve interpolation)6,] 적용되는 노 

트결정방식과 동일하다. 결과곡선은 각 노트에서의 

CS2)연속성을 갖는 3- 1)차 B-spline 곡선이다.

반복적 곡선적합과정에서 특징점 선택을 용이하게 
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하기 위해 다각형의 형상지표 (shape index)가 소개된 

다. 형상지표는 다각형의 형상복잡도를 판정하는데, 

다각형의 전곡률(total curvature)와 호길이 (arc length) 
의 조합에 의해 추정된다. 제시된 오차보장 곡선근사 

방법은 여러 좋은 특성들을 갖는다. 특히, 기존의 방 

법들R기。)에 비해 적은 개수의 조정점들을 소요하고, 

형상 정확도를 잘 유지하면서 주어진 점들을 충실히 

근사한다.

2장에서는 B-spline 곡선 정의 및 B-spline 곡선적 

합(curve fitting)에 대해 소개하고, 3장에서는 제시된 

오차보장 곡선근사 방법을 자세히 설명 한다. 4장에서 

는 두 가지 예제를 이용한 적용 결과를 통해 제시된 

방법의 유용성과 품질을 보여준다. 5장에서 결론을 맺 

는다.

2. B-spline 곡선적합

독자들이 B-spline 곡선에 익숙하다고 가정 하에 논 

지를 전개하기로 한다. B-spline 곡선적합(curve 
fitting)^ 서로 다른 점들 P, (; = 0, ..，初을 적절히 지 

나는 B-spline 곡선을 생성하는 일을 말한다〔'기. 점들 

日의 매개변수 r,-, B-spline 함수의 차수(p- 1), 그리 

고 노트벡터 丁가 주어졌을 때, 최소자승 B-spline 곡 

선적합문제는 다음의 최소자승오차를 최소화시킴으 

로써 B-spline 곡선의 조정점들 B//= 0, 를 결정 

하는 것이다.

E(B°,...,B“)= £||CG)-베 ⑴
i = 0

일반적으로, 입력점들의 개수는 조정점 개수보다 작 

지 않다(知 그 〃). 그리고, 접선이나 고차 미분과 같은 

선형제약식이 주어진 경우, 라그랑주 제곱수(Lagrange 
m니tipliers)를 사용하여 식 (1)에 반영될 수 있다［이. 

이러한 최소자승오차 최소화 문제는 선형시스템 풀이 

로 쉽게 변환된다.

매개변수 L 와 노트벡터 T 선정이 결과곡선 C(/) 
의 품질에 큰 영향을 미친다. 곡선적합과정을 위해 널 

리 채택되는 방식은 현길이법(chord length method) 
또는 구심 법 (centripetal method)을 사용하여 매개변수 

를 구한 다음, 구해진 매개변수 분포를 고려하되 최소 

하나 이상의 매개변수가 모든 노트간격(knot span) 내 

에 존재하도록 노트 값들을 위치시킨다. 매개변수 

匕•는 일반지수법 (general exponent method)에 의해 

구해질 수 있다⑵. 노트벡터 丁의 노트 값 "는 다음과 

같이 구해질 수 있다［기.

tQ = ... - tp_-[ = 0； tn+i = ... = tn+p= 1；

"-1 -
']i+P-2

（1 -u）7k_l + utk for m>n

m = n1,…M-p+l）（2）

여기서 int(i x©이고, d= (m + l)/(z?— p + 2) 이고, 

〃 = i x d- 左 이 다. 〃! = "인 경 우, 평 균법 (averaging 
technique)이라고 부르고, m>K인 경우, 노트배치법 

(knot placement technique)이라고 부른다. 언급된 노 

트선정에 의거하면 노트 값들이 매개변수 7； 의 분포 

를 반영하고, B-spline 곡선적합과정 동안 특이선형시 

스템 (singular linear systems)0］ 거의 발생하지 않으므 

로 안정성 있게 B-spline 곡선을 구할 수 있다吧

3. 오차보장 B-Spline 곡선근사 방법

오차보장 B-spline 곡선근사 문제는 점들 P, 

(/ = 0,力)와 허용오차 a가 주어졌을 때, 곡선과 점들 

간의 거리가 허용오차보다 작도록 유지하는 B-spline 
곡선 C0)을 찾는 것이다. 이 문제는 일반적으로 반복 

과정을 요구한다. 이 과정에서는 조정점 개수 ("+ 1), 
노트벡터 T, 매개변수 七 를 적절히 조절하면서 허용 

오차를 유지한다〔기，陽m. 그리고, 반복과정의 각 주기 

에 최소자승 곡선적합이 자주 사용된다.

오차보장 B-spline 곡선근사를 위한 여러 방법들 

이 제시되었다a时。〕. 기본적으로 오차보장 곡선근사 

는 점증법 (incremental method), 점감법 (decremental 
method), 그리고 이분법 (bisection method) 중의 하 

나를 이용하여 성취될 수 있다. 점증법은 적은 개수 

의 조정점으로 시작하여 곡선적합, 오차검사, 필요한 

조정점 추가를 반복 수행하는 것을 말하며, 점감법은 

많은 개수의 조정점으로 시작하여 곡선적합, 오차검 

사, 불필요한 조정점 제거를 반복 수행하는 것을 말 

한다EL 많은 개수의 조정점이 항상 작은 근사오차 

를 갖는 B-spline 곡선을 가져다 주지는 않기 때문에 

점증법이 점감법보다 적은 개수의 조정점을 소요하 

는 경향이 있다.

노트제거법(knot-removal method)은 다른 형태의 

점감법에 속하는데, 오차보장 B-spline 곡선근사를 위 

해 사용될 수 있다所。〕. 이 방법은 주어진 점들을 보 

간하는 B-spline 곡선으로 시작하여 주어진 점들과 곡 

선 간의 거리가 허용오차를 벗어나지 않도록 유지하 

면서 불필요한 노트들을 제거한다. 노트제거법은 잡 

음을 포함하는 입력 데이터에는 좋은 결과를 제공하 

지 않는다.
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이분법은 먼저 조정점 개수의 상한선과 하한선을 

설정 한다. 그런 다음, 현재 상한선과 하한선의 중간값 

에 해당하는 조정점 개수로 B-spline 곡선적합을 시도 

한다. 만약 점들과 곡선 간 거리가 허용오차 이내에 

있으면, 중간값을 상한선으로 대치한다. 그렇지 않으 

면, 중간값을 하한선으로 대치함으로써 상한선과 하 

한선 간의 간격을 절반으로 줄여나간다. 이러한 과정 

을 간격 크기가 1이 될 때까지 반복한다. 이분법은 점 

증법이나 점감법보다 계산속도가 빠르지만, 점증법보 

다 많은 수의 조정점을 소요하는 경향이 있다.

그 외에도 비선형 최적화 문제를 풀어 최소 조정점 

개수와 최적 노트값들로 이루어진 최적 B-spline 곡선 

을 구하는 방법도 가능하다기. 그러나, 이 방법은 

계산적으로 매우 비효율적이고, 해법의 안정성이 보 

장되지 않는다.

본 논문에서 제안되는 오차보장 B-spline 곡선근사 

방법은 점증법에 속하지만, 주어진 점들의 전체형상 

(overall shape)을 지배하는 특징점들(dominant points) 
의 적절한 선택을 바탕으로 한다. 다음은 제시된 방법 

의 주요 절차를 요약한 것이다.

입력: 순서가 정해진 점들 P； Q = 0,时와 허용오 

차 5.
출력 : 차수 (?-1)인 B-spline 곡선 C(/).

(1) 점들 日의 매개변수 /,■ 를 결정한다. ［3.3절 참고］

(2) 주어진 점들의 전체형상을 포착하는 기저곡선을 

생성하여 점들에서의 곡률을 추정한다. ［3.1 절 

참고］

(3) 곡률정보를 이용하여 점들 P로부터 초기 특징 

점들 D, (/ = 0,를 결정한다. 초기 특징점 개 

수가 “보다 작으면, 부족한 개수 만큼 추가로 

선택한다. ［3.2절 참고］

(4) 특징 점 들 D丿를 이용하여 노트벡 터 丁를 결정 한 

다.〔3.3절 참고］

(5) 주어 진 모든 점 들 日에 대해 최 소자승 B-spline 
곡선적합을 수행한다. ［2장 참고］

(6) 현재의 B-spline 곡선 C0)가 허용오차 3 이내에 

점들 P,를 근사할 수 있다면, 현재 곡선과 함께 

근사과정 수행을 종료한다. 그렇지 않으면, 다음 

과정들을 수행한다. ［3.4절 참고］

(7) 현재 곡선을 이용하여 점들의 곡률값을 갱신한 

다. ［3.1 절 참고］

(8) 점 데이터의 형상정보에 근거하여 특징점들을 

추가로 선택한다. ［3.2절 참고］

(9) 절차 (4)로 가서 근사과정을 반복한다.

제시된 방법의 기본 개념은 주어진 점들로부터 선 

택된 특징점들을 이용하여 노트벡터를 계산하고, 주 

어진 모든 점들에 대해 최소자승 B-spline 곡선적합을 

적용하는 것이다. 만약 구해진 B-spline 곡선이 만족 

스럽지 않으면, 특징점들을 추가로 선택하여 노트벡 

터선정과 곡선적합과정을 반복한다. 특징점들의 선택 

은 점 데이터의 형상정보를 바탕으로 한다.

Fig. 1은 제시된 방법을 이용한 오차보장 B-spline 
곡선근사 예를 나타낸다. 허용오차는 6 = 5x1(尸 

mm로 주어졌다. Fig. 1(a)는 컨셉카 프로파일 

(concept car profile)로부터 얻어진 2()1개의 점들로 

이루어진 점 데이터와 19개의 초기 특징점들을 보여 

준다. 점들은 66 X 19 mm2 사각형에 포함되며, 굵은 

실점 (solid points)으로 특징점을 표시했다. Fig. 1(b) 

는 초기 특징점들로 얻어진 3차 B-spline 곡선을 나 

타낸다. Fig. 1(c)는 29개의 최종 특징점들을 포함하

Fig. 1. B-spline 곡선근사 예 : (a)초기 특징점들을 포함한 점 
데。j터, (b)초기 B-spline곡선, (c)최종특징점들을포 

함하는 점 데이터, (d) 최종 B-spline 곡선.
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는 점 데이터를 나타낸다. 10개의 특징점들이 추가로 

선택되었다. Fig. 1(d)는 최종 특징점들로 얻어진 3차 

B-spline 곡선을 나타낸다. 매개변수와 노트는 각 곡 

선의 하단부에 표시되었다. 노트벡터 위의 수직선분 

은 매개변수를 의미하며, 수직선분 위의 놓인 실점은 

특징점을 의미한다.

3.1 이산곡률 추정

점 日에서의 곡률 k는 국소법 (local methods)에 의 

해 추정될 수 있는데, 대개 세 점 P,.,, P,, P,-+i* * 지 

나는 원호나 2차곡선을 이용하여 점 日에서의 곡률을 

계산한다"心. 점 데이터에 잡음(noises)이 포함되어 

있는 경우, 국소법에 의해 구해진 이산곡률의 잡음은 

보다 증폭된다. 평활화 기법들(smoothing techniques) 
을 이용하여 잡음이 포함된 이산곡률을 평활화시킬 

수 있지만, 잡음이 포함된 이산곡률의 처리는 여전히 

어려운 문제로 남는다"”1.

3.2 특징점 선택

3.2.1 초기 특징점의 선택

주어진 점들에서의 이산곡률을 추정한 다음, 초기 특 

징점들을 구한다. 초기 특징점들은 입력 점들의 양 끝 

점과 특이점들(feature points)로 이루어진다. 본 논문에 

서는 특이점으로 국소곡률최대점(local curvature 

maximum points)과 국소곡률최소점 (local curvature 
minimum points)0] 고려된다• 변곡점 (inflection points) 
은 국소곡률최소점에 속한다. 다음 규칙에 의거하여 곡 

률도표(curvature plot)에서의 특이점들을 분류한다.

• 만약 九＞底一,이고, 房〉底/기면, 점 P,는 국소곡률 

최대점으로 고려된다. 이 점은 곡률도표에서 국소 

정점 (peak)에 해당한다.

• 만약 居아,이고, 毎아시이면, 점 日는 국소곡률 

최소점으로 고려된다. 이 점은 곡률도표에서 r축 

에 국소적으로 가장 가까운 점 에 해당한다.

이제 초기 특징점들을 구하는 절차에 대해 설명한 

다. 먼저, 모든 점들을 탐색하여 첫 번째 규칙을 만족 

하는 국소곡률최대점 들을 찾는다. 국소곡률최대 점들 

중 곡률하한선 (lower curvature bound) 綿보다 작은 

곡률을 갖는 점들을 배제한다. 여기서는 k,m = kmg/4 
로 설정하였는데, 如惜는 주어진 점들의 곡률 평균값 

이다. 기저곡선에 작은 주름(wiggles)이 있는 경우, 

이러한 주름 근처에서 원하지 않는 국소곡률최대점 

이 생길 수 있다. 곡률하한선의 도입은 기저곡선에 

포함될 수 있는 주름의 영향을 완화시키기 위한 것 

이다.

그런 다음, 구해진 국소곡률최대점들을 바탕으로 국 

소곡률최소점들을 찾는다. 인접한 두 국소곡률최대점 

들 사이에는 두 번째 규칙을 만족하는 국소곡률최소 

점들이 존재하는데, 이들 중 곡률이 가장 작은 점만

본 논문에서는 점 데이터의 전체 형상을 포착하는 

B-spline 기저곡선(base curve)을 얻은 다음, 이 곡선 

을 이용하여 각 점에서의 초기 곡률을 계산한다. 기저 

곡선은 다음과 같이 구해진다. 먼저, 상대적으로 큰 허 

용오차 O■ 이내로 B-spline 곡선근사를 적용하여 B- 
spline 곡선을 얻는다. 점증법이나 이분법 등을 이용하 

여 B-spline 곡선을 구할 수 있으며。，지。】, 허용오차 b 

는 원래의 허용오차 S보다 훨씬 크게 설정한다. 본 논 

문에서는 이분법"을 채택하였다. 한편, 조정점 개수 

를 개 략적으로 추정 하여 최소자승 B-spline 곡선적 합 

을 수행하여 또 다른 B-spline 곡선을 얻는다. 이때, 

조정점 개수의 추정은 출발점에서 특정 점에 이르는 

다각형의 현길이 대비 원호길이의 비율에 바탕을 둔 

다回. 점 데이터의 처음점을 출발점으로 시작하여 현 

재 점에 이르는 다각형에 대한 해당 비율이 경계값을 

넘으면, 조정점 개수를 하나 증가하고, 현재 점을 출 

발점으로 설정한다. 그러지 않으면, 다음 점에 대해 동 

일한 검사를 수행한다. 이와 같이 구해진 두 개의 B- 
spline 곡선들 중에 적은 개수의 조정점을 갖는 곡선 

을 초기 기저곡선으로 결정한다. 여기서, o나 경계값 

을 작게 설정하면 상대적으로 많은 조정점들로 정의 

되는 B-spline 기저곡선이 얻어진다. 이러한 경우, 기 

저곡선에 작은 주름이 포함될 가능성이 높으며, 결과 

적으로 영향력이 적은 특징점들의 개수를 증가시킬 

수가 있다. 본 논문에서는 경험적으로 b=7d로 설정 

하였고, 경 계값을 1.008로 하였다.

한편, 점들 日의 곡률을 반복과정의 각 주기마다 갱 

신하여 더욱 신뢰성이 있게 한다. 점 P에서의 곡률은 

弁 = |忙0.)妃(게|/忙(게3 에 의해 구해진다. 여기 

서, C(访 와《(幻 는 곡선 C⑺ 의 1차 및 2차 미 

분벡터를 각각 가리킨다.

Fig. 2. 기저 곡선.
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특징점들의 적응적 선택에 근거한 B-spline 곡선근사 5

유지 하고, 나머지는 배제 한다.

Fig. 3은 Fig. 1에서 이용된 점들에 대한 곡률도표 

를 나타낸다. 점선으로 표시된 수평선은 입력 점들의 

평균 곡률을 가리킨다. 언급된 초기 특징점 탐색 방안 

에 의거하여 곡률도표로부터 19개의 초기 특징점을 

찾았는데, 2개 양 끝점, 8개 국소곡률최대점, 9개 국소 

곡률최소점으로 구성된다. 곡률도표 상의 국소곡률최 

대점 하나는 곡률 크기가 작아 배제되었다. 배제된 국 

소곡률최대점 근처에 있는 두 개의 국소곡률최소점 

중 곡률이 작은 점만 유지되었다. Fig. 3에서 국소곡 

률최대점 부위를 V 으로 표시했고, 국소곡률최소점 

부위를 A로 표시했다. 그리고, 배제된 국소곡률최대 

점 부위를 1 로 표시했고, 배제된 국소곡률최소점 부 

위를 f 로 표시 했다. Fig. 1(a)에 있는 초기 특징 점 들 

을 참조하기 바란다.

3.2.2 다각형의 형상복잡도

이제, 특징점 선택에 활용될 다각형(polygonal 

segment)의 형상지표를 소개한다. 형상지표는 다각형 

의 형상복잡도(shape complexity)를 판정 하는데 , 해당 

다각형의 전곡률(total curvature)과 호길이 (arc length) 
의 조합에 의해 추정된다. 점들 P*(k  = s,..,e)로 이루 

어진 다각형 S* 의 형상지표 头는 다음과 같이 정의 

된다.

必 q쯔£ + (1_,)4소
(3)

여기서 OMrMl 이다. TK，e는 다각형 S件의 전곡률을 

가리키며, 다음과 같이 근사된다.

TK* = ■［히서a = Z(I세 니*7+J)(4+lF)/2 (4) 
& i = s

여기서 氏와 t는 점 日의 곡률과 매개변수를 각각 가

리킨다.，4虹〈는 다각형 S* 의 호길이를 가리키며, 다 

음과 같이 근사된다.

Xlp/+i-p/l (5)
s i = S

비슷한 전곡률을 갖은 두 다각형의 경우, 호길이가 

더 큰 다각형의 형상이 더 복잡하다는 가정 하에 다각 

형의 전곡률에 호길이를 추가하는 형태로 형상복잡도 

를 정의하였다. 저자들의 경험에 의하면, 다각형의 형 

상복잡도를 정 의함에 있어 전곡률이 호길이보다 훨씬 

지배적임을 알 수 있었다. 입력 점들에 잡음이 없는 

경우, 수치 rM 1.0 로 하여도 무방하지만, 그렇지 않은 

경우에는, r<1.0인 값을 설정함으로써 잡음이 있는 

부위에 너무 많은 특징점들이 선택되는 현상을 다소 

방지할 수 있다. 본 연구에서는 r = 0.8로 설정하였다. 

식 (3)의 형상지표는 0과 1사이의 정규화된 값으로 

서, 지금까지의 경험에 의거하면 복잡한 형상의 다각 

형이 큰 형상지표를 갖는 경향을 보여준다.

3.2.3 특징 점 의 추가 선 택

만약 초기 특징점 개수 ("+ 1)이 p 보다 작은 경우, 

초기 B-spline 곡선을 얻기 위해서는 (p-n- 1)개의 

특징점들을 추가로 선택해야 한다. («+ 1)개의 특징점 

들로 ”개의 다각형을 구성할 수 있음을 주지하라. 인 

접한 두 특징점 D广P，와 D丿+1 =PMs<e) 사이에 

있는 점들 P，O = s,..,e)로 다각형 를 구성할 수 

있다. (p-n- 1)개의 특징점 선택은 이러한 〃개의 다 

각형들의 형상지표를 바탕으로 이루어 진다. 주어진 

점들 중 특징점에 속하진 않은 점을 보통점(normal 
point)이라고 하자. 최소한 하나 이상의 보통점을 포함 

하는 다각형들 중에서 가장 큰 형상지표를 갖은 다각 

형을 찾은 다음, 해당 다각형에 포함되는 하나의 보통 

점을 새로운 특징점으로 선택한다. 여러 개의 보통점 

들이 있는 경우, 보통점 선택에 대한 설명을 잠시 미 

루기로 하자. 이러한 과정을 p개의 특징점들을 얻을 

때까지 반복한다.

또한, 현재의 특징점들로 얻어진 B-spline 곡선이 

만족스럽지 않을 경우, 특징점들이 추가되어야 한다. 

앞에서와 언급된 한 개 이상의 보통점들을 갖는 다각 

형들에서 각각 하나의 후보점 (candidate point)을 결정 

한다. 그런 다음, 현재 곡선과의 거리오차가 큰 후보 

점들을 점진적으로 특징점으로 포함시킨다. 본 논문 

에서는 가장 큰 거리오차를 갖은 하나의 후보점을 새 

로운 특징점으로 선택 하였다.

인접한 두 특징점 D,= P,와 Dy+1 = Pe(s+ 1 <e) 에 

의해 구성되는 다각형 S,/의 보통점들 P,(s</<e) 
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6 박형준, 이주행

중 어떤 점을 새로운 특징점으로 선택하는 지를 살펴 

보자. 간단한 방식은 해당 다각형을 이루는 점들의 중 

간점 (median point)을 선택하는 것이다. 좀더 유망한 

방식은 必,『 = min；二I风厂0.5 xS/" 를 만족하 

는 보통점 P,,“„를 새로운 특斯점으로 선택하는 것이 

다. 이 방식은 다각형을 이루는 점들의 곡률이 거의 

같거나 매우 작은 경우, 다각형 S“를 거의 같은 호길 

이를 갖는 두 개의 다각형으로 분할하는 점 Pg를 선 

택한다.

Fig. 4는 19개의 초기 특징점들이 결정된 후, 4개의 

추가 특징점들이 선택되는 예를 보여준다. 새로 추가 

된 특징점들은 실선 원(solid circle)으로 표시되었다.

(d)

Fig. 4.특징 점들의 점진적 선택: (a) 20번째 특징 점 , (b) 21번째 

특징점, (c) 22번째 특징점, (d) 23 번째 특징점.

3.3 매개변수와 노트 결정

입력점들로부터 ("+1)개의 특징점들이 적절하게 

선택되었다면, 3- 1)차 B-spline 곡선의 생성은 간단 

하다. 우선 현길이법을 사용하여 점들 P,의 매개변수 

匕• 를 결정한다. 그런 다음, 현재 특징점들의 매개변수 

값들에 대해 평균법을 적용하여 노트 값들을 결정한 

다. 이 방식은 B-spline 곡선보간(curve interpolation) 
에 이용되는 노트결정방식과 동일하다]羽. 반복적 곡 

선근사과정의 B-spline 곡선적합 단계에서 조정점의 

개수는 특징점의 개수와 동일하다. 이것은 최소한 하 

나 이상의 매개변수가 모든 노트간격 (knot span) 내에 

존재함을 의미하며, Schoenberg-Whitney 정 리「"에 의 

거하여 선형시스템행렬(linear system matrix)이 특이 

하게 되지 않음을 의미한다. 따라서, B-spline 곡선을 

쉽고 안정성 있게 구할 수 있다. 언급한 대로 매개변 

수와 노트를 결정한 후, 모든 입력점들 日에 대해 최 

소자승 B-spline 곡선적합을 수행하면 된다. 그 결과 

로써 현재의 특징점들 근처를 지나는 곡선이 생성되 

게 된다.

일부 논문卩5，坷에서도 보다 좋은 곡선근사를 얻기 위 

해 형상정보를 이용하여 노트선택을 수행하는 방안이 

제시되었다. Razdan回은 주어진 곡선에 대한 B- 

spline 곡선근사를 위한 노트선택을 다루었으며, 주어 

진 곡선으로부터 보간점들(interpolation points)을 선 

택하는 간단하고, 통찰력 있는 알고리듬을 사용하여 

선택된 점들을 보간하는 3차 B-spline 곡선을 구함으 

로써 근사문제의 해결을 시도하였다. Li et al.31 도 

B-spline 곡선근사에서의 노트선택을 위한 비슷한 알 

고리듬을 제시하였다. 그들은 단순히 노트 값을 선택 

된 점들의 매개변수 값과 동일하게 설정하였다• 그러 

나, 그들의 노트배치를 위한 휴리스틱 알고리듬은 기 

대 이상의 노트들을 소요하는 경향이 있다. 언급된 연 

구皿에서 형상정보에 근거한 노트선택 개념이 채택 

되었지만, 이러한 개념이 오차보장 곡선근사에 완벽 

하게 통합되지는 못했다.

3.4 근사거리척도

점들 P = {P*  = 0,...,m} 와 구해진 곡선 C0)간 

의 거리는 여러 방식으로 정의될 수 있지만, 본 논문 

에서는 두 가지 정의를 고려하였다. 곡선 C(0와 이산 

(discrete) 점들 P,간의 격차를 고려할 때, 거리는 다음 

과 같이 정의된다.

dist(C,P) = max dist(C,P[) = max ||P;-P,| (6)

여기서 dist(C, R)는 점 日에서 곡선 %)까지 이르는 

거리를 의미하고, 점 E, 는 점 日의 곡선 顷)로의 수 

직 투영 점 (orthogonal projection)을 말한다.

곡선 C")와 다각형 P 상에 놓인 모든 점들 간의 

격차를 고려할 때, 거리는 다음과 같이 정의된다.
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a知(C,P) = H(C,P) = max0(C,P),*(P,C))  (7)

여기서 力(C,P) = maXaucminbepla-비 로 정의된다. 

이 거리를 C와 P 간의 Haussdorff 거리라고 부른 

다E. 함수 /7(C,P) 를 C에서 P까지의 유향(directed) 
Haussdorff 거리라고 부른다. H(C, P)를 직접 계산하 

는 것은 쉽지 않지만, H(C, P)가 허용오차 殂다 작 

은 지에 대한 여부를 비교적 쉽게 확인할 수 있다. 이 

에 대한 상세 한 내용은 Park〔기을 참고하기 바란다.

4. 적용결과

제시된 오차보장 B-spline 곡선근사 방법은 펜티엄 

IV급 IBM 호환 개인용 컴퓨터에서 C언어로 구현되었 

다. 여러 다양한 데이터들에 대한 적용을 통해 제시된

방법이 잘 동작함을 확인하였다. 또한, 오차검사를 통 

해 근사곡선들이 허용오차 이내에 있음을 확인하였다.

데이터 감소(data reduction)와 형상 충실도(shape 

fidelity) 측면에서 제시된 방법의 성능을 보여주기 위 

해 3가지 기존 방법들을 함께 구현하여 소요 조정점 

개수와 계산시간을 비교하였다. 3가지 기존 방법들은 

점증법, 이분법, 노트제거법이다점증법과 이분 

법에서는 매개변수는 현길이법(chord length method) 
에 의해 결정되었고, 노트 값은 Piegl과 Tiller⑶에 의 

해 제시된 노트배치법에 의해 결정되었다. 노트제거 

법은 Lyche와 MorkenSS의 방법에 의거하였다.

Fig. 1에 있는 점 데이터에 대해 B-spline 곡선근사， 

를 우선 적용하였다. Fig. 5는 4가지 방법들로 구해진 

3차 B-spline 곡선들을 가리킨다. 여기서, d=5 x 10或 

mm로 주어졌다. Fig. 1(a)은 제시된 방법을 이용하여 

구해진 곡선을 나타낸다. Fig. 5(b)-(d)는 기존방법들 

을 이용하여 구해진 곡선들을 각각 가리킨다. 그림에 

서 각 곡선의 조종다각형 (control polygon)을 함께 나 

타내었고, 노트 값들을 각 곡선 하단부에 나타내었 

다. Fig. 6은 4가지 허용오차 수준에 따라 4가지 근사 

「，♦，，Proposed ■■•잔-Forward incrementalL-Bisection • Knot-removaU

T olerance

Fig. 5.네 가지 근사 방법들에 의해 구해진 3차 B-spline곡선 

들: (a)제시된 방법, (b)점증법, (c)이분법, (d)노트제 

거 법.

(a)

0.05 0.01

Toferance

0,005

(b)

Fig. 6. 컨셉카프로파일 데이터에 대한 4가지 방법들의 비교: 

(a) 조정 점 개수, (b) 계산시 간.
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8 박형준, 이주행

방법들을 적용한 3차 B-spline 곡선근사 결과를 도표 

로 비교한 그림이다.

두 번째로, 사람얼굴 프로파일(human face profile) 
에서 측정한 251개 점들로 이루어진 점 데이터에 대 

해 B-spline 곡선근사를 수행하였다. 점들은 84 x 126 
mm2 사각형에 포함되어 있으며, 약간의 잡음을 포함 

하고 있다. Fig. 7는 제시된 방법으로 구해진 3차 B- 

spline 곡선근사를 나타낸다. 여기서, 허용오차는 

d=5 X 1(尸 mm로 주어졌다. Fig. 7(a)는 18개의 조 

정점들로 정의된 3차 B-spline 기저곡선을 나타낸다. 

Fig. 7(b)는 기저곡선으로부터 점들의 곡률들을 계산 

하여 얻어진 곡률도표를 나타낸다. 이러한 곡률도표 

와 형상지표를 바탕으로 22개의 초기 특징점들 

(dominant points)을 검출하였으며, 점차적으로 특징점 

들을 추가하여 최종적으로 37개의 특징점들로 얻어진 

B-spline 근사곡선을 생성하였다. Fig. 7(c)는 실점으로 

표시된 최종 특징점들을 포함하는 점 데이터를 나타 

낸다. Fig. 7(d)는 최종 B-spline 근사곡선을 나타낸 

다. Fig. 8은 4가지 허용오차 수준들에 대해 4가지 근 

사방법들을 적용한 3차 B-spline 곡선근사 결과를 도 

표로 비교한 그림이다.

주어진 점들의 개수를 N이라고 했을 때, 이분법은 

최 악의 경우 logN번의 B-spline 곡선적 합을 수행하지 

만, 제시된 방법과 점증법은 최악의 경우 N嗜의 B- 

spline 곡선적합을 수행하게 된다. 노트제거법도 최악 

의 경우 理의 유사한 방식의 B-spline곡선적합을 수 

행한다. Fig. 6(b)와 Fig. 8(b)에서 이분법의 수행시간 

의 거의 같음을 알 수 있다. 이는 조종점 개수는 증가 

하지만 거의 같은 횟수의 B-spline curve 곡선적합을 

수행한 경우에 해당된다.

제시된 방법은 편평한 영역에서는 적은 개수의 특 

징점들을 선택하고, 복잡한 영역에서는 많은 개수의 

특징점들을 선택한다. 노트제거법도 비슷한 경향을 보 

이지만, 잡음이 포함된 데이터에 대해 좋은 수행 결과 

를 주지 않는다. 실험결과로부터 제시된 방법이 기존 

방법들보다 훨씬 적은 개수의 조정점들을 소요하며, 

이분법보다는 많은 계산시간을 소요하지만 점증법보 

다는 대체로 적은 시간을 소요함을 알 수 있다.

Fig. 7.사람얼굴 프로파일 데이터에 대한 B-spline곡선근사: (a)기저곡선, (b)곡률도표, (c) 최종 37개 특징점을 포함하는 점 데 

이터, (d) 결과 곡선
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Fig. 8. 사람얼굴 프로파일 데이터에 대한 4가지 방법들의 비 

교: (a) 조정 점 개 수, (b) 계 산시 간.

잡음이 포함된 입력 점들에 대해 제시된 방법을 적 

용할 경우, 근사허용오차를 잡음의 크기보다 작지 않 

도록 설정하는 것이 바람직하다. 그러나, 일반적으로 

입력 점들에 포함된 잡음의 크기를 추정하는 일은 쉽 

지 않다. 이러한 잡음의 크기가 주어진 근사허용오차 

보다 큰 경우, 결과 곡면에 잡음의 영향이 그대로 반 

영된다. 즉, 결과 곡선에 주름이 생기게 되며, 소요되 

는 조정점들의 개수도 증가한다• 이러한 결과는 어떠 

한 오차보장 곡선근사 방법을 적용하더라도 비슷하게 

발생한다. 그럼에도 불구하고, 제시된 방법이 기존 방 

법들보다 적은 수의 조정점들로 정의되는 B-spline 곡 

선을 생성할 수 있는 잠재력을 갖는다.

5.결 론

본 논문에서는 순서가 정해진 점들에 대한 오차보 

장 B-spline 곡선근사를 위 한 새로운 방법을 제시 하였 

다. 제시된 방법은 주어진 점들로부터 특징점들 

(dominant points)의 적절한 선택을 바탕으로 한다. 본 

논문에서 제시된 곡선근사 방법은 다음과 같은 좋은 

특성들을 갖는다.

• 제시된 방법은 기존의 오차보장 근사방법들에 비 

해 적은 개수의 조정점들을 소요한다.

• B-spline 곡선접합과정에서 이용되는 노트들은 

특징점들의 매개변수 평균법에 의해 쉽게 결정 

되며, 이러한 노트선정은 쉽고 안정성 있는 B- 

spline 곡선 생성을 실현한다.

• 다각형 형상지표는 반복적 곡선적합과정 동안 특 

징점 선택을 용이하게 해준다.

• 형상정보를 이용한 노트선택 개념이 오차보장 곡 

선근사 과정에 완벽하게 통합되었다.

• 제시된 방법은 평면 점들 뿐만 아니라 공간 점들 

에도 적용될 수 있다.

또한, 제시된 방법은 B-spline 형태가 아닌 자유곡 

선의 B-spline 곡선근사를 위한 핵심요소로서 이용될 

수 있다叫 그리고, 약간의 개 량을 통해, 격자점들(grid 

points)이나 윤곽선들(contours)에 대한 B-spline 곡면 

근사에 확장될 수 있으며 , 개 량된 방법이 B-spline 곡 

면 로프팅 (lofting)에 적용되었을 때02七 결과 & 

spline 곡면의 조정점 개수를 줄이는 데 중요한 역할 

을 할 것으로 기대된다. 이에 대한 확인은 추후 연구 

로 남긴다.
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