
論文

크리깅을 이용한 개선된 확률론적 최적화 알고리즘

임종빈*, 노영희*, 박정선**

An Improved Stochastic Algorithm Using Kriging

for Practical Optimal Designs

Jong-bin Im*, Young-hee Ro* and Jung-sun Park**

ABSTRACT

As many scientific phenomena are now investigated using complex computer

models, the effective use of Kriging on physical problems has been expanded to

provide global approximations for optimization problems. This paper is focused on the

two types of strategies to improve efficiency and accuracy of approximate optimization

models using Kriging. These methods are performed by the stochastic process,

stochastic-localization method(SLM), as the criterion to move the local domains and

the design of experiments(DOE), the classical design and space-filling design. The

proposed methodology is applied to the designs of 3-bar truss, Sandgren's pressure

vessel, and honeycomb upper platform of a satellite structure.

초 록

최근 공학적 설계문제들이 복잡해짐에 따라 크리깅을 이용한 근사최적화에 관한 연구

가 활발하다. 따라서 본 논문에서는 개선된 확률론적 최적화 알고리즘을 제안함으로써 크

리깅을 이용한 근사최적설계의 정확성과 효율성을 높이고자한다. 순차적 근사최적화 시

확률적인 설계영역으로의 이동을 위해 새로운 방법인 확률론적 국부화기법(SLM)을 제안

하며, 고전적 계획법, 공간충진 계획법의 두 실험계획법을 사용함으로써 실험점 선정의

효율성을 높이고, 실험계획법의 종류에 따른 결과를 비교, 분석하였다. 또한 3부재 트러

스, Sandgren의 압력용기 그리고 하니콤 인공위성 플랫폼 최적설계의 실제 공학적 문제

에 적용함으로써 효율성을 검증하고자 한다.

Key Words : Kriging(크리깅), Sequential approximate optimal design(순차적 근사 최적화),

stochastic localization method(확률론적 국부화기법)

†2006년 6월 29일접수～ 2006년 8월 14일심사완료

* 정회원, 한국항공대학교 항공우주및기계공학부 대학원

** 정회원, 한국항공대학교 항공우주 및 기계공학부

연락저자, E-mail : jungsun@hau.ac.kr

경기도 고양시 덕양구 화전동 200-1

韓國航空宇宙學會誌 33

Ⅰ. 서 론

최근 공학적 설계 문제들은 과거에 비해 그 크

기가 커지고, 다분야에 걸친 공학문제에 대한 최

적설계가 진행됨으로써 설계변수간의 복잡한 상

호작용과, 다양한 제한조건을 동시에 만족해야

하는 등 그 복잡성이 더해져오고 있다[1]. 따라서

최적화 문제에 있어 전반적인 해석 비용의 증가

는 필연적이며, 그 해결방안 중 하나가 근사모델

을 이용한 근사 최적설계이다[2].

근사 최적화란 원래의 최적설계문제의 해석에

필요한 수치적, 시간적 비용의 부담을 줄이기 위

하여 원래 함수를 적절한 근사함수로 추정하여

최적화하는 방법이며, 최근 최적설계분야에서의
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사용이 점점 일반화 되고 있다[3]. 그 종류는 크

게 Schmit와 Farshi 등이 제안한 도함수 기반의

근사모델(gradient based approximate model)과

Healy 등이 제안한 반응값 기반의 근사모델

(function based approximate model)로 구분 할

수 있다[4]. 실제 공학적 최적설계문제에서는 도

함수 기반의 근사 최적화를 수행하지 못하는 경

우가 빈번히 발생하므로, 최근에는 반응표면값

기반의 근사모델이 많은 연구에 적용되고 있다.

반응표면값에 기반한 근사 최적화 방법에 대한

연구로는 크게 네 부분으로 구분되어 그 연구가

진행 중이다. 첫 번째는 실제 공학 문제에서 알

려져 있지 않은 반응값들의 함수에 대해 신뢰성

있는 근사모델의 형태를 구성하는 연구이다. 현

재까지 많이 알려진 방법으로는 RSM, Kriging,

MARS(multivariate adaptive regression spline),

신경망(artificial neural network)기법 등이 있다

[5]. 두 번째는 효율성 높은 실험점의 선택을 위

한 실험계획법(design of experiment, DOE)에 대

한 연구이며 크게 고전적인 실험계획법(classical

design of experiment)과 공간충진 실험계획법

(space-filling design of experiment)으로 구분 할

수 있다[6]. 세 번째로는, 근사모델을 효율적으로

최적화문제에 적용하기 위한 방법인 순차적 근사

최적화(sequential approximate optimal design,

SAO)에 관한 연구이다. 설계영역을 순차적으로

이동해 가는 방법에 있어 초기의 연구에서는 주

로 설계자의 경험이나 직관에 의해 결정되는 반

응 상한치(upper limits)에 대한 구속, 일정한 비

율에 의한 설계영역의 축소기법 등이 사용되었

다. 최근의 연구에서는 벌칙함수법(penalty

function)을 도입하여 신뢰영역(trust region)의

개념을 사용하기도 하지만 이 역시 설계자의 주

관을 완전히 배제할 수 없으므로 이와 관련된 연

구가 계속 시도되고 있다[7]. 마지막은, 순차적

근사 최적화의 방법에서 설계영역을 이동하는 방

법과 달리, 설계영역을 고정한 후 순차적으로 추

가되는 실험점들을 설계영역 내에서 좀 더 효과

적으로 배치시켜서 근사모델의 정확성을 향상시

키는 방법이다. Johnson, Moore에 의해 제안된

max-min criteria와 Shewry, Wynn등에 의해 제

안된 최대 엔트로피(entropy)개념, Park에 의해

제안된 IMSE(integrated mean square error) 최

적 설계 등이 있다[8]. 하지만 이 방법들 역시 새

로 추가되는 적절한 실험점의 수가 명확하지 않

으며, 많은 실험점에 의해 구현된 근사모델이라

할지라도 그 최적해의 수렴성과 정확성에 문제가

발생한다.

본 연구에서는 여러 근사모델 중 비선형성이

강한 모델에 대해 적합하다고 알려진 크리깅을

이용하여, 기존의 순차적 근사 최적화의 문제점

이었던 설계자의 주관개입을 최소화하기 위한 개

선된 확률론적 최적화 알고리즘을 제안하였다.

동시에 다른 근사모델에 비해 다소 구현하기 어

렵고 오랜 계산시간이 소요되는 크리깅의 단점을

보완하여, 근사최적화 시 그 정확성과 효율성을

향상시키고자 하였다.

우선 본 논문에서는 적은 실험점으로 가능한

많은 정보를 얻음으로써 크리깅 모델의 효율성을

높이기 위하여 고전적인 실험계획법의 일종인 중

심합성계획법(central composite design, CCD)과

공간충진 실험계획법의 일종인 균일 계획법

(uniform design, UD)을 사용하여 각각의 결과

에 대한 특징을 비교·분석하였다. 그리고 확률론

적 국부화 기법(stochastic localization method,

SLM)을 새로이 제안함으로써 순차적 근사화 시

최적값의 수렴성과 신뢰성을 향상시키고자 한다.

이는 기존의 순차적 근사 최적화에 있어 설계자

의 경험적이고 직관적이었던 설계영역의 이동방

법을, 다양한 제한조건을 동시에 만족하며 목적

함수값이 최소화 될 확률이 높은 설계영역으로

이동할 수 있도록 하였다.

본 연구에서 제안된 개선된 확률론적 최적화

알고리즘은 기존의 최적화 예제 중 하나인 3부재

트러스 구조물, Sandgren의 압력용기(pressure

vessel) 예제에 적용함으로써 신뢰성과 타당성을

검증하고자 하였으며, 실질적인 구조물의 최적화

문제에 대해 하니콤(honeycomb)구조물 중 하나

인 인공위성 플랫폼(platform of satellite)에 관한 최

적화에적용함으로써 실용성을 보이고자 한다.

Ⅱ. 크리깅 모델

크리깅은 지질통계학에 근거를 둔 통계적 기

법으로써 공간적으로 상호 연관된 데이터를 예측

하는데 유용하게 사용되고 있다[9]. 남아프리카의

광산기술자였던 D. G. Krige(1966)에 의해 개발

된 후 전산실험에 적합하도록 통계적, 수학적으

로 정립되면서 새로운 크리깅 모델이 제시되었으

며, 그것이 현재 최적설계분야에서 사용되고 있

는 크리깅의 이론적 배경으로 전산 실험(design

and analysis computer experiments, DACE)모델

이라고도 불린다[10].

2.1 크리깅의 수학적 모형 및 예측모형

Sacks 등은 크리깅 모형을 다음과 같은 선형모형
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(linear model)과 잔차(departure)의 합으로 표현

하였다.

     (1)

여기서 는 알고자 하는 함수이며, 는 주

어진 실험점을 이용해서 구할 수 있는 전역모델

(global model)이다. 이러한 전역모델은 반응표면

모델과 유사한 다항함수(polynomial function)로

표현된다. 이때 계산 횟수 및 모형의 복잡성에

대한 효율적인 면을 고려하여, 많은 경우에 상수

항 로 처리하고 있다[11]. 또한 는 전역모

델로부터 지역적 편차(deviation)를 생성하며, 이

로 인하여 크리깅 모형이 추출된 데이터 점을 보

간하게 된다. 이때 의 공분산(covariance)은

다음과 같이 정의된다.

        (2)

여기서 은 의 분산이며, 은 상관행렬

(correlation matrix),   는 개의 실험점

내 임의의 두 점 와  사이의 상관함수 이다.

또한 상관행렬 은 대칭이며, 대각 요소가 모두

1인  × 의 양정치행렬이 된다. 이때의 상관

함수는 설계자에 의해서 경험적으로 결정되며,

사용하는 함수에 따라 실험점을 유연하게 보간

해 주는가가 결정된다. 기존의 연구에서는 변수

들 간의 관계가 해석적이고 반응면이 매끄러운

것으로 알려져 있는 가우시안 상관함수

(Gaussian correlation function, GCF)를 대부분

사용하였으나, 본 논문에서는 가우스 상관함수를

포함하여 Sacks, Guinta 그리고 Watson 등에 의

해 제안된 5개의 상관함수를 사용하여 각각의 결

과를 비교하였다[12].

식(3)은 지수상관함수(exponential correlation

function, ECF)이며, 알려진 실험점들에서 ECF에

의해 보간되어진 크리깅 모델은 미분 불능점을

포함하게 되어 부드럽지 못하게(rough) 보간 되

어 진다[13].

   
  

 exp     (3)

여기서 는 이미 알려진 실험점들의 거리이며,

는 설계변수의 수, 는 미지의 상관매개변수

이다. 다음으로 기존의 연구에서 가장 많이 사용

되는 가우시안 상관함수는 식(4)와 같이 정의된

다.

    
  

 exp       (4)

3차상관함수(cubic correlation function, CCF)

는 식(5)와 같이 정의 되며, 설계변수가 단일 변

량일때 3차 스플라인 상관함수(cubic spline

correlation function)이라고도 불린다[14].

  










  



            




  



     


≤   

   ≥ 










(5)

CCF는 본 논문에서 사용된 상관함수들 중 

값에 가장 큰 영향을 받으며, 비선형성이 강한

함수의 보간에 효과적이다. 마지막으로 Bessel

function의 변형된 형태인 Matern 상관함수

(Matern correlation function, MCF)에서 변수 

=3/2과 5/2를 사용하였으며, 이는 변수  를 제

어하여 미분 가능 횟수를 제어함으로써 크리깅

모델의 비선형성을 다른 상관함수에 비해 제어하

기가 용이하다. 하지만 계산의 복잡성 등을 고려

하여 Stein에 의해 제안된  =3/2과 5/2일 때의

MCF가 식(6)과 같다[15].

  










  



   exp      




  



   


 

exp     












(6)

앞선 상관함수들은 그 형태에 따라 실제함수로

보간 될 때 각각의 특징을 가지므로 실제 함수형

태에 있어 선형성과 비선형성에 대한 적절한 상

관함수의 선택은 정확한 근사모델을 구현하는데

중요한 역할을 한다.

다음으로 실제모델 와 오차를 최소화 시키

는  가 크리깅 모델이 된다.

             (7)

여기서    ´     ´  은 의 일반화된

추정량이며, 식(7)의 우변에 있는 두 항은 상호

연관되지 않으며, 일반화된 최소제곱 예측값을

얻은 다음 회귀모형이 없는 것처럼 잔차를 보간

하게 된다. 그리고 실제 함수의 분산에 해당하는

과 상관매개변수 를 구하기 위해 특정한 확

률 분포의 가정에서 정의되는 최우추정법에 의한
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최우추정량(maximum likelihood estimation,

MLE)을 이용해 가장 적합한 값을 구하게 되며,

에 대한 추정량은 식(8)과 같다.

               (8)

식(7)에서 는 관측된 지점과 추정하려는

지점에서의 반응값 사이에서의 상관벡터(correla-

tion vector)이며, 식(7)과 식(8)에서 는 길이가

표본의 수 개이고 모든 요소가 1인 열벡터

(column)를 의미하고, 는 표본에서의 반응들로

이루어진 열벡터이다. 마지막으로 식(4), (5), (6)에

서의 상관매개변수 는 다음 식(9)을 최대화함으

로서 결정된다.

   det 




  (9)

여기서 det는 행렬식을 의미하며, 는 표본의

수, 즉 실험점의 수이다.

본 연구에서는 최적의 크리깅 모델을 구성하기

위해 이산변수에 대한 최적화에 사용되는

simulated annealing을 이용하여 식(9)를 최대화

하는 를 구하였다[16].

Ⅲ. 개선된 확률론적 최적화 알고리즘

3.1 실험계획법

크리깅 모델은 보간법에 의해 생성되는 모델로

실험점의 선정에 의해 큰 영향을 받는다. 계통적

인(systematic) 오차를 갖는 크리깅 모델에서 실

험점들 간의 거리가 보간되는 오차에 큰 영향을

미치기 때문에 적은 실험횟수로도 최대의 효율을

얻기 위한 적절한 추출법이 필요하다. 본 연구에

서는 여러 실험 계획법 중 고전적인 실험 계획법

(classical experimental design)과 전산실험계획법

(computational experimental design)의 일종인

공간충진 실험 계획법 (space-filling experiment-

al designs)의 두 실험 계획법으로 각 실험계획법

들의 특징과 좀 더 효율적인 실험점의 선택방법

을 제시하고자 한다.

3.1.1 고전적인 실험계획법

실제 물리적인 실험에서는 임의의 오차(rando-

m error)가 존재하기 때문에 랜덤화의 원리, 반

복의 원리, 블록화의 원리 등을 적용하여 실험의

정도가 좋고, 분석이 용이한 실험계획을 구상하

는 형태로 발전하였다. 이런 물리적인 실험에 적

합하도록 개발된 실험계획법을 고전적 실험계획

X1

X2

X1

X2

α-α

(a) CCD (b) UD

Fig. 1. Design of experiments

법(classical experimental design)이라 한다[17].

본 논문에서는 이 중 대표적으로 많이 사용되는

중심합성계획법을 사용하였다. 중심합성 계획법

(CCD)은 여러 고전적인 실험계획법 중 상대적으

로 설계변수의 개수가 적을 때 실험의 횟수를 최

소화 하고 효율을 증대시킬 수 있다. 중심합성

계획법은 요인점(factorial points), 축점(axial poi-

nts)및 중심점(center points)의 세부분으로 구성

되고, 직교성(orthogonality)과 회전가능성(rotata-

bility)의 장점을 가진다[18]. 그리고 설계변수의

개수, 중심점의 개수에 대한 실험의 횟수

  
     로 정해지고, 설계변수  이

고 중심점이 1개일 때의 실험점의 위치는 Fig. 1.

a와 같으며, 본 연구에서는 축점=2일 때의 중

심합성계획법을 사용하였다.

3.1.2 공간충진 실험계획법

컴퓨터를 이용한 전산실험(computational

experiments)에서는 물리적인 실험과는 달리 동

일한 입력값에 대해 항상 같은 결과값을 나타내

므로 오차가 임의적이지 않다. 따라서 전산실험

에서는 실제 실험과 달리 랜덤 오차가 발생하지

않기 때문에 정해진 실험의 개수를 가지고 설계

영역을 고르고 빈틈없이 탐색하여 실험점을 선택

하는 공간충진(space-filling) 계획법이 적합하다

고 알려져 있다[19]. 이런 공간충진 계획법은 기

존의 실험계획법이 실험횟수에 대해 정해진 실험

점의 수만 선택할 수 있는데 반해 실험점의 수를

유연하게 선택할 수 있다. 또한 반복이 없이 모

든 실험영역을 고려할 수 있고 많은 비용과 시간

이 드는 실험을 비교적 적게 할 수 있는 장점이

있다. 특히 라틴 하이퍼큐브 계획(Latin hyperc-

ube design, LHD)이 대표적으로 많이 사용되고

있다. 본 논문에서는 라틴 하이퍼큐브계획에 직

교배열(orthogonal-array)의 직교성을 결합시킨

균일계획법(UD)을 사용하였다. 균일계획법은

1960년대 Korobov와 Hlawka에 의하여 고안, 발
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전되었으며 그 후 1994년 Fang과 Wang에 의해

정리되고 기술되었다[20]. 실험점의 수를 상대적

으로 유연하게 선택할 수 있지만 고전적인 실험

계획법인 중심합성계획법과의 비교를 위해 설계

변수가 2개일 때 실험점의 수를 9개로 하고 Fig.

1(b)와 같이 표현된다. Fig. 1(b)에서 알 수 있듯

이 실험점들이 점선으로 나타난 분할된 공간에

고루 분포되어 있음을 확인할 수 있다.

본 논문에서는 중심합성계획법과 균일계획법의

분포상 특성에 따른 결과를 비교하고자 설계변수

의 수에 대해 실험점 수가 결정되는 중심합성계

획법과 동일하게 그 수를 균일계획법에 적용하였다.

3.2 확률론적 국부화 기법

설계변수의 영역을 전체영역으로 설정한 후 한

번의 근사모델 생성으로 최적화를 시킬 수도 있

다. 하지만 이는 한번 생성된 크리깅 모델이 정

확하다는 가정이 필요하며, 만약 그 정확성을 위

해 실험점의 수를 늘린다면 근사모델은 효율적이

지 못하다. 그리고 전역적인 최적값(global opti-

mum value)과 국부적인 최적값(local optimum

value)을 동시에 만족하는 최적해를 찾기 위해서,

본 연구에서는 흥미영역을 반복, 순차적으로 생

성해가며 그 값을 찾는 순차적 근사최적화(SAO)

알고리즘을 구현하였으며 그 개념은 Fig. 2와 같다.

이때 흥미영역을 반복 생성하여 이동하는 방법

에 있어 어떠한 방법을 선택하느냐가 정확하고

효율적으로 최적값을 찾느냐의 문제와 직결되어

있다. 기존의 연구에서는 초기값과 국부 최적값

의 차이를 일정한 비율로 줄여가며 국부영역

(local domain)을 설정하는 근사화 방법, 주관적

으로 반응 상한치를 구속하여 근사화 하는 방법,

혹은 벌칙함수법(penalty function)을 도입한 신

뢰영역(trust region)의 개념 등이 제안되었다[21].

이에 본 연구에서는 국부적인 설계영역 내에서

설계변수의 확률분포(probabilistic distribution)를

이용한 확률론적 방법을 제안하고, 이를 확률론

Fig. 2. The concept of SAO

적 국부화 기법(stochastic localization method,

SLM)이라 부르기로 한다.

확률론적 국부화 기법은 제한조건식을 동시에

만족시키고, 목적함수 값의 국부적 한계치(limit)

보다 작게 될 성공확률(probability of success:

POS)이 높은 방향으로 설계영역을 이동시키는

방법이다. 이때의 성공확률은 조건부 확률질량함

수(conditional probability mass function)이며 식

(10)과 같다.

                 

    

        

(10)

여기서 (X, Y)는 이산확률벡터이며,    는

결합분포함수(joint distribution function)이다.

본 연구에서는 경험적 분포함수(empirical distr-

ibution function, EDF)를 사용하였으며, 지정된

설계영역 내에서 모든 제한조건을 동시에 만족시

킬 확률을 의미하고, 식(11)과 같다.

      

 
  



   (11)

여기서 은 실험점의 수이며, 본 연구에서는 설

계변수들의 발생확률이 균일분포(uniform distr-

ibution)를 따르게 약14,000개의 실험점에 대한

반응값을 크리깅 모델에서 계산하였다. 그 반응

값은 이미 구현된 크리깅 모델에서의 변수에 대

한 계산이므로 오랜 시간이 걸리지 않는다. 다음

으로 I는 실수영역에서의 Borel집합으로써 식(12)

와 같다[22].

    ∞   ≦  

∈   

(12)

따라서  는 한 실험점에서 제한조건을 동시

에 만족할 확률을 의미하며, 식(13)과 같다.

     ≦   ≦  ≦  (13)

여기서  ∼ 는 m개의 제한조건식이며, 이때

 의 결합확률질량함수 를 식

(14)와 같이 정의한다.



  for   
 

(14)

따라서 식(11)의 는 모든 제한조건을 만족 한

경우이므로 다시 쓰면    이 된다.
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다음으로 식(10)의 분자항       는 식

(15)와 같이 표현된다.

             

       

(15)

마찬가지로     는 목적함수의 국부적 한계

치를 만족할 확률을 의미하고, 그 확률질량함수

는 식(16)으로 정의된다.

   for  ≤ 
 

(16)

여기서 는 목적함수값이며, 는 목적함수의

한계치이다. 본 연구에서는 값을 제한조건을

모두 만족하는 실험점들의 목적함수값에 대한 확

률분포함수를 계산하여 식(17)을 만족하는 값을

사용하였고, 이는 최대값으로의 수렴속도를 제어

하는 매개변수의 역할을 한다.

   ≥    (17)

식(15)는 식(16)에 의해      로 표현되

며 이에 대한 결합확률질량함수 는 식

(18)과 같다.

   

 
  



   (18)

여기서 s는 제한조건식을 모두 만족하는 실험점

의 수이다.  는 한 실험점에서 제한조건을

모두 만족하고, 목적함수의 한계치보다 작을 확

률이며, 식(19)와 같이 정의한다.

     for      
 

(19)

식(14)와 식(19)에 의해 성공확률 식(10)은 다음

과 같이 표현되고 계산되어진다.

              

   
      

(20)

지금까지가 성공확률을 계산하는 과정이였으며

다음은 성공확률을 높이기 위해 쳬비셰프 부등식

(Chebyshev‘s inequality)을 이용하여 설계영역을

이동 시킨다. 이때 쳬비셰프 부등식은 X가 유한

평균 와 유한분산 을 갖는 확률변수이면, 임

의의 k>0에 대해 다음이 성립됨을 의미한다[23].

       ≥  ≤ 



(21)

예를 들어 정규분포를 따르는 확률변수 X가

평균으로부터 안에 있을 확률은 약 99%이다.

이는 정규분포에 대한 확률밀도함수가 주어지므

로 약 99%에 대한 확률의 경계 를 계산할 수

있다. 하지만 확률변수 X의 분포를 알 수 없다면

식(21)에 의해 확률의 경계 에 를 넣으면 최

소한 약 90%이상이 확률변수 X가 평균으로부터

안에 있을 확률이 된다. 만일 설계변수의 분포

를 알고 있다면 구하려는 확률을 정확히 계산할

수 있으므로 확률의 경계 또한 정확히 계산할 수

있다. 하지만 실제 공학 문제에서 설계변수의 확

률 분포를 알 수 없으므로, 쳬비셰프 부등식을

사용하여 확률 경계의 최소값을 구하게 된다. 부

등식(21)의 특징은 확률분포의 평균만 알거나 평

균과 분산을 모두 알고 있을 때 확률 경계를 유

도할 수 있다. 그리고 확률의 경계가 실제 확률

에 매우 근사하리라고는 기대할 수 없지만 확률

변수 X의 모든 분포에 유효하며, 모든 분포의 경

계값을 포함할 수 있다[24]. 기존의 연구에서는

확률변수, 즉 실제 설계변수의 분포를 정규분포

로 가정하고, 그 설계영역의 정확한 경계값을 사

용했었다. 이와 달리 본 논문에서는 설계자가 임

의로 정한 설계영역에서 그 분포의 정규성을 가

정할 수 없다고 판단하여 경계의 범위가 포괄적

으로 적용될 수 있는 쳬비셰프 부등식을 이용하

여 설계영역을 이동시켰다. 이는 본 연구에 앞서

임의로 정해진 설계영역에서 설계변수의 분포를

왜도(skewness)와 첨도(kurtosis)를 이용한

Jarque-Bera통계량으로 검정한 결과 정규분포성

에 대한 귀무가설을 기각하는 결과를 얻을 수 있

었음을 반영한 것이다. 본 논문에서 정규분포성

을 판단하기위해 사용한 Jarque-Bera통계량은 식

(22)와 같다.

JB 

   


   (22)

여기서 은 표본의 수, S는 왜도로써 자료의 분

포가 대칭인지 아닌지를 측정해주는 값이다. K는

첨도이며 자료들의 분포가 어느 정도 뾰족한지를

나타내는 측도이다.

이제까지의 이론을 배경으로 본 논문에서 제안

한 개선된 확률론적 최적화 알고리즘은 Fig. 3과

같다.

Fig. 3의 개선된 확률론적 최적화 알고리즘은

초기 주어진 설계영역에서 실험계획법에 의한 실

험점을 선정하고, 이를 바탕으로 크리깅 모델을

생성한다. 그리고 전단계의 국부영역에서 각 설계

변수들의 발생확률이 균일분포를 따르게 약 14,000
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START
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BUILDING A KRIGING MODEL

FIND MLE OF 
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OPTIMIZATION BY DOT
USING A KRIGING MODEL
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STOP

YES

NO

SAMPLING IN 
KRIGING
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COMPUTING 
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DECIDING NEW 
DOMAIN BY 
CHEBYSHEV 
INEQUAILTY

Fig. 3. An improved stochastic algorithm

개의 실험점에 대한 반응값을 크리깅 모델에서

계산한다. 다음은 제한조건식을 동시에 만족시키

고, 목적함수 값의 국부적인 한계치보다 작게 될

성공확률을 구한다. 다음으로 쳬비셰프부등식을

이용하여 설계영역을 이동시키는 과정을 반복 수

행하며, 결과적으로 성공확률이 높은 설계영역으

로 이동하는 결과를 얻게 된다.

Ⅳ. 최적화 예제

본 연구에서 제안한 크리깅 모델을 이용한 개

선된 확률론적 최적화 알고리즘의 효율성 및 신

뢰성을 검증하고자 실질적인 공학문제인 3부재

트러스 구조물, 4개의 변수를 포함하는 Sandgren

의 압력용기, 하니콤 구조물 중 하나인 인공위성

플랫폼의 최적화 예제에 적용해 보고 그 결과를

비교 분석 하였다.

4.1 3부재 트러스

본 논문에서 제안한 확률론적 최적화 알고리즘

의 검증을 위하여 기본적인 예제인 3부재 트러스

구조물에 대한 최적화를 수행하였으며, 그 형상

은 Fig. 4와 같다.

Fig. 3의 개선된 확률론적 최적화 알고리즘은

초기 주어진 설계영역에서 실험계획법에 의한 실

험점을 선정하고, 이를 바탕으로 크리깅 모델을

생성한다. 그리고 전단계의 국부영역에서 각 설계

변수들의 발생확률이 균일분포를 따르게 약

14,000개의 실험점에 대한 반응값을 크리깅 모델

에서 계산한다. 다음은 제한조건식을 동시에 만

족시키고, 목적함수 값의 국부적인 한계치보다

작게 될 성공확률을 구한다. 다음으로 쳬비셰프

부등식을 이용하여 설계영역을 이동시키는 과정

을 반복 수행하며, 결과적으로 성공확률이 높은

설계영역으로 이동하는 결과를 얻게 된다.

설계변수는 트러스의 면적 , 이며 목적함

수는 트러스 전체의 부피이고, 식(23)과 같이 정

식화 하였다. 그리고 부재의 면적에 따른 응력과

10 in

10 in

A1 A1

A2

X

Y

P1=20,000 lb P2=20,000 lb

10 in

Fig. 4. 3-bar truss

Table 1. Comparison of optimum results

3-bar

truss
Initial MFD

Kriging

SLM

CCD UD

OBJ(in
3
) 3.828 2.633 2.633 2.634

Design

variables(in2)

A 1 1.000 0.799 0.791 0.783

A 2 1.000 0.372 0.395 0.423

No. of iterations - - 9 8

Exact objective
function - - 2.633 2.637

Error(%) - - 0.00 0.13
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Fig. 5. The history of objective function
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변위에 대한 제한조건을 식(24)-(25)와 같이 정식

화 하였다[25].

        (23)

  

      

   
  ≤  (24)

    


  ≤  (25)

 ≤   ≤ 

Fig. 4에 대한 최적화 결과를 변형 유용 방향

탐색법(method of modified feasible directions,

MFD)의 결과와 비교함으로써 본 논문에서 제안

한 알고리즘의 효율성을 보이고자 하였다. 또한

그 결과를 Table 1에 정리하고, Fig. 5에 목적함

수의 수렴과정을 도식화 하였다. 이때 확률론적

국부화 기법을 사용한 크리깅 모델의 최적화 결

과값은 앞서 기술한 5개의 상관함수에 따른 결과

값을 비교하여 가장 좋은 값을 얻을 수 있었던

중심합성계획법에서 Matern   상관함수, 균

일계획법에서는 가우시안 상관함수를 사용한 결

과를 정리한 것이다. 반복수행(iteration)은 실험

계획법에 의해 실험점을 선택하고, 크리깅 모델

을 만든 후 최적화 알고리즘을 사용하여 국부최

적값을 계산하는 전 과정을 1회로 본다. 따라서

설계변수가 2개일 때 실험계획법에 의해 반복수

행 당 9번의 유한요소 해석을 시행하게 되므로

CCD와 UD의 9, 8회의 반복수행에 대한 총 유한

요소 해석 수는 81회, 72회를 의미한다. 또한 중

심합성계획법과 균일계획법을 이용한 크리깅 모

델에서 각각 2.633 in3
, 2.634 in3

로 MFD의 2.633

in3과 비슷한 결과를 얻을 수 있었다. 또한 정확

한 목적함수값은 크리깅 모델에 의해 구해진 설

계변수의 최적값을 직접 식에 대입하여 계산한

실제 값과의 오차값이 0~0.13%이므로 크리깅 모

델에 의해 구해진 최적값이 정확한 값이라 할 수

있다.

4.2 Sandgren의 압력용기

본 논문에서 제안한 확률론적 최적화 알고리즘

과 크리깅 모델의 특성 상 제한조건이 복잡하고

설계변수가 많아 설계변수의 분포를 잘 제어해

줄 수 있는 경우 더욱 효율적이다. 따라서 두 번째

예제는 4개의 설계변수와 3개의 제한조건을 가지는

압력용기(pressure vessel)의 최적화 예제에 적용

해 보았다. Fig. 6에서의 압력용기는 Sandgren에

Th

R

Ts

R

L

Fig. 6. Sandgren's pressure vessel

의해 1990년에 연속변수 최적화 방법에 의해 계

산되어진 문제이며, 이를 본 연구의 알고리즘에

적용한 결과와 비교하여 개선된 알고리즘의 효율

성과 및 정확성을 비교, 분석하였다.

설계변수는 반지름(R), 원통의 길이(L) 및 두께

(Ts), 그리고 구형의 상단부분 두께(Th)이다. 전체

시스템의 비용을 최소화 하는데 그 목적이 있으

므로 용접, 재료 등의 비용 등에 대해 전체 시스

템의 비용을 정식화 하여 나타낸 식(26)을 최소

화 하는 것이다. 식(27)-(28)에서 과 는 최소

외벽 두께 와 에 대한 미국 기계 학회

ASME의 규정에 따른 제한조건식 이며, 는 최

소 압력용기 부피에 대한 제한조건식이다. 이 압

력용기 재료는 탄소강 ASME SA 203 grade B이

며, 3,000psi의 압력에 의해 압축된 공기 750

를 저장한다[26].

Minimize:

          

  
    



(26)

         ≥  (27)

      ≥  (28)

             ≥  (29)

25 in ≤ R ≤ 150 in

1.0 in ≤ Ts ≤ 1.375 in (30)

25 in ≤ L ≤ 240 in

0.625 in ≤ Th ≤ 1.0 in

마찬가지로 확률론적 국부화 기법을 이용한 크

리깅 모델의 최적화 결과를 Sandgren에 의한 최

적화 결과값과 비교하여 Table. 2에 정리하였으

며, Fig. 7은 목적함수의 수렴과정을 보여준다.

Table 2에 정리한 결과값은 본 논문에서 사용

한 5개의 상관함수 중 가장 좋은 결과를 보였던

중심합성계획법에서는 3차 상관함수, 균일계획법
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Table 2. Comparison of optimum results

Pressure

vessel
Initial

Sandgren's

optimum

Kriging

SLM

CCD UD

OBJ 10013.1 7867.0 7550.6 7545.9

Design

variables

(in)

R 50.00 47.41 51.61 52.02

Ts 1.200 1.10 1.00 1.00

L 120.00 117.70 103.36 100.48

Th 0.80 0.60 0.61 0.60

No. of iterations - - 19 23

Exact objective

function
- - 7550.1 7546.1

Error(%) - - 0.006 0.002
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Fig. 7. The history of objective function

에서는 Matern   상관함수에 대한 결과를

정리하였다. 또한 5가지의 상관함수에 대한 결과

값에서 Sandgren에 의한 최적값 보다 더 향상된

결과를 보임으로써, 본 논문에서 제안한 알고리

즘의 효율성을 검증하였으며, 실제 함수값과의

오차에서 0.002~0.006%로 정확한 최적화 값을 크

리깅 모델에서 얻을 수 있었다.

4.3 하니콤 인공위성 플랫폼

실제 최적화문제의 적용을 위하여 Fig. 8의 구

조를 가지는 하니콤 인공위성의 upper 플랫폼에

대한 최적화를 수행한다.

플랫폼은 하니콤 샌드위치 구조물로서 Fig. 10

과 같이 3-층(facesheet/core/facesheet) 적층 구

조로 되어있다. 하니콤 판의 최적 설계를 위해서

유한요소 해석 프로그램인 ANSYS를 사용하였으

며 축방향(z방향) 10g와 축면 X, Y, 45˚방향으로

3.5g의 하중을 받도록 하였다.

기본적으로 정하중 해석과 위성체가 발사체에

탑재되어 발사될 때 위성에 기본 주파수와 발사

Fig. 8. Satellite model

Fig. 9. Upper platform model

Fig. 10. Cross section of the satellite upper
platform

체와의 동적 커플링(dynamic coupling)을 방지

할 수 있도록 설정해야 하므로, 고유 진동수를

고려하여 동해석을 수행하였다. 위성 구조체의

열적 뒤틀림 등의 변형 및 위성체 재질이나 장비

들의 허용온도 범위를 고려해야 하므로 열응력해

석을 수행하였다. 하니콤 판의 facesheet은 알루

미늄 2024-T3을 사용하였고, 코어(core)는 알루미

늄1/8-5056를 사용하여 최적화를 수행하였다. 유

한요소 모델은 Fig. 10에서 보는 것과 같으며 유

한요소 해석 시 양끝 모서리(edge)에 있는 절점

의 모든 자유도를 구속 시켰다. 하니콤 위성

upper platform의 최적설계에서 사용한 설계변

수는 facesheet두께 와 코어 두께로 설정

하였으며, 목적함수는 식(31)과 같이 하니콤 위성

upper platform의 무게로 설정하였다.

      
  

 


  



   (31)
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여기서 는 요소의 수, 은 2장의 facesheet과

1장의 core로 3이며, 는 비중량, 는 번째 요

소의 면적, 는 번째 요소의 적층의 두께이다.

    


  ≤  (32)

 


  ≤  (33)

 


  ≤  (34)

  


≤  (35)

  


≤  (36)

   


≤  (37)




  ≤  (38)

0.4 < T f < 1.5 (39)

10.0 < Tc < 35.0

식 (32)은 facesheet에서의 Von Mises 응력

에 대한 제한조건이고 , 식(33)는 코어에서의

XZ방향의 전단응력에 대한 제한조건이며 ,

식 (34)은 코어에서의 YZ방향의 전단응력에

대한 제한조건을 나타낸다 . 식 (35)은 고유진

동수에 대한 제한 조건을 나타내며 , 고유진동

수의 하한치는    를 사용하였다. 그리고

탄성지지 위에 있는 facesheet이 평면 압축하중

에 의해 좌굴이 일어나는 wrinkling과 하니콤 샌

드위치 구조물에서의 facesheets와 코어의 전단계

수 차이 등에서 발생하는 shear crimping에 대한

제한조건이 식(36)-(37)에 정식화 되어있으며,

wrinkling의 와 shear crimping의 는 식

(40)-(41)에서 구할 수 있다[27].

    


 


(40)

  


(41)

우주환경의 열에 대한 변형 UTL를 고려하기

위하여 식(38)의 제한조건식을 추가하였으며, 식

(39)는 설계변수에 대한 부가조건이다. Table 3에

식(32)-(38)의 제한조건에 대한 수치를 정리하였

다[28].

다음으로 Table 4에 위성 upper 플랫폼의 최

적화 결과를 정리하였으며 앞서 설명한 5개의 상

Table 3. Upper platform constraints

Min Max

Yield stress (psi) -28e3 28e3

Yield wrinkling (psi) - 53e3

Yield crimping (psi) - 53e3

Shear Stress (psi)
τXZ -200 200

τYZ -124 124

Frequency (Hz) 75 -

Thermal displacement (m) - 0.005

Table 4. Comparison of the optimum results

Upper

platform
Initial

Kriging

SLM

CCD UD

OBJ(lb) 203.11 104.74 105.07

Design

variables (in)

T f 0.032 0.016 0.016

T c 0.800 0.743 0.748

No. of iterations - 11 10

Exact objective

function
- 104.70 105.03

Error(%) - 0.04 0.04
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Fig. 11. The objective function history

관함수 중 가장 좋은 결과를 얻을 수 있었던 가

우시안 상관함수에 대한 결과를 정리하였다. 본

논문에서 제안한 알고리즘을 사용한 결과값은 중

심합성계획법 일 때 104.74lb와 105.07lb로 중심

합성계획법에 의해 더 좋은 결과를 얻을 수 있었

다. 하지만 순차적인 반복횟수가 1회, 즉 유한요

소 해석수로 9회 차이를 보였다. 또한 크리깅 모

델에 의해 구해진 설계변수의 최적값에서 실제

유한요소 해석 프로그램을 이용한 결과값과의 차

이인 오차의 크기는 각각 0.04%로 본 논문에서

제안한 개선된 확률론적 최적화 알고리즘에 의해
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순차적으로 생성된 크리깅 모델의 정확성을 보여

주며, 목적함수의 수렴과정은 Fig. 11과 같다.

이제까지의 3부재 트러스 구조물, Sandgren의

압력용기 및 하니콤 인공위성의 최적화 시 본 논

문에서 제안한 개선된 확률론적 최적화 알고리즘

에 의한 설계영역의 변화를 정리하면 식(20)의

성공확률이 높은 곳으로 이동함을 알 수 있었다.

최적화 초기단계에서는 성공확률의 증가량이 적

었으나 최적화 후반단계에서는 성공확률의 증가

량이 커짐을 확인 할 수 있었다. 이는 식(15)에서

초반부 설계영역의 이동에서 제한조건을 만족할

확률인 분모항    의 증가량이 후반부의 증

가량보다 컸다. 반면에 분자항       은

초반부의 증가량보다 후반부의 증가량이 점차 증

가함을 확인 할 수 있었다.

정리하면 최적화 초기단계에서의 설계영역의

변화는 제한조건이 만족할 확률이 높은 곳으로

이동하려는 경향을 보이며, 후반부로 갈수록 제

한조건을 만족하는 설계영역 내에서 최적의 목적

함수값으로 이동하는 경향을 보였다.

Ⅴ. 결론 및 향후 과제

본 논문에서는 최근 복잡해진 설계문제에 있어

전반적인 해석 비용의 감소를 위해 통계적 근사

화 기법 중 하나인 크리깅을 이용한 확률론적 최

적화 알고리즘을 제안하였다. 첫째로, 최소의 실

험점으로 최대의 정보를 얻고자 고전적 실험계획

법 중 중심합성계획법과 공간충진 실험계획법 중

균일계획법을 사용하여 그 특징을 비교, 분석 하

였고, 둘째로 순차적 근사 최적화 시 확률적 설

계영역의 이동을 위하여 확률론적 국부화 기법을

새로이 제안하였다. 또한 본 논문에서 제안한 알

고리즘을 최적화 문제에 적용하기 위하여 3부재

트러스 구조물, Sandgren의 압력용기, 그리고 상

용 유한요소 해석툴과의 연동에 의한 최적화 문

제로 하니콤 구조물 중 하나인 인공위성의

upper 플랫폼에 대한 최적화를 수행하였다.

그 결과 기존의 최적화 결과보다 개선된 확률

론적 최적화 알고리즘을 이용한 크리깅 모델의

최적화 결과가 더 향상되었음을 알 수 있었으며,

신뢰성과 정확성에 대한 검증을 하였다.

또한 경험적인 방법에 의한 상관함수의 선택이

결과에 영향을 미침을 알 수 있었으며, 실험계획

법에 의해서도 결과값이 영향을 받음을 알 수 있

다. 하지만 여전히 경험적인 상관함수의 선택에

따른 유한요소해석의 반복에 대한 문제점이 있었

다. 그러므로 상관함수의 선택에 대해 수학적인

접근이 필요하며, 이에 대한 연구가 진행 중이다.
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