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본 논문에서는 다중 산란 현상을 해석할 수 있는 2차원 양방향 포물선 방정식 알고리즘을 제안했다. 본 논문에서 제안 

한 방법은 단일 산란 근사의 연속적인 적용에 바탕을 두고 있다. 각각의 거리 독립 구역의 수직 경계에 연속 조건을 적 

용하여 단일 산란 근사와 Split-Step Pade 법으로 거리 방향으로 전진해 가며 외향파를 계산하고 내향파 성분은 저장 

한다. 이어서 저장된 내향파 성분을 역 거리 방향으로 역 전파 시키고 경계에서 외향파 성분을 저장한다. 이러한 과정 

을 전진 방향을 바꾸어 가며 해가 수렴할 때까지 반복하여 완전 해를 계산한다. 본 논문에서 제안된 방법은 기존의 방 

법 [J. F. Lingevitch et al., J. Acoust. Soc. Am. 112(2), 476-480 (2002)] 에 비해 수치적으로 구현하기 간단하며 

전산자원 소모가 적다.

핵심용어: 고차 포물선 방정식, Split-Step Pade 법, 단일 산란 근사, 다중 산란, Perfectly Matched Layer

투고분야: 수중 음향 분야 (5.3)

We suggest new 2D two-way parabolic equation algorithm for multiple scattering. Our method is based on 

the successive performance of the single scattering approach. First, as the sin이e scattering algorithm, the 

reflected and transmitted fields are calculated at the vertical interface of a range independent sector. Then, 

the reflected fl이d is saved and the transmitted field propagated to the next vertical interface with the 

split-step Pade method. After one step ends, the same process is repeatedly performed with the change of 

the propagation direction until the reflected field at the vertical interface is close to zero. Final incoming 

and outgoing fields are obtained as the sum of the wave fields obtained for each step. Our algorithm is 

relatively simple for the numerical implementation and requires less computational resources than the 

existing algorithm for multiple scattering [J. F. Lingevitch et al., J. Acoust. Soc. Am. 112(2), 476-480 

(2002)1

Key words' High order parabolic equation, Split Step Pade method, Single Scattering Approximation, 

Multiple Scattering, Perfectly Matched Layer

ASK subject classification： Underwater Acoustics (5.3)

I.서론

수치적으로 산란 현상을 구현하는 전통적인 방법은 크 

게 두 가지로 나눌 수 있다. 첫 번째는 엄밀한 방법으로 

유한 요소법, 유한 차분법, 경계 요소법 등의 직접적인
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수치 해법을 이용하는 방법이다. 이 방법은 완전 해를 

주는 장점이 있으나 파장에 비해 산란체의 크기가 클수 

록 막대한 컴퓨터 자원이 요구되어 일반적으로 고주파수 

영역에서는 적용되기 어렵다. 두 번째는 근사적 방법을 

이용하는 것이다. 기하 광학 이론이나 물리 광학 이론을 

이용해 근사적 방법으로 산란 현상을 구현한다. 근사적 

방법은 빠른 계산의 장점을 가지고 있으나 복합 표적에 

대해 회절, 포복 파 (creeping wave), 복반사 등을 구현 
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하는데 어려움이 있으며 근사에 사용된 가정을 벗어나는 

경우 수치 오차가 발생한다 [1-3],

최근에는 양방향 포물선 방정식법을 이용해 산란 현상 

을 구현하는 연구가 진행되고 있다 [4-8], 포물선 방정 

식법은 전 단계의 초기값만을 이용해 전진해 나가며 풀 

기 때문에 기억 용량 면에서 타원형 (Elliptic type)의 음 

파 방정식을 푸는 것에 비해 이득을 가지며 Split-Step 

Pade 법과 같은 효율적인 해법의 사용이 가능해 계산 시 

간을 절감할 수 있다. 또한 고차 포물선 방정식법을 이 

용하면 완전 해를 구할 수가 있기 때문에 서두에서 설명 

한 전통적인 두 가지 방법의 중간 영역에 위치하는 해법 

이라 하겠다.

고차 양방향 포물선 방정식을 이용한 해법은 Collins 

와 Evans [6]에 의해 1992년에 제안되었다. 그들은 단일 

산란 근사를 이용해 거리 종속의 해양 환경에서 외향파 

와 내향파를 구현했다. 2000년 Mills와 Collins [门은 회 

절과 산란 문제에 대해 단일 산란 근사를 이용해 고차 

양방향 포물선 방정식법의 정확성과 적용가능성을 확인 

했다.

다중 산란 현상에 대한 고차 양방향 포물선 방정식 알 

고리즘은 Lingevitch등 [8]에 의해 2002년에 발표되었 

다. Lingevitch등의 방법은 Evans [9] 의 양방향 연성 정 

상 모드법 (two-way coupled normal mode method)와 

유사하며 각각의 거리 독립 구역에 대해 외향파와 내향 

파 성분을 정의하고 각각의 수직 경계 면에서 경계 조건 

을 적용하여 해를 구하는 방법이다.

본 논문에서 제안하는 알고리즘은 기본적으로는 단일 

산란 근사에 바탕을 두고 있다. 단일 산란 근사를 이용 

해 전진하는 방향에 대해 각각의 수직 경계에서 내향파 

와 외향파를 계산한다. 수치 영역의 끝부분까지 계산을 

수행한 후에 처음 전진 방향과 반대 방향으로 저장된 내 

향파를 역전 전파시키며 역시 단일 산란 근사를 이용해 

각각의 수직 경계에서 2차 내항파와 외향파를 계산한다. 

이렇게 해가 수렴할 때까지 전진 방향을 바꾸어가며 단 

일 산란 근사를 연속적으로 적용함으로써 다중 산란 현 

상을 구현할 수 있다. 이때 최종 내향파와 외향파는 각 

단계에서 얻어진 각각의 내향파와 외향파의 합으로 표현 

된다. 본 논문의 알고리즘은 중 주파수 영역의 수중 산 

란체로부터 산란 음장을 계산하는데 용이하며 산란 단면 

적 계산에 이용될 수 있다. 해저 매설 지뢰 탐지 모델링 

에도 응용될 수 있다. 또한 수중 도파관과 수중 산란체 

간의 상호 산란 현상을 규명하는데 수치 해석 도구로 사 

용될 수 있다.

본 논문의 구성은 다음과 같다. II장에서는 연속적인 

단일 산란 근사를 이용한 2D양방향 포물선 방정식 알고 

리즘을 유도했고 III장에서는 개발된 알고리즘의 검증을 

위한 수치 예제를 보였다. IV장은 결론이다.

II. 단일 산란 근사를 이용한 2D 고차 양방향 

포물선 방정식 알고리즘

2.1. 포물선 방정식의 유도

음압을 P 라고 할 때 이차원 사각 좌표계에서 

Helmholtz 방정식은 다음과 같다.

, .d . 1 dp. ' 、8 , 1 dp 2
心”云気由京+急'Z成祐謬尊(財)P = 0⑴

여기서 P(x,z) 는 매질의 밀도, 火3技) = 3/<?3,2)이며 

매질 파수를 나타낸다. 3는 각주파수, c(x,z) 는 매질의 

음속이 다.

미소 공간에 대해 거리 독립이라 가정하고 임의의 음 

속을 勺라 하고 임의의 파수를 幻“/%라 한다. 이때 

식 ⑴은 다음과 같이 분해할 수 있다.

(£_妇汀歹)(京+丿璀林=0 (2)

여기서 X느'ST*心*左9 로 표현되는 연산자 

이다

수치 영역이 x>0 이라 할 때 식 ⑵의 첫 번째 항은 

외향파에 대한 포물선 방정식, 두 번째 항은 내향파에 

대한 포물선 방정식으로 정의하며 다음과 같이 표기할 

수 있다.

쯔 = ±j璀才 P (3)

식 (3)는 거리 방향에 대해서는 독립이고 깊이 방향에 

의존적인 미소 구역 (range—independent and 

depth-dependent sector) 에 대해 완전해를 준다. 한편 

식 ⑶은 전진 방향에 따라 다음과 같이 표현된다.

p{x ± Ax) = Pp(x) = #為*"# p(x) (4)
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그림 1. 단일 산란 알고리즘의 개략도

Fig. 1. Schematic of a single scattering algorithm.

2.2. 단일 산란 근사를 이용한 고차 앙방향 포물선 

방정식 알고리즘

거리 의존 영역을 그림 1과 같이 여러 개의 거리 독립 

의 미소 구역으로 분할한다. 이때 각각의 미소 구역의 

수직 경계에서 아래와 같은 음압과 수평 속도에 대한 연 

속 조건이 만족되어야 한다.

丄陞+喧)=丄堅

P、、Sx 5x 0 8x
POP, ⑸

위 식에서 은 입사파, P，은 반사파, P： 는 투과파, 

P”은 n번째 미소 구역의 밀도,。，"，은 n+1 번째 미소 구 

역의 밀도를 나타낸다.

식 ⑶의 제곱근 연산자를 이용해 식 ⑸를 정리하면 

다음과 같다.

U5、偵丈+丿&出Ji + X，，』，，

=顷広'、碍瓦-j5 小+xqp,

p, = P, + p, ⑹

반사파는 식 ⑹의 첫 번째 식에서 계산되고, 투과파는 

식 (6)의 두 번째 식에서 계산된다. 식 (6)의 첫 

번째 식에서 보듯이 반사파를 구하기 위해서는

J1 + X” + 丿為 、/1 + X，w ] 연산자의 행렬 역산이 

필요하다.

Galerkin법과 Pad 근사를 이용해 깊이 방향 연산자를 

분할할 때 a +以형태 (必 b 는 임의의 상수)로 표현되는 

연산자는 삼중대각행렬로 표현되지만 后歹 연산자는 꽉 

찬 정사각행렬이 된다.

만약 US J1 + X，, + 丿&/기]、/1 + X”,] 연산자가 (TV X N) 의 

행렬로 표현될 때, 행렬 역산을 위해서는 각 수직 경계 

마다。(肥)의 연산이 필요하고 연산자를 위해 紀 에 해 

당하는 저장공간이 요구된다. Collins ⑹에 의해 지적된 

것처럼 위 연산자의 직접적인 역산은 매우 비효율적이며 

포물선 방정식법의 효율성을 크게 저하시킨다.

그래서 본 논문에서도 반복법 (iterative method) 에 

의해 식 ⑹의 첫 번째 식을 계산했다. 산란 연산자 

" = (丿為忒 J1 + X”*(丿為况、/口：) 라 정의할 때, 식 ⑹ 

는 다음과 같이 정리할 수 있다.

Pr =-Mpr-(l-M)Pi

P,=Pl+Pr (7)

반사파 음장의 초기값을 0이라고 하고 연산을 " 번 반 

복을 했을 때 식 ⑺에서 반사파의 음압은 다음과 같이 

계산된다.

P,„ = + -M)p,-(/ + Mr (/-M)p, (8)

식 ⑻은 M = / 거나 또는 (-"-—。인 경우 수렴한다. 

수렴정리 (Convergence theorem) 에 의하면 식 (8)은 산 

란 연산자의 고유 값의 절대값이 항상 1보다 작거나 같 

은 경우에 수렴한다 [10], 우리는 일반적인 해양 환경의 

음파 전달 문제에서 산란 연산자 M 의 고유 값이 1보다 

작게 나타나는 것을 확인했다. 특히 ASA Wedge문제 

[11]의 경우 1~2번 정도의 연산만으로 반사파와 투과파 

를 계산할 수 있다. 하지만 산란 문제처럼 경계 면에서 

물성의 차이가 심한 경우 식 ⑻은 발산한다. 그래서 본 

논문에서는 식 ⑻의 안정적인 수렴을 위해 이완 인자 

(relaxation factor) a 를 도입해 다음과 같이 정 리하여 

계산했다.

a-M 1-M

p, = Pi + p, ⑼

여기서 a 는 0보다 큰 임의의 양수이다.

식 ⑼는 식 ⑺과 동치인 식이다. 하지만 연산을 〃번 

반복했을 때 식 ⑼의 공비는 (으끄广'이 된다. 산란 연 

산자 “의 고유 값이 양수이고

의 순서를 갖는다고 할 때, 의 고유 값은 

/。—人”、"니
(石須) 이 된다. 최대 고유 값보다 큰 이완 인자를 선택 

한다면 今츤广'는 언제나。으로 수렴한다. 만약 이완 

인자의 크기가 최대 고유 값에 비해 큰 경우에는 식 ⑼ 
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는 수렴하나 수렴 속도가 느려지며, 역으로 작은 경우에 

는 식 ⑼는 발산한다는 것을 쉽게 유추할 수 있다. 또한 

산란 연산자의 고유값이 복소수일 때도 위와 유사한 접 

근법으로 추정할 수 있다.

한편, 산란 연산자 “ 은 Pade 근사를 이용해 분해 되 

며 삼중대각행렬의 정 방향 곱셈과 역산을 통해 효율적 

으로 계산할 수 있다. 그림 2는 단일 산란 근사를 이용한 

고차 양방향 포물선 방정식 알고리즘은 도식화한 것이 

다. 외향파는 식 ⑷과 식 ⑼를 이용해 전진해 나가며 

구할 수 있으며 내향파는 저장된 반사파 성분을 역 전진 

시켜 구할 수 있다. 그러나 단일 산란 근사를 이용한 알 

고리즘은 각각의 미소 구역간의 다중 산란 효과를 고려 

할 수 없어 전체 음장에 대한 완전해를 주지 못한다는 

점에 유의해야 한다.

그림 2. 양방향 포물선 방정식에서 단일 산란 알고리즘

Fig, 2. Single scattering algorithm in the two way parabolic 

equation.

2.3. 연속적인 단일 산란 근사를 이용한 고차 앙稠 

포물선 방정식 알고리즘

본 논문에서 제안한 다중 산란 알고리즘은 단일 산란 

근사를 연속적으로 적용한 것이다. 그림 3에서 본 논문 

에서 제안한 알고리즘을 도식화하고 Collins ⑹의 단일 

산란 알고리즘 및 Lingevitch ⑻의 다중 산란 알고리즘 

과 비교했다. 그림 3 (a)는 단일 산란 알고리즘을 나타낸 

다. 단일 산란 알고리즘은 다중 산란 효과를 무시하기 

때문에 음장에 대한 완전해를 주지 못한다. 그러나 해양 

환경처럼 거리 방향의 변화가 약한 경우나 산란체 내부 

에서 다중 산란이 무시될 수 있는 환경에서는 완전 해에 

가까운 결과를 준다. 그림 3 (b)는 Lingevitch의 다중 

산란 알고리즘을 도시한 것이다. Lingevitch는 각각의 

거리 독립의 미소 구역에서 음장을 외향파와 내향파로 

나누고 경계 조건을 이용해 연성시켜 전체 음장을 계산 

했다. 그의 방법은 모드 대신 음장을 사용한다는 것을 

제외하고는 양방향 연성 정상 모드법과 유사하다. 

Lingevitch는 각 경계에서 내향파와 외향파 벡터를 반복 

법을 이용해 계산했다. 참고자료 8에 의하면 J 번째 경 

계 면에서 내항파를 瓦, 외향파를 瓦" 라 하면 연산 알 

고리즘은 다음과 같이 정리된다.
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여기서 % , R 는 각각。번째 거리 독립 미소구역에서 

식 ⑷와 같은 음파전달연산자와 식 ⑹의 疋呂E 

연산자를 의미한다. 7는 2보다 큰 양수로 이완 인자이 

다 或 이 좌측 경계 값이다 /

깊이 방향의 분할 개수를 N 이라고 할 때 场 와 Q 과 

음압을 곱셈하는데 드는 시간은。(用) 이다. 여기서 k 는 

Pad 근사 차수가 증가할수록 커지는 상수 량이다. 식 

(10)에서는 하나의 경계에 대해 총 6번의 와 Q 의 연 

산을 수행한다. 거리 방향의 분할 개수를 K 라 할 때, 1 

회 연산에 들어가는 총 시간은 OQKN) 이며 /~ 砍 이다. 

刀 번 반복 연산 후에 수렴 한다면 / ~ 6诚 이 된다.

그림 3 (c)는 본 논문에서 제안한 방법을 도식화 한 것 

이다. 우선 단일 산란 근사를 통해 ①번이라 표시된 외 

향파를 계산한다. 이때 경계에서 반사파 (내향파 전진 

방향)는 저장되며 역 전진을 시키며 내향파를 계산한다 

(②번). 이때 생성되는 반사파 (외향파 전진 방향)는 저 

장되며 정 방향으로 전진시켜 외향파를 계산한다 (③번). 

이와 같은 과정을 반복하여 반사파가。에 가까워질 때까 

지 반복법으로 해를 구한다. 최종적으로 얻어지는 외향 

파는 그림 3 ("에서 (①+③+⑤……)로 계산되며 내향파 

는 (②+④+⑥……)으로 계산된다.

본 논문에서 제안하는 방법은 식 ⑼에서 관찰할 수 있 

듯이 J 번째 경계에서 산란 연산자를 % 번 연산을 한다 

고 한다면, 거리 방향으로 1회 반복하는데 걸리는 연산 

K
시간은。徳)이고》~(成 +2咯盼 이다. 거리 방향으로 

총 9 회 왕복한다면, 총 연산 시간은。(冰)이고 

P~W + 2 舍,) 이다. p 에서 첫 번째 항은 음압의 전달 

을 계산하는데 필요한 양이고 두 번째 항은 각 경계에서 

반사파를 계산하는데 소요되는 양이다. 두 번째 항에서 

I技，는 산란 문제의 형태에 따라 广 K+心。"，，)이나

~ *으로 간주할 수 있다. 그러므로 본 알고리즘의 

계산 시간은 기본적으로 NK 에 비례하며 Lingevitch의 
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알고리즘과 비슷하다고 할 수 있다.

기억 용량의 측면에서 본다면 본 알고리즘이 

Lingevitch의 알고리즘에 비해 이점을 가진다. 식 ⑼와 

식 (10)의 비교에서 알 수 있듯이 Lingevitch의 알고리 

즘은 각 거리 경계에서 4개의 음압 벡터를 필요로 한다 

그러나 본 알고리즘에서는 2개의 음압 벡터만 필요로 해 

서 단일 산란 계산에 필요한 컴퓨터 자원만으로도 구현 

이 가능하다. 반복법의 수렴도의 측면에서 보면 

Lingevitch의 알고리즘은 전역적인 (global) 수렴을 필 

요로 한다. 식 (10)의 이완 인자는 전체 수치 영역의 수 

렴을 지배한다. 그러나 식 ⑼의 본 알고리즘은 각 경계 

에서 국소적인 (local) 수렴만 요구한다. 수중에서 잠수 

함으로부터의 산란 문제와 같이 국소적인 불연속 경계에 

서 강한 산란이 발생하는 문제의 경우 본 논문의 알고리 

즘이 유용하다. 부가적으로 본 논문의 방법은 수치적으 

로 구현하기 간단하며 회귀적인 (recursive) 내향파 및 

외향파의 자료를 추가적으로 얻을 수 있는 이점이 있다. 

그리고 단일 산란을 연속적으로 적용하여 음장을 구하기 

때문에 수렴을 판정하는 허용 오차 (tolerance)에 따라 

빠른 계산도 가능하다.

心*丈』备心) (I。

여기서 稣 = 끙이고 정상 모드 蠕 = 底疋로 표현된 

다. m 은 모드 번호이고 k 는 매질의 파수이다.

그림 4에서는 초기값을 각각 1번, 2번, 3번 모드 형상 

함수로 잡았을 때 외향파의 음장을 보였다. 1번과 2번 

모드는 거 리 1km에서 모드 반사 및 투과를 하며 두 번째 

매질에서도 전달 모드로써 거동하지만 3번 모드는 두 번 

째 매질에서는 감쇠 모드가 되어 투과된 후 200m이내에 

서 소멸한다. 그림 4에서 실선은 이론 해와의 비교를 위 

해 각 음장의 최대 값을 갖는 직선을 이은 것이다. 그림 

5는 그림 4에서 점선으로 표시된 부분의 값을 이론 해와 

비교한 것이다. 정확히 일치하는 것을 볼 수 있다.

그림 3. 다중 산란과 단일 산란 알고리즘의 비교

Fig, 3. Comparison of multiple scattering algorithms and single 

scattering algorithm.

그림 4. 3개의 모드 초기 값에 따른 외향파 음창 (음영의 단위는 Pa임) 

Fig. 4. Outgoing wave field for 3 mode shape functions as the

initial value (The 니nit of colorbar is Pa).

oe 1
Ransfl(km) <Second mode>

III. 수치 예제 및 검증

본 논문에서는 알고리즘의 검증을 위해 2가지 예제에 

대해 수치 해를 보였다. 첫 번째 예제는 수중도파관에서 

정상 모드의 수평 반사 및 투과에 대한 예제이다. 도파 

관의 깊이는 Q = 100m 이고 양 경계는 압력 소멸 조건을 

준다. 주파수는 / = 25压 라 한다. 거리 방향으로0km에 

서 1km까지는 도파관의 음속은 c°=1500»〃s, 밀도는 

£ = 100Mg/〃F로 놓고 그 이후의 거리에서는 음속은 

1800m/s , 밀도는 1800舷/舟으로 놓았다. 거리 0km 

에서 음압의 초기 값은 다음과 같이 모드 형상 함수로 

주어졌다.

〈Third mode>

二I림 5. 수치 해와 이론 해의 비교

Fig. 5. Comparison of the n나merical solution and the analytic 

solution.

두 번째 예제는 균일 매질 안의 정사각 산란체에서의 

다중 산란 현상을 모사했다. 이 예제는 참고 자료 8에서 

제시된 예제이다. 주파수는 예제 1과 동일하다. 균일 매 

질의 음속과 밀도는 각각 1500m/s , 1000炫/麻 이다. 정 

사각 산란체의 물성은 각각 700m/s 와 200Mg/麻 이고,



연속적인 단일 산란 근사를 아용한 2치원 양빙향 포물선 방정식 알고리즘 344

(500wx500w) o] 단면 크기를 갖고 (0,0) 에서 단면의 중심 

을 갖는다. 균일 매질의 상하부 경계는 PML (Perfectly 

matched layer) [12]을 이용해 감쇠 조건을 두었으며 초기 

값은 다음과 같은 Gaussian 빔으로 표현된다.

p(z) = e-(z/iW (12)

그림 6 (a)는 본 논문의 알고리즘으로 단일 산란을 모 

사한 경우와 다중 산란을 모사한 경우의 외향파 음장을 

그린 것이다 그림 6 (b)는 다중 산란 음장과 단일 산란 

음장간의 차이를 나타낸 것이다. 그림 7은 다중 산란을 

모사할 때 각 단일 산란 단계마다 수직 경계에서 반사파 

의 크기를 보여준다. 그림에서 숫자로 표시된 곳은 각 

단계에 해당하는 반사파를 나타낸다. 반복 횟수가 증가 

할수록 반사파의 크기가 점차 줄어드는 것을 볼 수 있다. 

그림 8은 z = 0 에서 외향파 음장의 수렴도를 비교한 것 

이다 총 6번의 연속적인 연산에도 빠르게 수렴하는 것 

을 볼 수 있다. 그림 9는 벤치마크 해와 본 논문의 알고 

리즘으로 구한 외향파 음장을 비교한 것이다. 거의 정확 

하게 일치하는 것을 확인 할 수 있다.

Fig. 7. Absolute value of reflected wave fields for each 

iterative step.
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그림 8. 각 반복 단계에 따른 전쳬 외향파 음장의 비교

Fig. 8. Comparison of the cumulative outgoing wave field 

for each iterative step.

Fig. 9. Comparison of the numerical result and the 

benchmark solution.

그림 6. (a) 단일 산란과 다중 산란에 대한 외향파 음장의 수치 해 음영의 

단위는 dB임), (b) 다중 산란 과 단일 산란 음장의 차이 (라벨의 

단위는 dB)

Fig. 6. (a) Numerical results of the outgoing wave field for 

single scattering algorithm and m비tiple scattering 

algorithm (The unit of colorbar is dB), (b) Difference of 

the outgoing wave field between multiple and single 

scattering.

IV. 결 론

본 논문에서는 다중 산란 현상을 구현할 수 있는 연속 

적인 단일 산란 근사 알고리즘을 제안하고 결과를 검증 

했다. 본 알고리즘은 전체 음장을 타원형 (Elliptic type)
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처럼 연성시켜 계산하는 기존의 알고리즘에 비해 구현하 

기 단순하며 단일 산란에 필요한 컴퓨터 자원만으로도 

계산이 가능하다. 차후 우리는 본 2차원 알고리즘을 3차 

원 산란 문제로 확장할 예정이다.
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