
����

Vol. 7, No. 2, 2004, p. 148~154

148

MT �� 3�� ��� ��

���1) ·���2) ·���3) ·���2)

Review on the Three-Dimensional Magnetotelluric Modeling

Hee Joon Kim1), Myung Jin Nam2), Yoonho Song3) and Jung Hee Suh2)

� � � �����(MT)�� 3�� ���� �� ����. 3�� MT ���� MT ��� ��� ��� ����
��� ��� 3��� ����� ��� ����� �� ���� ���� �����. �� 20� �� 3�� ��
�� �� �� ������ ������ � ����� �� ��� 	��. ��� ���� ���� ��� ��
� �� ������ �� ����� ��� �
� ���� ���� ��� 3�� ��� �� MT ��
 ���
�� ���� � 	� ���. �������� �� flux� ��� ����
 ����� ���� ���
 ���
� 	� staggered ��� ��� ������. �� ������ �� ���� ���� Krylov �����, ���
��� �� � �� �����
 ������ �� 	���. ���� ���� �� �������� ���� �
�� ��� ��� � 	��, � ��� �� ��
� ���� ���� ����
 ��� ��� ��� ����
� �� ����.

��� � 3��, MT, ���, staggered ��, ���

Abstract : This article reviews the development of three-dimensional (3-D) magnetotelluric (MT) modeling. The 3-D
modeling of electromagnetic fields is essential in understanding the physics of MT soundings, and in implementing an
inversion method to reconstruct a 3-D resistivity image. Although various numerical schemes have been developed over
the last two decades, practical methods have been quite limited. However, the recent rapid improvement in computer speed
and memory, as well as the advance in iterative solution algorithms for a large system of equations, makes it possible
to model the MT responses of complex 3-D structures, which have been very difficult to simulate before. The use of
staggered grids in finite difference method has become popular, conserving a magnetic flux and an electric current and
allowing for realistic discontinuous fields. The convergence of numerical solutions has been greatly accelerated by adopting
Krylov subspace methods, proper preconditioning techniques, and static divergence corrections. The vector finite-element
method using edge elements is also free from the discontinuity problem, and seems a natural choice for modeling complex
structures including irregular topography because its flexibility allows one to capture full geometric complexity.

Keywords : three-dimensional, magnetotelluric, modeling, staggered grid, edge element

� �

�����(magnetotelluric; MT) ���� ���� ���

���� ��� ����� ��� 3����� ���� �

�� ��� ��. ��� 3�� ��� ��� �� 3�� �

��� �� ��� 70���� ������, � �� ��

�� �� ��� ��� �����. � ��� ���� �

�����(integral equation method, IEM), 	���� (finite

difference method, FDM), 	����(finite-element method,

FEM), ����(hybrid)� �� ��.

IEM
 ����� ���� ���� �� �� ����

� ��� �
 ��� ��� ��. ��� ��� � ��

��� ���� �� 

 ����� ���� ��� ��

��� ���� ����(Wannamaker, 1991), ��� ���

�� ���� ���� ��. IEM� FEM� ��� ���

�����(Lee et al., 1981) �� IEM� ����� ���

��� ����� ���� ��. �� FDM� FEM
 ��

����� ��� � ���� �� ��� ����� ��

� ��� ��� ���� 	���. �� �	�� ����

� 	� 

�� 	�� ����, ���� ���� ���

��	�� ��� �� ��� ��� ���� 3�� ��

� ���� ���� ��. �� �� ���� ��� ��
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��� �� ��� 	� �
�� ��.

FEM
 ��� ���� ��� ��� ��� �� � �

� ��� ����� ��� 	
 ���� ��� ����

�� ���� ��. ��� ��� �
 ��� ��� ��

�� �� ���� ���� ���� ���� � �	
�

	�� ���� 
�(Reddy et al., 1977; Pridmore et al.,

1981). ������ �� �� ��� ���� �����

����
 ����� ��, �� �� ���� ����


����� ����� ���� ��. ��� �
� ���

� 3��� ���� ��� FEM��� ���� � ��


����� ��� �� 	� 
� �����
� ����

��� ��. ��� ���� ��� �	� ���� ���

�� ���(edge element)� ���� ��� 	
���

(edge-element or vector FE method, EFE). �� ��� ��

�� ���� � ��� ���� ��� ����� ���

����� ���� ��� � ��� �
� ��. ����

��� EFE� �� ��� 	� ���� ��������

� ���� ���� �

�(Sugeng et al., 1999; ���

�, 2002).

FDM��� staggered ���(Yee, 1966)� ����(stag-

gered-grid FD method, SFD) ���� ��� �	� ���

� ��. Wang and Hohmann(1993), Mackie et al.(1994),

Druskin and Knizhnerman(1994), Smith(1996) �
 �� ��

� SFD� ���� IEM� 	� ��� ���� �� ��

�� ����. ��� SFD� �� ����� ����� �

��� 	���.

���� EFE� SFD� ���� MT�� 3�� ����

�� ����. �� ��
 ������ �� �� ����

�� ��� ��� �	� ��� � ��. ��� Krylov �

���(subspace)�, ��� ���(pre-conditioning)��, �

���(static divergence correction) �� �� ���� ��

�
 �� 	�� � ��.

�����

�� ���� exp(iωt)� �� ����� ��� � ��

� ���
��� Maxwell� ���
 ��� ��.

, (1)

, (2)

��� E� ���, H� ���, Js� ���� ����, ω
� ����, µ0� ����� ��� (4π× 10−7 H/m), σ� �

������. ���� ���� MT���� ���� ��

� ��� ���� Js=0��. ��� (1)�� (2)�����

iωµ0σE, (3)

iωµ0H, (4)

� �� � ��. ��� ���� �� � (2)�� ��� �

�� 

=0, (5)

� ���� �� �� ������ ��� ����� ��

�� ����. �� ��� �� ���
 ����� φ�
�� E=− � ��� � ���� 

, (6)

��.

�� ����� �
 ������ ����� ��� �

��� ���� ��� ����� (3)���� �
 ���

� ���� ��� �� ���(�� FDM��). ����

�� ��� ����� 1�� Ep� ����� �� 2��

Es� ���

, (7)

��. ��� σp� ����� ������� Ep� ����

� ����. (7)�
 ����� ��
� ���� ���

Es� � ���� ���� ���. ��� ��� E� Ep�

Es� ��� ����.

FEM�� FDM��� (1)�� (2)�� ��� ���� �

��� ��� ��� ��� ��� ���
 (3)�� ���

�� ��� Mackie et al.(1994)
 (4)�� ��� ���.

Siripunvaraporn et al.(2002)
 FDM�� (3)�� ��� � �

��� (4)�� ��� �� �� ����� ��� �� �,

�� 
�� ���� ��� ����, �� ������ �

��� ���� (4)� 
�� ��� (1/σ)� �����

�
�� ����.

�����

FEM�� �
� ��� � ��� ��(Mogi, 1996; Ratz,

1999)� ���� ���� ��(Sugeng et al., 1999; ���

�, 2002)� ��. ��� �� ���� ������� ��

� ��� �� 	���.

�� FEM

�� ��� 8�� �
�� � 	
 ������� ��

�� � ���� ���
 ��� �� ��� � ��.

. (8)

��� Ni� �
 i��� ����, Exi� �
 i��� ��

∇ E× =−iωµ0H

∇ H× =σE+Js

∇ ∇× E× =−

∇ σ 1– ∇ H×( )× =−

 ∇ σ E⋅

∇ φ

∇ σ∇ φ( )=0⋅

∇ ∇× Es× +iωµ0σEs=−iωµ0 σ σp–( )Ep

∇

Ex=  
i 1=

8

∑ NiExi
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�� x��� ����. y 	 z��� ���� �
 ����

� �� ��� � ��. ���� Ni� 
� x, y, z� �� �

���, �� �
 i�� 1, � 
� �
��� 0� ��� 


���. (8)�� (3)�� ���� Galerkin��� �����,

	� �� x��� ���� ��� �� 	���.

j=1, 2, ..., 8. (9)

� �� ���
 ��� ��� ��� ��� � ��� �

�� �� ���� ����� ���� �� ����. y 	

z��� ���� �
 ������ �� � ��. �� ��

���� �� ��� ������ ��� � ��.

��� FEM��� � �
� ���� 3��� ����

� ��� ����� ���
 ����. ��� �����

� ����� ���� ����
 ������ �����

��� ��� ���. �� �� ������� ���� �

��� �	�� ������ ���� �� 	�� (spuri-

ous solution)� ��.

EFE

���� 	��� ��� �� ��� 	
���(Nede-

lec, 1980). Fig. 1� �� ������� ��� 1-5, 3-7, 2-

6, 4-8� ���� x��, 1-3, 5-7, 2-4, 6-8� y�� ��� 1-

2, 3-4, 5-6, 7-8� z��� ���� � ��
 �� ����

� ����� ����. ��� x��� E1~E4, y��� E5~

E8, ��� z��� E9~E12� ���� �� ��� ����

���� 	� ����� ��

Ex=M1E1+M2E2+M3E3+M4E4,

Ey=M5E5+M6E6+M7E7+M8E8,

Ez=M9E9+M10E10+M11E11+M12E12, (10)

�� ��� � ��. ��� M1=N1+N3, M2=N5+N7, M3=N2

+N4, M4=N6+N8, M5=N1+N5, M6=N3+N7, M7=N2+N6, M8=N4+

N8, M9=N1+N2, M10=N5+N6, M11=N3+N4, ��� M12=N7+N8�

�. ��� ���� �� ��� ���
 �� �� ���

���� ��� ���� �
��� ���
 ���� �

���� ���
 ����. �� ���� ����

=0�� ��� �� ����

=0� ����� �	� ��.

(10)�� (3)�� ���� Galerkin�� ���� ����

x��� ��

,

j=1, 2, 3, 4, (11)

� ���. � 
�� EFE� �� ����� ���� ��

� ��� ��.

SFD

Staggered grid(Yee, 1966)�� � �� �� ��(Fig. 2).

	 1�
 ���� � ��� ���� ���� �� ���

� ���� 	 2�
 ���� �� ���� ���� ��

�� ����. � � �� �� ����� �
 (i, j, k)��

� 
�� (xi, yj, zk)� ��, � ��� ������ σi,j,k�

� ��. 	� �� x�	� �
� ���� ��
� (i+1/2,

j, k), � 
�� (xi+1/2, yj, zk)� ��, ���� 	 1�
 ��

� Ex(i+1/2,j,k)� ��� 	 2���� ��� Hx(i+1/2,j,k)� ���

�. 

	 1���� ��� ���� ���� �
��� ���

�� ���
� ����� ����. 	� �� x�	� �


� ������ ������ � ��� �� 4� ���

�	� �
� �� �� ������ ��� ��� ��.

.

(12)

��� ∆yj=yj+1−yj, ∆zk=zk+1−zk��.

	 2���� ��� ����� ���� ����� ��

��� ���� ���
� ���� ���. ��� � ��

�� ����� ����� ����� ��� 
� ���

� � ��� ����� ��� ��� �� �� ��� �

���� ���� ��. �� ��� ������ ����

��� �	����� ��, ���� � ��� �� ��

������ ���� ��. 


 
i 1=

8

∑  
V

∫ ∂Nj

∂y
--------∂Ni

∂y
--------+∂Nj

∂z
--------∂Ni

∂z
--------+iωµ0σNjNi 

  Exi−
∂Nj

∂y
--------∂Ni

∂x
--------Eyi−

∂Nj

∂z
--------∂Ni

∂x
--------Ezi dV

 
 
 

−  
S

∫ Nj
∂Ni

∂y
--------Exi−

∂Ni

∂x
--------Eyi 

  dxdz−  
S

∫ Nj
∂Ni

∂z
--------Exi−

∂Ni

∂x
--------Ezi 

  dxdy=0,

∂Ex/∂x=∂Ey/∂y=∂Ez/∂z

∇ E⋅

 
i 1=

4

∑  
V

∫ ∂Mj

∂y
---------∂Mi

∂y
---------+∂Mj

∂z
---------∂Mi

∂z
---------+iωµ0σMjMi 

  EidV

−  
i 5=

8

∑  
V

∫ ∂Mj

∂y
---------∂Mi

∂x
---------EidV−  

i 9=

12

∑  
V

∫ ∂Mj

∂z
---------∂Mi

∂x
---------EidV=0

σi+1/2,j,k=
σi,j,k∆yj∆zk+σi,j−1,k∆yj−1∆zk+σi,j,k−1∆yj∆zk−1+σi,j−1,k−1∆yj−1∆zk−1

∆yj ∆yj−1+( ) ∆zk ∆zk−1+( )-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

Fig. 1. An edge element.
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, (13)

��. ��� ��� ���� E1 	 E2� �� ����� �

��
� ��

, (14)

� ��� E1 	 E2� Ex(i,j+1/2,k+1/2)��� ����.

���� ����� �� ������ ���� ����

��� ���� ���
 �� �� � ��. 	� �� 	 1

�� ��� ��
 (i+1/2, j, k)��� x��
 ��� ��.

[(Ey(i+1,j+1/2,k)−Ey(i,j+1/2,k))/∆xi−(Ex(i+1/2,j+1,k)−Ex(i+1/2,j,k))/∆yj 

−(Ey(i+1,j-1/2,k)−Ey(i,j-1/2,k))/∆xi+(Ex(i+1/2,j,k)−Ex(i+1/2,j-1,k))/∆yj-1]/∆'yj 

+[(Ez(i+1,j,k+1/2)−Ez(i,j,k+1/2))/∆xi−(Ex(i+1/2,j,k+1)−Ex(i+1/2,j,k))/∆zk 

−(Ez(i+1,j,k-1/2)−Ez(i,j,k-1/2))/∆xi+(Ex(i+1/2,j,k)−Ex(i+1/2,j,k-1))/∆zk-1]/∆'zk 

+ , (15)

��� ∆'yj=(∆yj+∆yj-1)/2, ∆'zk=(∆zk+∆zk-1)/2��. � ����

��
	
 (15)� ��� ∆xi∆'yj∆'zk� �� ���� ���

�� 	���(Newman and Alumbaugh, 1995). y 	 z���

���� �� 
 (i, j+1/2, k) 	 (i, j, k+1/2)� ���� �

���� ����, ��� �� ��� ���� �� ���

��� ����. � ��
	�� 0� 
� ��
 � 
�

�� 13���. Sasaki(1999)� 	 1�� 	 2��� ����

� ��� �� ��� ���.

������ ��

EFE� SFD� �� ���
 �	 ��� �
 �����

� �� �	� 
���.

Ax=b. (16)

��� x� ��� � ���� 3��� �� 
�, b� ��

�� ���� 
�, A� ��� ��
	��. (16)�� ��

�� CG(conjugate gradient)� ��� ���� �����

����. ICCG(incomplete Cholesky CG)�
 �� ����

����� ����� 3�� �	� A� positive definite 


	� 
��� ��� � ��. ����� positive definite�


� 
	� ���� �� ICBCG(IC Bi-CG)�� ����.


	 A� Hermitian 
	� 
��� CG�� ���� �

��� ����� AhAx=Ahb�� ���� ��. ��� �

�� h� conjugate transpose� ����. ��� �� �
�

(condition number)� ��� ���� ��, ��� �� 
	

�
 (16)��� 	� ��
� ��. �� �� BCG�


non-Hermitian 
	� �� ��� � ���� CG� �� �

�� ��� �����. �� (16)��
 �� ��
	� �

��� ��� CG��� h� ��� transpose t� ��� �

���� �
��(Smith, 1996). � �� ��� �����

� ���� ��� CG� ����� ������ �� �

�� ������ ��� � ��.

���

����� ���
 A� �
�� ���� �
�� �

� ��� ��
 ����. 
	 A� �
�� �� 107-

1014� ��� ��� ��. ��� (16)�� 
��� �� �

��� ��� �
 ���� �����. 

, (17)

Smith(1996) �� ��� ��� Cholesky ������ K1=

K2=D−1/2U�� ���. ��� D� ��
	, U� ���
	

� ����. �� Haber et al.(2000)� ��� ��� LU �

����� K1=I, K2=(D+L)D−1(D+U)�� ���. ��� I

� ��
	, L
 ���
	��. ��� ���� �� 
	

σi, j+1/2,k+1/2=
∆xi ∆xi−1+

∆xi/σi ,j ,k ∆xi−1/σi−1,j ,k+
---------------------------------------------------------

σi, j+1/2,k+1/2Ex i ,j+1/2,k+1/2( )=σi−1,j ,kE1=σi ,j ,kE2

iωµσi+1/2,j ,kEx i+1/2, j,k( )=0

K1
1– AK2

1–( ) K2x( )=K1
1– b

Fig. 2. Two types of staggered grid. In type 1 (left) the electric field is sampled at the center of cell edge, while in type 2 (right) it is sampled
at the center of cell face.
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A� �
�� �� 103 ��� ���� ��.

����

����� 3���	��� ���� �
��� �
�

� ��� ���� ���� ���� ��. �� (3)���

ω→ 0� ��� �� ��, ������ ���� �� ��

�� ��� � �� ��� �� ��� 
�� �� ���

� ��. ��� ���� ��� ����� (6)�� ���

��� ��. ������, ω� 
�� 
� ��� 0� 


� ��, (3)�� ��� ��� ��� (6)�� ����� �

���. ��� ���� �������� ω� ��� ��

�� �� ��� 
� �� �� ||Ax−b||2� ��� 

��

�� ����� ��� (6)�� ���� �� � ��. ��

� ��� ���� (16)�� � � (6)�� 	��
�� �

��� ��.

�� �� �� � ��� Smith(1996)� �� 	
� ��

����. (16)�� ���� (6)�� ����� ��� ��

�� � ��
�� ����� �� ϕe� �	� �����

� � ��. �� � �� 0� 
�� � ��
�� �� �

��� ���� �� ��. ��� (16)�� ���� ���

� � ��
� �	� ��� �� ���� ���� ��

�� ��� ���� ����� �� ��. ���� ���

� ��� �	� ��� Poisson ���� �� �	� 
�

��.

, (18)

������ =0��� ��� ���� � ��
��

���� ��� � �� � �� ��. � �

����� ���� �
��� ��� ��� (18)���

���� ����� φ� ���
�� ��. �����

φ� ��� ����� 3�� ���(e.g., Dey and Morrison,

1979)�� ���� ������ ����� ICCG�� �

� ��. �� ���� ������ ���� ���� ��

���� ��� ��� �� ���� ���� �����

� ��� ��� 
� ���� ��.

����� ���� ���� ����� ����� ��

���, ������ =0� ����. ���

, (19)

��� � � �	� ���� ���� (1)��� ��

�� ����� ��� ��. ����
 ICBCG�� ���

� �� (2~20� ��) ����. ���� ���� ���

�� ��� ���� ICCG�� �� ��� 10~20� ��

� ����. Sasaki(1999)� SFD�� ����� ��

��� ��� ����� ���� 
���� �����

���.

��� ���

���� ���� ������ (3)� �� (4)�� ��

����� �� �� 	��� �� ����� ���(sin-

gularity) �	� ���. �� ��� ���� ��� ���

��� 0� 
� 	�� 

 ��� ���� ��� � �

� 	� 
� ����� ����� ����. ��� ���

�	� ����� �� � �� �
��� ����� ��

� 	 
� ���� ���� ��� ��. �� �����

�� 	� ��� ���� ��������� ��� ��

�� �
���(Haber et al., 2000; Mitsuhata and Uchida,

2004).

Haber et al.(2000)
 ���� Helmholtz���� �� 


� ��� A� �� ��� ��� φ� 

E=A+ , (20)

� �� ���� ��� 	����. ��� Coulomb gauge

�
� =0� ���� ������ ��� �	� �

�� � ��. �� Mitsuhata and Uchida(2004)� ����

�� 
� ��� T� �� ��� ��� Ω� ���� �

�� �����. � � Coulomb gauge �

 =0��.

��� A−φ� �� T−Ω�
 ���(divergence free) �


� ���� ����� 
�� ���� ����� ���

� ��
	� ��(bandwidth)� ��� �	� ��� ��

�� ��. � 	� Mitsuhata and Uchida(2004)� T−Ω��
FEM� � � � ��
 51� FDM� 13� �� ��� 	�

� ���.

SLDM�

Druskin and Khnizhnerman(1994)� ��
	� �����

�� ���� 	
 ���� �� 
� ��� ��� Spec-

tral Lanczos Decomposition Method(SLDM)� 	
���. �

����� ��� � ��
	� �� ���� ���� �

�� ��� �� ���� �� �� 
�� ��� ��

(singular value decomposition)�� ��� �
��.

Druskin and Khnizhnerman(1994)� ��� SFD� ���

� Maxwell� ���


(A+iωI)E=iωϕ, (21)

�� ��� ��� � � ��. ��� A� �� ��

� �� ��� 
	��. �� �� ����

��� �
 

E=(A+iωI)−1iωϕ, (22)

� ���� �� ��. SLDM
 ������ �� � �


	 (A+iωI)−1� ����� ��� �� ��� ����.

��
	� �
	� ��� ���� A� 

∇ σ∇ φ( )=−ϕ e⋅

∇ E⋅
ϕa ∇ ∇ φ=−ϕa⋅

∇ E⋅

∇ E ∇ φ+( )× =∇ E× =−iωµ0H

∇ φ

∇ A⋅

∇ T⋅

(σ 1– ∇ ∇× )×
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A=VtΛV, VtV=I, Λ=diag(λ1, ..., λm), (23)

� �� ��� ���� �� 	���. ���� ��
	�

�
	
 ��
	�� ����. ��� A� ��� �
�

� 3���� 3��� �� ��� ��� ���� 
 ��.

SLDM��� Lanczos� ��� ��. 
, �� A� ����

� �� 

QtAQ=T, (24)

� �� 3� �����. ��� 

(25)

��. 
	 Q� � � ��


βkqk+1=Aqk−βk-1qk-1−αkqk, (26)

�� ���(recursive formula)�� ����. ��� T� �

�
 

αk=qk
tAqk, βk=||Aqk−βk-1qk-1−αkqk||, (27)

�� ��� ����� ����, �� �


β0q0=0, q1=ϕ/||ϕ||, (28)

��. � �
� �
� Lanczos recursion�� ��, ����

�� Q� � �� �� ����� ��� ��. �� ���

��� �� �� Q� � �
 A� Krylov ���� 

K(A, ϕ)=span{ϕ, Aϕ, ..., Am-1ϕ}, (29)

� ��(basis)� ���.

T� ��� ���

T=YΛYt, (30)

� �� ���� A� 

A=QTQt=QYΛYtQt, (31)

� ��. ��� ��
	� �
	


(A+iωI)−1=(QYΛYtQt+iωI)−1=YtQt(Λ+iωI)−1QY

=YtQt , (32)

� �� ����. � � ���� �
� ��
 ���� iω
���. ��� �� ���� �� ��� �� ��� �


�� �� ���� �� ���
 	� ��� � ��. ��

� SLDM
 ����� �	� ��� ����. ��� 


	 Q� ���� ���� ���(�� ���� ���� �)

���� ���� �� ����.

�����

SFD� EFM� ���� ������ �� �� ��� �

���� ���� ��� �	� �����. ��
 ���

����� ���� � ����. �� EFM
 ��� ��

� �����(Sugeng et al., 1999), ��� ����� 
�

�� SFD�� 	���. ��� EFM
 SFD� �� 	��

� ���� � �� � � �� 	
(Fomenko and Mogi,

2001), ���� ���� ����. ����� ��
��

���� ��� ���� ��� ����� �� �� ��

� � 
	
 ���. �	 ��� �� 
	� �
� ��

�� ��� ��� ���� solver� �	�� ���� �

��� ���� ��� ���. 

� �

� ��� ��� 2004�� �	�������� ���

� �� ����� �� ��� ��� 	 �	�����

���(R05-2004-000-12529-0) ���� �
���.
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