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1. 서  론

산업 장을 비롯하여 다양한 분야에서 이용되고 있는 로

 매니퓰 이터는 고정된 치에서 작업을 수행하므로 작

업공간이 제한되는 단 을 갖는다. 이러한 문제 을 해결하

고 로 의 기능을 확장하기 해 이동기능을 갖춘 구륜이동

로 (Wheeled-Mobile Robots, WMRs)에 한 연구가 활발

히 진행되고 있다. J. Barraquand와 J.C. Latombe는 WMRs

의 nonholonomic 속도 제약(velocity constraint)을 정의하

고, 최 시간 주행을 해  방향 환의 수를 최 화하는 경

로를 설계하 다[1]. J.C. Alexander와 J.H. Maddocks는 쿨

롱의 법칙을 이용하여 주행면과 구륜 사이의 에서의 

마찰을 모델화하 다[2]. Y. Kanayama는 안정한 궤 추

을 해 Lyapunov 함수를 이용하여 제어입력을 결정하 으

며, 비선형 모델의 선형화를 통하여 임계감쇠비(critical 

damping ratio)를 결정하 다[3]. 그러나 이러한 방법들은 

단순한 형태의 기구학 모델을 상으로 하 으므로 주행시 

발생하는 마찰을 보상할 수 없게 되어 WMRs는 궤 에서 

이탈될 수 있다[4]. 본 논문에서는 WMRs에 작용하는 힘/토

크의 수식화와 힘/토크의   첩, Newton의 평형법칙

을 이용하여 WMRs의 동역학 모델을 유도한다. 

설정된 기  속도  가속도를 수행하기 해 요구되는 

구동토크가 허용가능한 구동기 입력 범 를 과할 경우, 본 

논문에서는 time-scaling 기법을 이용하여 기  속도  가

속도 궤 을 일부 수정함으로써 기  경로의 재설계없이 

WMRs가 제시된 경로를 추 하도록 한다. 이러한 내용은 

주행시간의 단축 는 연장을 의미한다. 

2. WMRs의 동역학 모델링

본 논문에서는 WMRs에 작용하는 힘/토크를 수식화하고 

힘/토크의 와 첩, Newton의 평형법칙을 이용하여 동

역학 모델을 유도한다. WMRs의 각 요소 사이에서 발생하

는 상호 마찰을  법선력(normal force)과의 결합(coupling)으

로 분석하며, WMRs의 치, 속도, 가속도  힘/토크 는 6

×1 벡터로 나타낸다. 즉, Position=[px  py pz θ x θ y θ z]
T, 

Velocity=[v x  v y v z ω x ω y ω z]
T, Accelation=[ax  ay az α x α y α z]

T,

F orce/torque=[f x f y f z τ x τ y τ z]
T이다.  각 행렬의 상  3×1은 

병진운동을, 하  3×1은 회 운동을 나타낸다.

 2.1 좌표계 할당  

본 논문에서 고찰 상이 되는 2 자유도 구륜이동로 의 

구조는 그림 1과 같다. 좌우 구륜은 구동 구륜(driven- 

wheel)이며 후의 구륜은 보조구륜(castor)이다. WMRs의 

동작 분석을 해 WMRs를 구성하는 각 구성요소의 양끝 

는 질량 심에 좌표계를 할당한다. F는 고정 기  좌표

계이며, B는 본체의 질량 심에 할당된 본체 좌표계이다. 

Ci(i=1,2,3,4)는 구륜과 주행면 사이의 에 할당된  

좌표계이고 Sk(k=3,4)는 조향축에 할당된 조향 좌표계이며 

Hk는 조향 좌표계의 z축과 동일한 방향을 갖지만 본체에 할

당된 좌표계이다. Wi는 구륜의 심에 할당되며 Aj(j=1,2)는 

구륜과 본체의 에 할당된 구륜축 좌표계이다. 그림 1

의 구조를 갖는 WMRs는 y-방향의 병진운동과 z-축을 

심으로 회 운동을 하는 2 자유도를 갖는다.



電氣學 論文誌 51P卷 1號 2002年 3月

46

 그림 1 2 자유도 구륜이동로

 Fig. 1 wheeled-mobile robots with 2 d.o.f 

 2.2 힘/토크의 수식화 

WMRs에 작용하는 힘/토크 요소는 성, 력, 구동력, 

성마찰,  마찰력등으로 구분될 수 있으며, 각각의 요

소를 첨자 i, g, a, v, e로 표기한다. 본체와 부하, 구동 구

륜에 한 성 벡터는 다음과 같다[5]. 
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w ĵaWjz

- I Wx
w ĵα
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mB, mW, mL은 각각 본체와 구륜, 부하의 질량을, Iuv는 

WMRs를 구성하는 임의의 요소 u의 v축에 한 성 모멘

트를 나타낸다. 모델링의 단순화를 해 보조구륜의 성은 

무시한다. 본체와 구륜, 부하에 한 력을  6×1 벡터로 

표시하면 다음과 같다.

B̂
F gB =  [0    0     -mB g    0    0    0 ]

T

G (Wj)
Fg wj =  [0    0    -mwg    0    0    0 ]

T

L
Fg L =  [0    0    -mLg    0    0    0 ]

T

  

(2-3)

g는 력가속도를 나타내며, ‘-’는 z-축이 력방향과 반

임을 나타낸다. 구동기에 의해 구륜에 인가되는 구동토크

는 다음과 같다. 

wj
F a Wj =  [ ]0   0   0   βτ j    0    0 

T    (2-4)

β는 기어비(gear ratio)를, τ
j
는 구동기에서 발생된 토크

를 나타낸다. 구륜과 주행면 사이의  마찰력은 다음과 

같다.

CiF eWi =  [ f xi    f yi   f zi   τ xi   τ yi   τ zi ]
T   (2-5)

 마찰력은 역동역학에 의해 계산되는 미지의 변수로 

간주된다. 성 마찰력은 속도에 비례하므로 다음과 같이 

표 할 수 있다.

B̂F v B=[-μBx '
B̂VBx  -μBy

B̂VBy  0  0  0  -μBz
B̂ω
Bz]

T  (2-6)

여기서 μ
Bi
는 i축에 한 성 마찰 계수이다.

 2.3 힘/토크의 

2.2 에서 수식화된 힘/토크는 링크와 을 통하여 본

체로 된다.  과정의 설명을 해 구륜과 주행면 사

이에서 발생된  마찰력이 본체로 되는 과정을 살펴

보자. 설명을 해 다음과 같은 기호를 사용한다.

   

ZifA : 임의의 요소 A에 할당된 좌표계 Zi에 인가된 힘/토크
AiLAj : 좌표계 Ai로부터 좌표계 Aj로의 전파
BiCBA : 좌표계 Bi를 통한 좌표계 A로부터 B로의 전파

그림 2  마찰력의 본체로의 

Fig.  2 Propagation to the body for the contact 

        frictional force

 마찰력 C 1

f W는 구륜을 통하여 좌표계 W 1
로 된

다. 좌표계 W 1
에 된 힘/토크는 다음과 같이 표 할 수 

있다.

   W 1

f w =  
C 1

LW 1
⋅

C 1

f W    (2-7)
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L은 인 한 좌표계의 상  치와 방향으로 결정되는 

변환행렬이다. W1으로 된 힘/토크는 구륜축을 통하여 

본체로 된다. 이때 구륜축은 구륜과 본체를 연결하는 

의 역활을 하며, 을 통해 된 힘/토크는 법선력

에 비례하므로 본체로 된 힘은 다음과 같다.

    A 1

fB = ζ ij
W 1

fW    (2-8)

ζ
ij
는 마찰계수이며, W 1fW는 법선력으로 작용한다. 식 

(2-8)을 일반화하여 구륜축을 통하여 구륜으로부터 본체로 

된 힘/토크를 다음과 같이 표 할 수 있다.

   A 1fB = 
A 1CBW⋅

W 1fW     (2-9)

A 1

CBW=[kij]는  A1을 통해 구륜으로부터 본체로 

되는 힘/토크의 마찰 결합 행렬(friction coupling matrix)이

며 다음과 같이 정의되는 마찰계수로 구성된다.

   k ij =  { 1    i= j 
이고 비자유도축일 경우

ζ
ij   

자유도축일 경우   (2-10)

본체로 된 힘/토크는 본체의 질량 심 좌표계 B로 

된다. 따라서 에서 발생한  마찰력이 본체로 

되는 과정을 다음과 같이 수식화할 수 있다. 

   
BfB =  

A 1LB 
A 1CBW 

C 1LW 1
 
C 1f W

= BΨ C 1
 
C 1f W

            (2-11)

이러한 개념을 각각의 링크와 에 용하여 힘/토크의 

과정을 일반화할 수 있다.

2.4 운동 방정식

그림 3은 임의의 링크에서 발생한 힘/토크가 링크와 

을 통하여 되면서  임의의 다른 링크에서 발생한 힘/토

크와 첩되는 과정을 설명한 것이다. 

force/torque

       그림 3 힘/토크의 첩

       Fig. 3  Superposition of 

그림 3에서,  마찰력은 구륜과 구륜축, 본체를 통하여 

되면서 각각의 링크에서 발생한 힘/토크( 성, 력, 구

동기 토크, 는 성 마찰력)와 첩된다. 이러한 개념을 

구륜, 부하, 본체에 용하여 WMRs에 작용한 힘/토크를 일

반화할 수 있다. Newton의 평형법칙에 따라 WMRs에 작용

한 힘/토크의 본체의 질량 심에서의 총합은 0 (zero)이 된

다. 즉,

   ∑
M
∑
ρ
 (BPM (A )⋅

M (A )f ρA) = 0                (2-12)

여기서 ρ는 임의의 힘/토크를 나타낸다.  식 (2-1)～

(2-6)과 (2-11), (2-12)를 이용하여 6개의 독립된 운동 방정

식을 구할 수 있다.

f x 1+f y 2+f x 3cθz3+f x 4cθ z 4-f y 3sθ z 3-f y 4 sθy 4-(2mW+mB+mL)
B̂aBx

-2mWg(c
Fθ

z+s
Fθ
z)-μ vBx

B̂vBx=0

-sθz 3f x 3-sθz 4+f y 1+f y 2+f y 3cθz 3+f y 4cθz 4-
B̂aBy(2mW+mB+mL)

-2mWg(c
Fθ
z-s

Fθ
z)-μ vBy

B̂vBy=0

f z 1+f z 2+f z 3+f z 4+1/2( lBH+ lLH)mL
B̂aBy-g[2mW+mL+mB]=0

f x 3(l f+ l s+r)sθ z 3+f x 4 (l f+l s+r)sθ z 4+( l p+l f)f y 2+f y 3(l f+l s)

cθ z 3+ f y 4(l f+l s)cθ z 4+ζ cw 1
f z 1+ζ cw 2

f z 2+f z 3 (l c+ζ cw 3
cθ z 3)+

f z 4(-l c+ζ cw 4
cθ z 4)-βτ 1-βτ 2+1/2mL(lBH+lLH)

B̂aBy-2mW (l p+l f)
B̂
aBy-mWg(ζ cw 1

ζ
cw 2

+2(l p+l f)(c
Fθ

Bz- s
Fθ

Bz))=0

-l c f x 3cθz 3+l c fx 4cθz 4+l af y 1-l af y 2+l c f y 3sθz 3-l c f y 4sθz 4+ζ cc1f z 1+

ζ
cc2f z2+ζcs3f z3+ζ cs4fz4-

B̂α
Bz(mwl

2
a+2IWy+IBz+ILz)-

ε
vBz

B̂ω
Bz
=0

-fx 1 (l p+l f+R)-fx 2 (l p+l f+R)-f x 3 (l p+l f+R)cθz 3-f x 4 (l p+l f+

R)cθz 4+f y 3 (l s+l f)sθz 3-l af z 1+l afz 2+ζcw 3
fz 4sθz 3+ζcw 4

fz 4sθz 3

+( l f+l s)f y 4sθz 4+2mW(l p+l f)
B̂aBx+(Iwy-Iwx)

A 1ω
w1x
+Iwy

B̂

ω
Bz

A1ω
w1x

+Iwy
B̂ω
Bz

A2ω
w2x
(IWy-IWx)

A 2ω
w2x

B̂ω
Bz
-

1/2( lBH+lLH)mL
B̂aBx+2mwg(c

Fθ
Bz+s

Fθ
Bz)=0

여기서, cθ= cosθ, sθ= sinθ이다. 의 6개의 운동방정식

을 정리하여 구동토크항과  마찰력항, 성력항, 코리올

리  원심력항 등으로 나타낼 수 있다.

   N⋅τ a + F⋅f e + M⋅
B̂
aB = Cr            (2-13)

τ
a
는 구동기에서 발생한 구동토크를, fe는  마찰력을, 

B̂a B은 WMRs의 본체의 가속도를 나타낸다. Cr는 코리올리

(Coriolis)  원심력을 나타내며, N, F, M은 한 차원을 

갖는 행렬이다. 구동토크와  마찰력을 미지의 변수로 

간주하여 식 (2-13)을 재정리하면 다음과 같다.

    Zi⋅Xi = Yi            (2-14)
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여기서 Zi=[N  F], Xi=[τTa   f
T
e ]
T,Yi=Cr-M⋅ B̂aB이다. Zi는 

underdetermined 시스템이므로 Zi⋅Xi-Yi=0를 만족하는 해 

Xi는 무한히 많다. 따라서 하  최소 놈 해(weighted- 

minimum norm solution)를 이용하여∥Xi∥를 최소화하는 

해를 구할 수 있다[6].

   Xi = W-1ZTi [ZiW
-1ZTi ]

-1Yi   (2-15)

여기서 하  행렬(weighting matrix) W는 다음과 같다.

       W = diag [ Wa    We ]

Wa  는 구동토크에 한 하 이며 We  는   마찰력에 

한 하 이다.

3. 궤 의 time-scaling

기 궤 을 수행하기 해 식 (2-15)로부터 계산된 구동

토크가 허용가능한 구동기 입력범 를 과할 경우, 설정된 

기  속도  가속도는 WMRs에 의해 수행될 수 없다. 따

라서 기  경로와 기 궤 의 재설계가 필요하지만 이러한 

방법은 WMRs의 실시간 제어를 어렵게 하는 요인이 된다. 

본 논문에서는 구동토크가 최  구동기 입력을 과하 을 

경우, time-scaling 기법을 이용하여 속도 궤   가속도 

궤 을 부분 으로 수정함으로써  기  경로의 재설계없이 

기존의 기  경로를 추 하는 방법을 제시한다. 

3.1 궤 의 time-scaling

경로 설계기와 궤  설계기에 의해 기  경로(s)  속도

(v), 가속도(a)가 결정되었다고 가정한다. Time-scaler를 다

음과 같이 정의한다. 

    δ( t)=ηt

여기서 η를 임의의 양(+)의 상수로 가정하면 time-scaler

는 단조 증가 함수이다. 임의의 시간 t에서 time-scaler에 

의해 scale된 새로운 기  경로는 다음과 같다.

   s( t) = s(δ)             (3-1)

여기서 s(t)는 scale된 궤 을 나타낸다. 식 (3-1)을 시간

에 해 미분하면 다음과 같다.

   

d s( t)
dt

 = 
ds(δ)
dδ

⋅
dδ

dt

ṡ( t) = s'(δ) δ̇

   (3-2)

여기서 '은 δ에 한 미분을, 
.
 는 시간에 한 미분을 

나타낸다. 식 (3-2)를 시간에 해 미분하여 scale된 가속도 

궤 을 구하면 다음과 같다.

 

  s̈( t) = s''(δ) δ̇( t)2 + s'(δ) δ̈( t)    (3-3)

δ̇( t)= η, δ̈( t) = 0이므로  식 (3-2)와 (3-3)로부터 scale된 

속도  가속도를 정의할 수 있다.

   ṡ( t) = v( t) = η⋅v(ηt)

s̈( t) = a( t) = η 2⋅a(ηt)
   (3-4)

식 (3-2)～(3-4)를 이용하여 scale된 역동역학를 계산할 

수 있다. 식 (2-13)의 행렬 N, F, M는 WMRs의 제원과 마

찰계수, 기어비로 구성되는 상수행렬이므로 (2-13)을 다음과 

같이 나타낼 수 있다.

Xi(t)=W-1ZT
i [ZiW

-1ZT
i ]

-1[v(t) Crv(t)-M B̂aB(t)]    (3-5)

식 (3-4)의 정의를 이용하여 scale된 구동토크를 구하면 

다음과 같다.

X i(t) =η 2W-1ZT
i [ZiW

-1ZT
i ]

-1[v(δ)Cr v(δ)-M B̂a B(δ)]

= η 2 W-1ZTi [ZiW
-1ZTi ]

-1[v(ηt) Crv(ηt)-M
B̂aB(η t)]

=η 2⋅ Xi(ηt)

(3-6)

3.2 Time-scaler의 결정

역동역학에 의해 계산된 구동토크가 최  구동기 입력을 

과할 경우 설계된 기 궤 은 WMRs에 의해 수행될 수 

없다. 따라서 기 궤 의 수행 가능성은 명시된 최  구동

기 입력과 역동역학에 의해 계산된 구동토크를 비교함으로

써 이루어진다. 허용가능한 구동토크의 범 를 -τmin≤ τ( t)

≤τmax로, 역동역학에 의해 계산된 구동토크를 τcom(t)로 

나타내면 scaler의 허용가능한 구간 [η2-  η2+]은  다음과 

같다. 

 

                  η 2-          η 2+

τ
com >0  0

τ
max

τ
com

(t)

τ
com <0  0

τ
min

τ
com

( t)

τ
com=0  0  ∞

          (3-7)

식 (3-6)과 (3-7)로부터 τmax>τcom일 경우, η>1은 

속도의 증가와 주행 시간의 단축을 의미하며 τmax<τcom

일 경우,η<1은 속도의 감소와 주행 시간의 증가를 의미한

다. 

4. 제어기 설계

2장에서는 WMRs의 수학  모델을 유도하 다. 그러나 

모델링 불확실성(modeling uncertainty)과 측정 잡음등으로 

인하여 WMRs는 기  경로에서 이탈될 수 있다[7]. 제어기

의 목 은 오차를 최소화하여 WMRs가 기 궤 을 신속히 

추 하도록 하는 것이다. 제어 시스템의 블록선도는 다음과 

같다. 
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그림 4 제어 시스템의 블록선도

Fig. 4 Block diagram for control system

그림 4에서 분 블록은 dead-reckoning을 나타낸다. 

Dead-reckoning은 encoder에 의해 측정된 일련의 속도의 

증분값을 수치 으로 분하여 재의 치를 추정하는 방

법이다[8].  첨자 r 는 기 궤 을, Fu B , 
B
u B는 WMRs에 

한 입력이며 다음과 같다. 

FuB(nT) =F arB+kd⋅(FVrB- '
Fp Ḃ)+kp⋅(FprB-

FpB)

= 'F a rB+kd⋅ ė(nT)+k pe(nT)
  (4-1)

5. 모의실험  고찰

  모델의 유효성과 알고리즘의 효율성을 입증하기 해 

모의실험을 수행한다. 모의실험에 이용된 2 자유도 구륜이

동로 의 제원과 사용된 매개변수를 표 1에 나타내었다.

표    1   구륜이동로  제원과 매개변수  

Table 1  Standard and parameters of WMRs

기 호  수치값 단   내   용

lBh   0.8   m  본체높이

lLh   0.2   m  부하높이

la   0.8   m  본체 폭/2

lb   0.8   m  본체길이/2

lc   0.8   m  보조구륜의 y-변

ld   0.16   m  구동구륜의 z-변

le   0.8   m  보조구륜의 x-변

lf   0.14   m  보조구륜의 z-변

lg   0.018   m  조향축 길이

R   0.18   m  구동구륜의 반경

 

기 호  수 치 값 단   내  용

r    0.04 m 보조구륜의 반경

mb    120.5 ㎏ 본체질량

mw    1.55 ㎏ 구동구륜질량

mL
 0 는

20
㎏ 부하질량

β    4 기어비

ξv    40.0 ㎏/s 성마찰계수

ξc    0.01 쿨롱마찰계수

ξr    0.001 구름마찰계수

τmax    30 Nm 구동토크한계값

τmin   -30 Nm 구동토크한계값

  

WMRs는 기에 (x, y, θ)=(0, 0, 0°)에 있다고 가정하고, 

목  궤 은 (xr, yr, θr) = (1.5, 7, 90°)이다.  속도 궤 은 

그림 5와 같이 주어진다.

            그림 5 속도 궤

            Fig. 5  Velocity trajectory

 

그림 5에서 가속  감속 시간은 0.5 , 총 주행 시간은 

17 이다. 그림 5의 속도궤 을 수행했을 때의 구동토크를 

그림 6에 나타내었다. 최  구동토크는 35.84(Nm)이고 구동

기 입력의 한계값인 30(Nm)를 과하므로 그림 5에 제시된 

속도궤 은 WMRs에 의해 수행될 수 없다. 식 (3-7)로부터 

time-scaler는 τ
max/τ com(t)=30/35.84=0.84이다. Time-scaler에 

의해 scale된 속도 궤 과 속도궤 의 추 을 그림 7(a)에, 

이에 한 구동토크를 그림 7(b)에 나타내었다. 그림 7(b)로

부터 구동토크는 한계값 이내에 있음을 알 수 있으며, 총 주

행시간은 18.58 로 증가된다. 이러한 결과는 이동속도의 감

소를 의미한다. 그림 7(c)는 scale된 궤 에 한 경로추 을 

나타낸다. 목  지 에서의 오차는 (x-xr,y-yr,θ-θr)=(xe,ye,Θ

e)=(0.015, 0.005, 0。)이며 감속으로 인한 마찰력의 증가에 

기인한 것이다[6]. 20㎏의 부하질량을 재하 을 때의 속도 

추 과 구동토크, 경로 추 을 각각 그림 8 (a), (b), (c)에 

나타내었다. 그림으로부터 부하 탑재시 WMRs는 정상상태 

부근에서의 이탈을 나타내고 있다. 이것은 부하의 성과 

원심력에 기인한 것이며, 최  구동토크는 40.92(Nm)로서 

한계값을 과하고 있다. 식 (3-7)로부터 time-scaler=0.73이

다. Scaling되었을 경우의 속도 추 과 구동토크  경로추

을 그림 9(a) ,(b), (c)에 나타내었다. 그림 9(a)로부터  구

동토크는 허용가능한 구동기 입력 범 에 있음을 알 수 있

다. 목  지 에서의 오차는 (Xe,Ye,Θe) =(-0.020, 0.011, 

0。)이며, 이러한 오차는 감속으로 인한 마찰력의 증가와 부

하에 의한 성  원심력의 증가에 기인한다. 

         

           그림 6 그림 5에 한 구동토크

           Fig. 6 Actuator torques for fig. 5
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                       (a)              

            

                       (b)

    

                         (c)

그림 7 (a) scale된 속도 궤 과 궤  추     

       (b) 구동토크     

       (c) 경로추  (xr, yr, θr) = (1.5, 7, 90°)

Fig. 7 (a) The scaled velocity trajectory and

          trajectory tracking

       (b) actuator torques     

       (c) path-tracking  (xr, yr, θr)=(1.5, 7, 90°)

                            (a)

                            (b)

 

          

                         (c)

그림 8 (a) 20㎏의 부하 탑재시 속도 궤  추

       (b) 구동토크            (c) 경로 추

Fig. 8  (a) Velocity tracking in loading 20㎏

       (b) actuator torque s     (c) path-tracking 
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   자   소   개

                           (a)

                                        

 

                           (b)         

         (c)

그림 9 (a) scale된 속도 궤   궤  추

       (b) 구동토크            (c) 경로추

Fig. 9 (a) The scaled velocity trajectory and trajectory       

   tracking

       (b) actuator torques     (c) path-tracking

6. 결  론

본 논문에서는 제한된 구동기 입력을 갖는 2 자유도 구륜

이동로 의  모델링과 경로추 에 해 다루었다. WMRs에 

작용하는 힘/토크의 수식화와 이들 요소들의 링크  

을 통한  그리고 Newton의 평형법칙을 이용하여  

WMRs의 운동 방정식을 구성하 다. 이때 마찰력을 에

서의 힘/토크의 첩 상으로 분석하 다. 수행가능한 궤

의 설계를 해 time-scaling을 이용하 으며, 이것은 주행

시간의 연장 는 단축을 의미한다. 모델링의 불확실성에 

기인한 오차의 감소를 해 제어기를 설계하 다. 한 모

의실험을 통하여 본 논문에서 제시된 모델의 정교성과 제어 

방법의 효율성을 입증하 다. 
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