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본 논문은 해석과 실험을 통하여 구형 압전 변환기의 점대칭 방사모드 진동 특성을 규명하는 것을 목적으로 

한다. 반경 방향 좌표와 시간의 함수인 반경 방향 변위와 전기 퍼텐셜로 표현되는 지배방정식을 구성한다. 

역학적 경계조건과 전기적 경계조건을 적용하여 방사 진동의 특성방정식을 유도한다. 이 식을 이용하여 압전 

고유진동수를 계산하고, 그 결과를 측정 결과와 비교한다. 수치계산을 통하여 압전 공진과 탄성 공진의 차이, 

구형 압전체의 반경 및 두께에 따른 고유진동수 등을 고찰한다. 그 결과 1차 방사모드의 고유진동수 크기는 

압전현상으로 인해 작아지며 구형의 곡률 반지름이 커짐에 따라 지수함수적으로 작아지는 것을 알게 되었다. 

핵심용어: 압전, 변환기, 방사모드, 고유진동수 

투고분야: 초음파 및 탄성파 분야 (4.1)

The object of this paper is to examine the vibration characteristics of the point-symmetric radial mode 

in a spherical piezoelectric transducer. The differential equations of piezoelectric radial motion are derived 

in terms of the radial displacement and electric potential, which are functions of the radial coordinate 

and time. Applying mechanical and electrical boundary conditions yields the characteristic equation of 

radial vibration. Numerical results of the natural frequencies are compared with the experimental 

measurements. The paper discusses the difference between piezoelectric and elastic resonances and the 

dependence of the natural frequencies on the radius and thickness of the piezoelectric sphere응. As a result 

it is concluded for the first radial mode that the natural frequency is reduced due to the piezoelectric 

phenomenon and that the frequency exponentially decreases as the sphere radius increases.

Keywords： Piezoelectricity, Transducer, Radial mode, Natural frequency

ASK subject classification： Ultrasonic and elastic waves (4,1)

L 서론

응력 또는 압력이라는 역학적 물리량과 전압또는 전하 

라는 전기적 물리량간의 상호변환인 압전 현상을 이용하 

는 압전 변환기가 다양한 분야에서 활용되고 있다. 특히 

역학적 진동을 감지하여 전기 신호로 변환시키는 정압전 

一년상은 센서에 활용되고, 전기 신호를 역학적 진동으로

척임저자: 김진오 Gokim@ssu.ac.kr)
156-743 서울시 동작구 상도동 1-1 
등실대학교 공과대학 기계공학과

(전호卜: 02-820-0662； 팩스: 02—820—0668) 

변환시키는 역압전 현상은 액추에이터에 활용된다［1〕.

압전 변환기들은 대개 원판형 또는사각판형으로서 압 

전 소자의 두께 방향 종진동을 여러 용도로 응용하며, 

간혹 사각판형 압전 소자의 길이 방향 전단 운동을 이용 

하기도 한다⑵. 원판형이면서 원주 방향으로 운동을 발 

생시키도록 압전 소자를 배열하여 전단 운동에 의한 비 

틀림 진동을 발생시키는 변환기도 있다［3］. 한편, 원통형 

변환기가 소개되어 있는데 반경 방향으로 방사 진동을 

하는 변환기⑷, 원주 방향으로 분극되어 원주 방향의 반 

복적인 인장과 수축이 결과적으로 방사 진동을 발생시 
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키는 변환기⑸, 축 방향 전단 변형을 하는 종진동을 이용 

하는 원통형 압전 자이로스코프⑹ 등이 있다. 이들과 달 

리 한 지점에서 모든 방향으로 진동을 방사시키기 위해서 

는 변환기가 구 （球）형 인 것이 바람직하겠다. 이는 무지 

향성 음원［7］으로나 곡면체의 결함탐지 ［8］ 에 사용될 수 

있다. 수중에서 초음파를 방사시키는 무지향성 진동자를 

개발하기 위하여 본 연구를 시작하였다.

본 논문은 구형 압전 변환기를 설계할 때에 구의 크기 

를 선정하기 위해서 필요한 진동 특성 해석을 다룬다. 이 

변환기의 압전 소자는 두께 방향인 반경 방향으로분극되 

어 있고, 두께 방향 전압에 의해 구동되는 점대칭 구조이 

다. 단순한 구형 탄성체의 점대칭 반경방향 진동 응답을 

반경방향 좌표와 시간의 함수로 표현하여 해석한 사례가 

있다［9］. 본 논문에서는 압전현상이 포함된 점대칭 방사 

모드 진동을 대상으로 하므로 반경방향 좌표와 시간의 

함수인 반경방향 운동 변위와 전기 퍼텐셜로 표현되는 

지배방정식을 구성한다. 여기에 역학적 경계조건과 전기 

적 경계조건을 적용하여 압전 고유진동의 특성방정식을 

유도한다. 이 식을 이용하여 실물 변환기에 대한 압전 고 

유진동수를 계산하고, 그 결과를 측정 결과와 비교한다. 

검증된 해석 이론에 따른 수치계산을 통하여 압전 공진과 

탄성 공진의 차이를 살펴보고, 구형 압전체의 반경 및 두 

께에 따른 고유진동수를 살펴본다.

II. 구형 압전 변환기 모델링

원판형 압전체의 두께방향 진동과 원통형 압전체의 반 

경방향 진동에 대한 전기-역학적 관계식은 각각 직각 좌 

표계와 원통 좌표계에 의한 표현으로 잘 정리되어 있다 

［10,6］, 본논문에서는구형 압전 변환기의 반경방향 진동 

을 표현하기 위하여 구 좌표계를 사용하며, 공간에서 반 

경방향 위치에만 의존되는 점대칭 운동을 대상으로 한다.

내면 （，= R）과 외면 （，= &）에 균일하게 분포 

된 전극을 가진 구형 압전체의 반경방향 운동은 반경방향 

변위 心 t） 와전기 포텐셜 ＜心 £）로 표현된다. 구형 

압전체내에서반경방향응력。，및원주방향응력 〃는 

구형 탄성체 내에서 반경방향 응력 및 원주방향 응력 표 

현［U］ 에 반경방향 압전에 의한 양을 추가［10］흐］•면, 반경 

방향 역학적 변위 " 및 전기장 （ 一 洱/ 的•）과 다음의 관 

계가 있다.

°，= 人（ 衆 +2 号） + 2G쁘 + 普 （1）

= 人「쓰 +2号） + 2G 号 ⑵

또한, 반경방향 전기적 변위 〃，은 다음과 같다.

D, = e 孚 一 了警 （3）
r dr dr v 7

여기서 人와 G는 Lame 탄성상수로서, 영률 （Youngs 

modulus） 및 포와송 （Poisson） 비로는 다음과 같이 표현 

된다 回.

人=（1 + i爲—M） 伽）

G = 2（1 + V） （牝）

그리고 e （ = 必3 / s备）는 압전 응력 상수 （piezoelectric 

stress constant）이고, §는 유전율 （permittivity）이다.

반경방향 힘의 평형으로부터 얻은 식［11］과 정전기적 

방정식［10］은 각각 다음과 같다.

dor , 2（＜rr- ae） d2u «、
r= F ⑴

* 으（皿） = 辱 +V =。 （6）

여기서 P는 질량 밀도이다. 식 ⑴〜⑶을 식 ⑸와 ⑹에 

대입하여 다음과 같은 지배방정식을 얻는다.

8% 2_ 初 _ 9 El u _ 部m 6 
爵见七F-z■瓦 丁 = ZC戸 ⑺ 

零++穹）=学滲+专衆）⑶ 

여기서, 以（ = ［ 玲加］讹）은압전체 내에서 두께 방 

향종파의 전파속도이고, 岛 = El+ 专 이며 El = 

人+ 2G이다.

구형 압전 변환기의 외면과 내면에 분포된 전극에 전기 

신호가 진동수 3로 시간 网I 따른 조화함수 형태로 가해 

진다면, 진동 변위들도 시간 t에 대한 조화함수 형태로 

간주할 수 있다. 따라서 반경방향 변위 u{r, t）와 전기 

포텐셜 腿 f）를 다음과 같이 변수분리한다.

u（rt f） = u {r） eia}t （9）

©S 分=3 {r）e1＜ot （10）
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식 (9)와 (10)을 식 ⑺과 ⑻에 대입하면 다음과 같이 

务 3)과。(分에 대한 지배방정식을 얻는다.

/窍+2噁+心")衣=0 (11)

여기서 为(=。/々)는파동수이고, 叶 = 2 EJ 色l 
이다. 식 (1D에는 다음과 같은 변환을 적용한다.

沁) = 으黑- (13)

식 (13)를 식 (11)에 대입하면 일반적인 형태의 Bessel 

방정식을 얻는다.

丿■攵尹+尸资+ (妒丿一庆)y = 0 (14)

여기서 P2 = ^ - 1/4이다. 식 (14)의 해는 1종 Bessel 

함수이고, 이를 (13)에 대입하면 식 (11)의 해는 다음과 

같은 형태로 된다.

如 = 危뿌「B 그铲 (15)

식 (15)를 식 (12)에 대입한 후 3 ⑴의 해를 구하면 

다음 식을 얻는다.

")法"3竽 +齐第의 3*

(16)

식(:⑸와(⑹의 상수 A, B, a, 3는경계조건에 의해 

결정된다.

IB. 반경방향 진동 특성방정식

구형 압전 변환기의 개략도는 그림 1에 보인 바와 같고, 

내면 반지름이 R•이고 외면 반지름이 7?。이다. 변환기의 

내면과 외면 사이에 전압 * °汕가 작용한다면 경계조 

건은 다음과 같이 설정된다.

r = 心게서 名 = 0 (17a)

3 = 0 (17b)

그림 1. 구형 변환기의 개략도

Fig. 1. Schematic diagram of a spherical transd니cer.

r = 死에서 歹 = 0 (17c)

3 = K (i7d)

반경방향 응력。，은 식 ⑴로부터 계산될 수 있으므로, 

식 (15)와 (16)을 경계조건 (17a〜d)에 적용하면 다음과 

같다.

•有(电R)A + »(血R)B+噫」z = 0 (18a)

노 흉20Ri)B—£一也+力 = 0
的

(18b)

Xi {kt R0)A + R0)B+ a = 0 (18c)

g\{ktRo)A-\- g2{ktR0)B— a-\- b — Vq (18d)

여기서

E = (日2G+切읂p운의

+ 2，"浮
(19a)

*")=(人+2G+亨 )응 ［丄笋］

+ 2土井
(19b)

&心,,)=.一穿一
(19c)

g2(")= 듯 T쁘
(19d)

이다.

식 (18a〜d)의 연립방정식에서 상수 a와 方를 소거하 

면 다음과 같은 식을 얻는다.
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険资]솅 = (罚 (20)

Ai = 7%i0，,R。)一R法。,R)

以2 = 氐気k,R。、) 一氐払3,玦、)

D2i = g^k, Ro't-g^k, Ri)

—瓯竇也 思)

D泣=g2(&R，)— g2(电 R)

—R*R R■附 RQ

식 (20)으로부터 상수 厶와 3를 구하고, 식 (18c)와 

(18b)에 대입하여 a와 3를 구하면 다음과 같다.

厶=~ ^12 (21a)

B = 브 Dn (21b)

“= 一与 ~쁫 [一‘由(血此) + %•"R。)] (21c)

b = [ - D^fx{k,R0) + Dnf2{k,R0)]

+ # [刀12幻以如)-刀曹2(电R)] (2切)

여기서 Z는 식 (20)에서 Ai, 刀】2, %, Z板로표현된 

행렬의 행렬식 (determinant)으로서, 다음과 같이 이 값 

이 0일 때 진폭이 무한히 큰 공진이 발생한다

，리芻剑 =。 (22)

식 (22)가구형 압전 변환기의 반경방향 공진을 나타내 

는 특성방정식이다. 또한 식 (21a-b)를 식 (⑸에 대입하 

고 岭//를 1로 두어 상대적 변위 분포를 구하면, 반경방 

향 좌표「의 함수인 방사 진동 모드 형상을 알게 된다.

IV. 수치계산 및 실험

이론적으로 해석한 결과를 검증하기 위하여 구체적인 치 

수를 가진 구형 압전 변환기를 대상으로 수치 계산과 실험을 

행하였다. 실험에 사용된 구형 압전 변환기의 치수 및 물성 

치들을 특성방정식 (2分에 대입함으로써, 建] 값을 얻는 

다. 存는 수치계산 도구인 M/thematica[12] 의 FindRoot 기 

능을 사용하면 계산이 간편하다. 파동수 为와 파동속도 

j 로부터 고유진동수 /를 다음과 같이 구한다

f E으 (23)
厶7l

수치 계산과 실험에 사용한 압전소자는 독일 Ceramtec 

사의 PZT (SONOX P5)로서, 이에 관한 물성치들이 표

표 1. 압전 소자의 물성치 (Ceramtec SONOX P5)
Table 1. Mate「i기 properties of PZT (Ceramtec SONOX P5).

Values

Mechanical

Mass density, p 7.65 x 103 kg/m3

Elastic compliance,嚨 0.190x10-,t, irf/N

Elastic compliance,證 0.5X10T。m2/N

Dielectric Relative permittivity,思/本() 865

Electromechanical Charge constant,必 4.50x1 O'10 C/N

표 2. 압전 소자의 환산된 물성치 (Ceramtec SONOX P5)
Table 2. Converted properties of PZT (Ceramtec SONOX P5).

侦並沱 j FtopertieB Values

Mechanical

Young's modulus, e(=i/$釘 .52.6 GPa

Shear modulus, G(=i/s釘 20.0 GPa

Poisson's ratio, v{= E/2G- 1) 0.315

Lame constant, A(EqAa) 34.1 GPa

Dielectric
Permittivity of free space, % 8.854 x 10'12 C7N • m2

Permittivity, r(= (^/f»)xf0) 7.0 • 102 C〃N • m2

Electromechanical Piezoelectric stress constant, e(=心/成) 23.68 C/m2
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그림 2. 반구형 변환기 사진

Fig. 2. Photograph of the hemispherical transducers.

1 에 정리되어 있는데, 일반 문헌에 나와 있는 물성치와 

비슷하다[13,14]. 본 논문에 표현된 물성치들로 환산한 

값들이 표 2에 정리되어 있다. 그림 2의 사진에 보인 2개 

의 반구형 변환기를 접합시켜 구형 변환기를 만들었다. 

이 변환기의 외부반경 兄는 12.9mm이고 내부반경 

는 10.7 mm이다. 이 변환기에 대하여 압전 고유진동수를 

식 (22)와 (23)으로부터 계산하여 1차〜3차 고유진동수를 

표 3에 기재하였다.

계산 결과와 비교하기 위하여 구형 변환기에서의 압 

전 고유진동수를 측정하였다. Impedance Gain/Phase 

Analyzer (HP 4194A) 를 사용하여 변환기의 임피던스를 

주파수의 함수로 측정한 결과가 그림 3에 있다. 이 그래프 

에서 임피던스가 극소값을 나타내는 주파수가 압전 고유 

진동수이며, 그중 가장 작은 진동수가 1차 모드의 고유진 

동수이다. 이와 같이 측정된 압전 고유진동수를 표 3에 

기재하였다.

표 3에서 압전 고유진동수의 계산 결과와 측정 결과를 

비교한다. 해석과정에서 구의 중심에 대해 점대칭인 모드 

에 국한했기 때문에 계산되지 않은 비대칭 모드의 고유진 

동수도 측정 결과에는 나타나고 있다. 변환기 사용에서 

특히 관심갖는 1차 고유진동수에서 두 결과가 약 24%의 

차이를 보이고 있다. 제작된 변환기가 완벽한 구형이 아 

니고 두께가 위치에 따라 조금 다르며, 반구형체에 접착

표 3. 구형 변환기의 고유진동수의 계산값과 측정값 비교 (외부 반경 = 12.9 mm, 내부 반경 = 10.7 mm)
Table 3. Comparison of the calc니ated and measured natural frequencies of the spherical t「ansd니cer (o나er radius = 12.9 mm, 

inner radius = 10.7 mm).

htode
Rezoel^)tric nature frequency (kHz) Difference, 七 자

CalctMated, fc Measured,

1st 42.8 34.4 0.24
- - 85.0 -

- - 151.3 -

2nd 819 970 -0.15

3rd 2245 3130 -0.28
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그림 3. 주파수의 함수로 측정된 압전 변환기의 임피던스 곡선

Fig. 3. Impedance curves of the piezo이ectric transducers measured as a f나nction of the frequency.
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제를 사용하여 접합한 점 등을 감안할 때 실험에 사용된 

변환기가 해석 대상과 정확하게 일치하지는 않기 때문에 

나타난차이로 보인다. 그렇더라도, 유도된 특성방정식으 

로부터 압전 고유진동수를 어느 정도의 오차 범위 내에서 

계산할 수 있음을 보여준다. 구를 얇은 쉘 (shell)로 모델 

링하여 해석한 결과［15］와 비교해 보면 1차 고유진동수가 

타당한 범위에 있고, 측정치에 나타난 85.0 皿와 151.3 

蛙払는 점대칭이 아닌 모드에 해당함을 알 수 있다.

V. 고 찰

앞 절에서 실험과의 비교를통하여 검증된 해석 이론에 

따라 수치해석을 하여 고유 모드형상을 살펴보고, 압전 

공진과 탄성 공진의 차이를 살펴보며, 구형 압전체의 반 

경 및 두께에 따른 고유진동수를 고찰한다.

5.1. 모드 헝상

변환기의 반경방향 좌표 r의 함수인 방사 진동 모드형 

상은 식 (15)로부터 구할 수 있다. 실험에 사용된 변환기 

치수를 사용하여 모드형상을 계산하여 그림 4에 나타내 

었다. 그림 4(a)에 보인 1차 방사모드는 두께 변형이 별로 

없는 강체 모드 양상이되, 구의 크기의 증가/감소를 반복 

하는 팽창/압축 진동을 의미한다. 그림 4(b)에 보인 2차 

방사모드는 절면 (nodal plane), 즉 반경방향 진동 변위가 

0인 구면이 한 개로서 구의 두께의 증가/감소를 반복하는 

인장/수축 진동을 의미한다.
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그림 4 변환기의 방사 진동의 1차 및 2차 모드 형상

Fig. 4. Mode shapes of the 1st and 2nd modes for the radial vibration of the transducer.

표 4. 구형 압전체와 탄성체의 1차 고유진동수 비교

Table 4. Comparison of the 1st natural frequencies of the piezoelectric and elastic spheres.

v . Ste (mm) Natural frequency (kHz)

舞W1乩 Irmr ratftA 矗 Plezoetecirlc. 4 티眼ic. f.
Rag尹

5 3 129 183 0.70

10 8 56.2 79.7 0.거

15 13 36.0 51.1 0.70

20 18 . 26.5 37.6 0.70

25 23 21.0 29.7 0.71

30 28 17.4 24.6 0.70

40 38 12.9 18.3 0.70

50 48 10.3 14.6 0.71

70 68 7.30 10.3 0.71

100 98 5.08 7.21 070
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5.2. 압전 현상이 고유진동수에 미치는 영향

구형 변환기의 공진에 압전 현상이 얼마나 기 여하는지 

를 파악하기 위하여, 압전 변환기와 동일 재질이되 압전 

성이 없는 탄성 구형체의 고유진동수와 압전 구형체의 

고유진동수를 비교하였다. 탄성 고유진동수는 해석의 모 

델링 과정에 표현되었던 압전응력상수 e을 0으로 두고 

식 (18a)와 (18c)에서 상수 A와 B가 0이 아닌 해를 가질 

조건으로부터 계산된다. 두께는 2 mm로 일정하되 크기 

가다른 여러 가지 구형체에 대하여 1차모드의 압전 고유 

진동수와 탄성 고유진동수를 계산하여 표 4에 기재하였 

다.

압전 고유진동수 爲가 탄성 고유진동수 兀의 70% 정 

도이다. 즉, 압전 현상으로 인해 고유진동수가 30% 정도 

작아졌다. 한편 구형체가 커질수록 고유진동수가 작아짐 

을 알 수 있는데, 이에 관해서는 다음 절에서 다룬다.

5.3. 반경과 고유진동수의 관계

구형 압전 변환기의 외면 반경에 따른 고유진동수를 

식 (22)와 식 (23)으로부터 계산하여 그림 5에 나타내었 

다. 변환기의 두께 2 mm, 4 mm, 6 mm의 세 가지 경우에 

대해서 1차 방사모드와 2차 방사모드의 고유진동수를 각 

각 그림 5(a)와 그림 5(b)에 나타내었다. 변환기의 1차방 

사모드의 고유진동수는 그림 5(a)에 보이듯이 반경이 증 

가할수록 지수함수 형태로 감소하며 0에 수렴한다. 이는 

판의 강체 모드에 해당하는 것으로 판단되며, 그림 4(a) 

에 보인 모드 형상이 이를 뒷받침한다. 즉, 곡률 반경이 

무한대인 판의 두께 방향 변형이 없는운동과 같으며, 곡 

률 반지름이 작아짐에 따라 약간의 변형이 차츰 수반되어 

고유진동수가 커 지는 양상이다. 반면에 2차 모드는 두께 

방향 변형 이 주로 나타나는 운동이므로 2차 방사모드의 

고유진동수는 그림 5(b) 에 나타니듯이 반경에 따른 차이 

가 거의 없다.

5.4. 두께와 고유진동수의 관게

구형 압전 변환기의 두께와 압전 고유진동수의 관계 

를살펴보기 위하여 내경의 치수는 일정하게 하고, 외경 

의 치수 변화로 두께를 변화시켜 식 (22)와 식 (23)으로 

부터 계산한 고유진동수를 그림 6에 나타내었다. 그림 

6(a)는 1차 방사모드에 대한 것으로서 두께에 따른 고유 

진동수의 차이는 그다지 크지 않다. 두께가증가함에 따 

라 고유진동수가 다소 감소한 것처럼 보이는 것은 두께 

의 증가에 의한 것이라기 보다는 평균 반경의 증가에 의 

한 것으로 보인다. 이는 그림 5(a)를 통해서 살펴본 바와 

같다.

그림 6(b)에 보인 2차 방사모드에서는 두께가증가함 

에 따라 고유진동수가 현저히 감소한다. 이는 일반적 

인 두께 방향 종진동 압전 판에서 관찰되는 경향과 일 

치한다.

그림 5. 여러 두께에 대해서 외부 반경의 함수로 계산된 고유진동수

Fig. 5. Natural frequencies calculated as a function of the outer radius for various thicknesses.
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(a) First nat니ral frequency
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(b) Second natural frequency
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그림 6. 여러 반경에 대해서 두께의 함수로 계산된 고유진동수

Fig. 6. Natural frequencies calculated as a function of the thickness for various radii.

VI. 결론

반경 방향으로 진동하는 구형 압전 변환기 의 고유진동 

을 해석하여 중심에 관해 점대칭인 모드의 특성방정식을 

유도하였다. 구한 방정식에 물성치를 대입하여 압전 고 

유진동수를 계산하고, 구형 압전 변환기 실물에서 압전 

고유진동수를 측정하여 두 결과를 비교함으로써 해석 결 

과를 검증하였다.

수치계산을 통하여 점대칭 고유모드 형상을 살펴보고, 

압전 현상이 고유진동수에 미치는 영향을 파악하였으며, 

구형 압전체의 반경 및 두께에 따른 고유진동수를 살펴보 

았다. 점대칭 진동모드에서 1차모드는두께 변형이 별로 

없는 강체 모드 양상이고, 2차 모드는 한 개의 절면을 기 

준으로 두께가증가/감소를 반복하는 양상이다. 1차 모드 

의 압전 고유진동수는 압전 현상에 의해 탄성체에 비해 

감소하며 곡률 반경 이 작아질수록 커지는데 두께에 따른 

차이는 별로 없다. 반면에 2차 모드의 압전 고유진동수는 

두께가 클수록 커지는데 반경에 따른 차이는 거의 없다.
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