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ABSTRACT

Swept volume is the sweeping region of moving objects. It is used in various applications such as 
interference detection in assembly design, visualization of manipulator motions in robotics, simulation 
of the volume removal by a cutter in NC machining. The shape of swept volume is defined by the enve
lope, which is determined by the boundary of moving objects and its direction of motion. In order to 
implement the generation of swept volume, researchers have taken much effort to develop the techniques 
how to generate the envelope. However, their results are confined to envelope generated only in simple 
shape objects, such as polyhedra or quadric surfaces. This study provided the envelope generation algo
rithm of NURBS objects. Characteristic points were obtained by applying the geometric： conditions of 
envelope to NURBS equations, and then characteristic curves were created by means of interpolating 
those points. Silhouette edges were determined in the following procedures. First, two adjacent surfaces 
which have the same edge were found from B-Rep data. Then, by taking the scalar product of velocity 
vector of a point on that edge with each normal vector on two surfaces, silhouette edges were discrim
inated. Finally, envelope was generated along moving direction in the form of ruled surfaces by using 
both the partial information between initial and final position of objects affecting envelope along with 
characteristic curves and silhouette edge. Since this developed algorithm can be applied not only to 
NURBS objects but also to their Boolean objects, it can be used effectively in various applications.
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1.서 론

컴퓨터 하드웨어와 Computational Geometry 기술의 

발달로 CAD 시스템은 많은 발전을 거듭해왔다. 최근 

의 CAD시스템은 예전의 2D 도면 작업 도구에서 벗어 

나 3D 형상 모델링 시스템으로서의 기능과 NC 공구 

경로 생성 및 유한 요소 해석 등의 여러 가지 설계 및 

해석 기능을 제공하고 있다. 하지만 여러 분야에서 요 

구되는 스웹 볼륨(swept volume)의 생성 기능은 아직 

CAD 분야에서 미약한 수준에 그치고 있다.

물체가 운동 시 스위핑(sweeping) 되는 영역을 스웹 

볼륨이라 한다. 조립체 설계 분야에서 부품의 조립 및 

해체 시 간섭 검사와, 로봇 공학 분야에서 로봇 운동 

계획 시 manipulator의 운동 영역 시각화, NC 가공 

분야에서 공구 운동에 의한 피삭재의 가공 영역 시뮬 

레이션 등에 스웹 볼륨은 다양하게 이용된다.

물체의 경계 중 특징 곡선(characteristic curve)과 실 

루엣 모서리 (silhouette edge＞를 운동 방향에 따라 스위 

핑 하여 생성한 곡면들을 엔벨롭이라 하며, 스웹 볼륨 

의 모양은 엔벨롭에 의해 정의된다. 그러므로 스웹 볼 

륨의 계산을 위해서는 엔벨롭 계산이 선행되어야 한다. 

엔벨롭을 계산하기 위해서는 엔벨롭에 기여하는 요소 

를 먼저 탐색해야 하는데 엔벨롭에 기여하는 요소는 

물체의 곡면으로부터 생성되는 특징 곡선(characteristic 
curve)과 물체의 모서리로부터 생성되는 실루엣 모서 

리 (silhouette edge)로 나뉘어 진다(꼭지점은 모서리에 
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포함). 특징곡선과 실루엣 모서리의 계산은 물체의 형 

상이 복잡해지면 그 계산이 어려워지고, 임의의 운동 

경로를 따라 운동하는 물체에 대해서는 시간에 따라 

동적 (dynamic)으로 변화한다.

기존의 엔벨롭 생성에 관한 연구는 형상이 비교적 

단순한 다면체 E와 2차 곡면체］I에 대해 이루어 졌다. 

따라서 형상이 복잡한 물체의 엔벨롭 생성에는 적용할 

수 없다. 점점 더 디자인의 중요성이 부각되는 현대 사 

회에서 부품의 형상이 다양해지고 복잡해지는 것은 필 

연적이라 하겠다. 이에 따라 복잡한 곡면으로 이루어 

진 물체의 엔벨롭 계산이 요구된다. 본 연구에서는 복 

잡한 곡면을 표현할 수 있는 NURBS곡면체의 엔벨롭 

생성 알고리즘의 개발을 목적으로 한다.

논문의 구성은 2장에서 기존의 엔벨롭 생성에 관한 

연구 및 한계점에 대하여 간략히 설명하고 3장에서는 

스웹 볼륨과 엔벨롭의 기본 개념과 수학적 표현을 간 

단히 소개한다. 4장에서는 본 논문에서 다루고있는 

NURBS 곡면의 일반적인 표현법과 특징에 대해서 설 

명하고, NU此BS곡면체에 대하여 엔벨롭을 생성하는 

과정에 대해서 자세히 설명한다. 5장은 시스템 개발 환 

경과 알고리즘 적용 사례에 대해서 각각 설명하며 6장 

에서는 본 논문의 결론과 한계점 및 향후 연구과제를 

서술한다.

2. 관련 연구

엔벨롭 계산에 관한 연구는 운동하는 물체의 간섭 

검사, NC 공구 경로 계산, 형상 모델링 분야에서 많은 

연구가 진행되어 왔다7이. Z. K. Ling과 T. R. Chase〔기 

는 2庭체의 평면운동 시 물체가 쓸고 지나가는 swept 
area의 생성에 관한 연구를 발표하였으나 운동하는 물 

체의 형상과 경로가 2D에 제약되어 있으므로 3D에는 

적용하기 어렵다. J. D Weld와 M. C. Lei『는 3D 
물체의 Swept Volume 생성에 관한 연구를 발표하였으 

나 다면체의 스웹 볼륨에 관한 연구로 자유 곡면체에 

는 적용 할 수 없다. KimE은 스크류 운동을 하는 다 

면체의 엔벨롭 생성에 관한 연구를 발표하여 역행렬을 

구하지 않고 스크류 매개 변수를 기하학적으로 계산하 

였으나 역시 다면체의 경우로 제한을 두었다. 이외에 

도 R. R. Matin과 P. C. Stephenson^은 엔벨롭 이론 

을 이용하여 엔벨롭을 계산하였으나 복잡한 물체의 경 

우에는 물체의 운동 방정식과 그 미분 방정식의 연립 

해를 해석적으로 구하기 어려우므로 그 해를 구할 수 

있는 형상이 단순한 경우에만 적용되는 단점이 있다. 

또한 Z. J. Hu와 Z. K. Ling'이은 자유로운 운동 경로 
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를 ISA(Instantaneous Screw Axis)를 이용하여 스크류 

운동으로 근사화 한 후 보다 자유로운 운동 경로에 대 

하여 엔벨롭 계산을 하였으나 운동하는 물체를 2차 곡 

면체로 제한하였기 때문에 자유 곡면체의 엔벨롭 계산 

에는 이용할 수 없다

3. 스웹 詈륨과 엔벨롭

3.1 스웹 볼름

3차원 공간에서 물체가 운동 시 스위핑 (sweeping) 되 

는 영역을 스웹 볼륨(swept volume)이라 한다. 물체 

G가 초기 위치에서 최종 위치 까지 I=［0,1］로 정규화한 

시간 /에 따라 위치 함수 로 운동하면 시간 ?에서의 

물체의 지오메트리는 G,=Z”)G라 할 수 있다. 따라서 

운동 하는 물체가 생성하는 스웹 볼륨 SV는 다음과 

같이 시간에 따른 각 위치에서 물체의 합집합으로 표 

현 된다.

SV(G) = \jG, (1)
re/

그리고 경계 생성 인자를 정의하여 스웹 볼륨의 경 

계를와 같이 정의하면 는 다음과 같은 관계식으로 표 

현할 수 있다.

a(SV(G))u{a(Go)uSS(g,)}=AE(G) ⑵

식 (2)에서 3G。와 3G는 초기 위치와 최종 위치에서 

의 물체의 경계이고 &는 운동하는 물체 G,의 경계 중 

운동 경로를 스치며 궤적을 남기는 점들의 집합이며, 

운동하는 물체 G,의 곡면 위에 존재할 수도 있고 모서 

리가 될 수도 있다. 이 부분에 대한 자세한 설명은 3.2 
절에서 다루기로 한다. SS(g,)는 &를 운동 경로에 대하 

여 스위핑한 스웹 곡면 (Sweep Surface)이다. 식(2)의 

우변은 스웹 볼륨의 경계뿐 아니라 스웹 볼륨의 내부 

에 생성되는 스웹 곡면과 3G。와 9G)중 스웹 볼륨의 

내부에 존재하는 부분 까지 표현한 식이다. 본 논문에 

서는 이를 AE(G)(augmented envelope)이라 정의한다. 

OGj와 3G, 위에 존재하는 모든 점들은 각 위치에서의 

운동 속도에 대하여 계산된 g0, 을 기준으로 물체의 

내부를 향하는 속도 (inward velocity)*  갖는 점들 (ingress 
points) P와 물체의 외부를 향하는 속도(outward velocity) 
를 갖는 점들(egress points) P로 나뉘어 진다. 이중 

3G。는 P„ 3G느 R가 존재하는 부분이 스웹 볼륨에 기 

여하는 부분이다牛Fig. 13참조).

따라서 스웹 볼륨의 경 계만을 표현하기 위해서는 내 

부에 생성된 스웹 곡면과 dG0, dGt 중 스웹 볼륨 내
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Fig. 1. Characteristic curve, silhouette edge and break point.

부에 존재하는 부분을 스웹 볼륨의 경계(a(sv(G))로 절 

단해야 한다.

3.2 엔벨롭
식 (2)의 SS(&)부분을 엔벨롭이라 하는데 스웹 볼륨 

의 계산을 위해서는 엔벨롭 계산이 선행되어야 하며, 

엔벨롭은 운동하는 물체의 형상과 운동 방향에 따라 

결정된다이。L

엔벨롭은 물체의 곡면(surface), 모서리 (edge), 꼭지 

점 (vertex)의 일부분에 의해 생성되는데(Fig. 1참조), 엔 

벨롭을 생성하는 요소 중 특히, 운동하는 물체의 곡면 

으로부터 엔 벨 롭을 생성하는 요소를 특징 곡선 (charac
teristic curve), 모서리로부터 생성하는 요소를 실루엣 

모서리 (silhouette edge) 라 한다(꼭지점은 모서리에 포함).

SS(g,) = SS(c,)+%(&) ⑶

식 (3)에서 엔벨롭은 특징곡선으로부터 생성되는 스 

웹곡면인 SS(c,)와 실루엣 모서리로부터 생성되는 스웹 

곡면인 SS(月)로 이루어진다. SS(g)는 전체가 스웹 볼륨 

의 경계가 될 수도 있고 전체가 스웹 볼륨 내부에 생 

성되어 묻힐 수도 있으며 , 또한 일부만 스웹 볼륨의 경 

계를 이루고 일부는 그 내부에 묻힐 수도 있다. 그러므 

로 스웹 볼륨을 생성하기 위해서는 스웹 볼륨의 경계 

곡면으로 스웹 볼륨의 내부에 생성된 엔벨롭을 잘라낸 

후 적절한 테스트를 통하여 삭제하여야 한다. 그러나 

운동하는 물체의 운동 영역의 가시화(visualization)를 

통한 간섭 검사 등의 많은 그래픽 응용분야에서 정확 

한 스웹 볼륨의 경 계 0(SV(G)))를 계산하지 않고 AE(G) 
를 사용할 수 있다. 본 논문에서는 AE(G) 생성을 위한 

알고리즘을 개발하였고 스웹 볼륨에 묻히는 엔벨롭을 

절단하여 스웹 볼륨을 생성하는 것은 향후 연구에서 

다루고자 한다.

3.2.1 특징 곡선으로부터의 엔벨롭 생성

X, y, z 좌표계에서 시간 /와 /+&에서의 곡면을 각각

f(x, y, z, 1) = 0 (4a)

fix, y, z, t+At) = 0 (4b)

라고 표현했을 때 &가 충분히 작고 이 두 곡면식의 

교집합 C(&) 가 존재하면 C(&)는 fix, y, z, 顼x, y,
z, 0=0 인 곡면 위에 존재하게 되고 양변을 &로 나눈

t) = ° ⑸

Ar ~

관계 또한 만족한다. 攵가。으로 수렴하면 식 (5)의 

좌변은

= ”(x，y，z，r) ⑹

Az->0 At 8t

가 되므로 식 (5)는 아래와 같은 식 이 된다.

为普妇) ⑺

C0r)는 식 (4b)도 만족하고 또한 식 (7)도 만족하므 

로 식(4b)대신 식 (7)을 이용하면, 시간 z일 때의 물체 

의 운동방정식 (4a)와 그 시간에서의 미분 방정식 (7) 
을 연립으로 풀어 구해지는 해가 시간 f일 때 물체를 

이루는 곡면 /■의 특징 곡선이 된다. 따라서 초기위치에 

서부터 최종위치까지의 모든 시간에 대하여 얻어진 식 

(4a)와 (7)과 같은 연립 방적식들을 풀이하면 특징 곡 

선들의 집합으로 구성되는 곡면을 얻을 수 있다. 이 곡 

면들이 특징곡선으로부터 생성된 엔벨롭(SS(c,))이다闵. 

그러나 위의 방법은 물체의 모양이 간단한 경우를 제 

외하고는 해석적으로 구할 수 없다(이。L 따라서 복잡한 

물체에 대해서는 기하적인 특성을 이용하여 특징 곡선 

을 구하고 이를 이용하여 엔벨롭을 계산하는 방법을 

사용한다.

운동하는 곡면 /의 특징 곡선에서의 기하학적 특성 

은 그 특징 곡선 위의 점 p에 접하는 미소 접평면 % 

와 SS(q)가 그 순간에 같은 평면 위에 존재한다는 것 

이다. 즉 시간 /에서 운동하는 곡면 위의 점 p가 엔벨 

롭에 기여하려면 그 점에서의 속도 *가 미소 접평면 

%위에 존재해야 한다. 이로부터 임의의 점 p에서 속도 

Vp와 그 곡면에 대한 수직 벡터 玮는 서로 수직이어야 

함을 알 수 있다. 이 관계를 수식으로 표현하면

v’・n广。 (8)

이 된다 따라서 식 (8)의 관계를 만족하는 곡면 위의 

점들의 집합은 엔벨롭에 기여하는 특징 곡선이 된다. 

본 논문에서는 식 (8)을 만족시키는 곡면 위의 점을 

특징 점이라 정의하고 식 (8)은 특징 곡선 조건식이라 

정의한다.
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3.2.2 실루엣 모서리로부터의 엔벨롭 생성

운동하는 물체의 모서리가 엔벨롭 생성에 기여하는 

경우, 이를 실루엣 모서리라 부른다. 실루엣 모서리는 단 

지 볼록 (convex) 모서리 만이 될 수 있는데 오목 (concave) 
모서리가 생성하는 곡면은 스웹 볼륨에 묻히기 때문에 

계산할 필요가 없다叫 그러므로 본 논문에서 모서리는 

볼록 모서 리 만을 의미 한다.

모서리와 특징 곡선과의 교점을 절점이라 부르는데, 

곡면의 모서리에 절점이 존재하지 않는 경우에는 모서 

리 전체가 실루엣 모서리가 되거나 아닐 수 있고, 절점 

이 존재하는 경우에는 절점을 중심으로 그 모서리가 

두 부분으로 나누어지는데 이 중 한 부분만이 실루엣 

모서리가 된다. 그 이유는 두 부분 중 한 부분은 스웹 

볼륨에 의해 묻히기 때문이다叫 이 두 경우에 대하여 

어느 부분이 실루엣 모서리가 되는지의 결정은 모서리 

e위의 임의의 점 p의 속도 벡터 *와 모서리 是 공유 

하는 두 곡면에서 점 p의 수직벡터 nb 电를 이용하여 

구할 수 있다.

Fig. 2(a)의 모서리 e가 실루엣 모서리가 되려면 실루 

엣 모서리 위의 임의의 점에서 그 모서리를 공유하는

Fig. 2. Determination of silhouette ed흥e.

두 곡면의 수직 벡터를 속도 벡터에 투영 하였을 때 

서로 반대 방향이 되어야 한다. 방향이 같으면 그 모서 

리에 의해서 생성된 곡면은 스웹 볼륨에 묻히기 때문 

에 불필요하게 된다. 예를 들어 p를 e 위의 임의의 점 

으로 선정하였을 경우 (昨 • n,)(vp • 珀)三이면, p*  포 

함하는 부분이 실루엣 모서리가 되며 (vp • %)(*  • n,)>0 
이면 반대가 된다. 예를 들어 Fig. 2(b)의 경우에는 두 

벡터 %와 旳의 사잇각이 내각이므로 이들의 내적 

vp • %은 0보다 크고 같은 이유로 * • 1%도 0보다 크다. 

따라서(* • 11|)(昨 • 由)>0의 관계가 성립되므로 속도 

벡터가 Vp일 때 모서리 e는 실루엣 모서리가 될 수 없 

다. 참고로 속도 벡터가 V2, 阳 일 때 모서리 e가 실루 

엣 모서 리 가 된다.

위의 방법은 운동하는 물체의 시간 /에서 실루엣 모 

서리를 계산하는 방법이다. 이를 이용한 엔벨롭 생성 

은 3.2.1 절에서 설명한 바와 같이 물체의 운동 시간에 

대하여 실루엣 모서리를 계산하여 엔벨롭을 생성한다.

4. NURBS곡면체의 엔벨롭 생성

본 논문에서 다루고자 하는 자유 곡면체'는 NURBS 
곡면으로 표현된 물체이다. 본 장에서는NURBS곡면체 

의 엔벨롭 생성에 관한 설명을 위해 NURBS 곡면식 에 

대해 간단히 설명하고 NURBS 곡면체의 엔벨롭을 생 

성하기 위하여 엔벨롭의 기하학적 조건을 NURBS 곡 

면식에 적용하였다.

4.1 NURBS 곡면
NURBS는 Non-Unifom Rational B-Splin을 의미하 

는데 , 현재 CAD 시스템에서 곡선 및 곡면을 표현하는 

파라메트릭 표현법 중에서, 가장 널리 쓰이는 일반 

적인 방법이다. NURBS곡면의 방정식은 다음과 같이 

표현된다‘지.

n m
£ '如、p(U)Nj,q(V)W爲？胡

i = 0同)S(HJ)=—广袞-------------

%爲 Mp(以v験(기)的,丿

v = {0, •• •,(),焰1，…,* z，1,…,1}

0<m,v<1 (9)

식 (9)에서 %，&는 B-spline 블렌딩 함수이고, 环

I본 연구에서는 5X5차 이하의 NURBS곡면체 대해 엔벨롭을 계산하였다.
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0
Fig. 3. A point on a NURBS surface.

S3”)

Fig. 4. Normal and velocity vectors of a point on a surface.

와 3；’느 곡면의 모양을 결정하는 조정점과 가중치이 

다. "와 V는 노트 벡터로서, 노트의 개수는 사용자가 

결정하는 곡면의 차수 p, 罗와 조정점의 개수에 의해 영향 

을 받으며, 노트 값은 전체 곡면을 구성하는 패치 (patch) 
의 개수와 그 패치들 간의 연속성을 조정하는 역할을 

한다. 식 (9>를 곡면 상의 임의의 점에 대한 속도와 수 

직벡터를 구하기 용이하도록 글로벌 좌표계의 X, y, z성 

분으로 표현하면

S(纶 v)„xm<=>

X(U, V)= [u] ] x(”+|)[MJ(“+|)x ]
■ y(",v) = [u]ix(“+|)[My]s+i)xs+l)[v]s+l)xl (10) 

Z(W, V)= [u] ] ><("+1 )x(m+l)[v](m+l)x I

와 같다. 식 (10)에서 Mgim+r은 블렌딩 함수와 조정 

점 그리고 가중치와 관련된 행렬이다. 식 (10)을 이용 

하면 Fig. 3에서 보는 바와 같이 곡면의 파라미터 한 

쌍 (必, V*) 과 되면 곡면 위의 한 점 p(X"*,v*),  y("*,v*),  
z("*,v*)) 을 일대 일로 대응시킬 수 있다.

본 연구에서는 NURBS 곡면체 뿐만 아니라 이들의 

불리언(Boolean) 연산된 물체에도 적용되도록 하였다. 

물체가 불리 언 연산 되었다는 것은 물체를 이루는 곡면 

이 잘려질(trimmed) 수 있다는 의미이다. NURBS곡면 

의 두 개의 파라미터 ", V는 0에서 1까지의 값을 갖는 

다. 따라서 곡면의 경계에서 파라미터 “, V는 모두 0 또 

는 1의 값을 갖게 된다. 하지만 곡면이 잘려진 경우에 

는 파라미터 값 또한 경계에서 0 또는 1이 될 수 없고 

물체의 잘려진 부분의 파라미터 값이 경계 값이 된다.

4.2 NURBS곡면의 륵징 곡선

4.2.1 특징 곡선 조건식

특징 곡선이 되기 위한 조건 즉, 곡면의 임의의 점에 

서의 수직 벡터와 속도 벡터가 수직인 식 (8)의 조건을 

이용하여 Fig. 4의 운동 하는 물체의 한 곡면 S에 대하 

여 특징 곡선 조건식을 구하기로 한다.

곡면 S의 방정식이 식 (10)과 같이 표현되고 곡면의 

수직 벡터가 물체로부터 바깥쪽으로 정의되었다고 하 

면 곡면 위의 임의의 점 p에서의 곡면의 수직 벡터는

as as
% =无奪=

dx dz 
du du du 
dx dy dz 
허， dv dv

(H)

과 같다.

여기서 i, j, k는 글로벌 좌표계의 x, y, z에 놓여있 

는 단위 벡터이다. 곡면 위의 점 p(x, y, z)에서 일반적 

인 운동의 속도 벡터는

Vp =(叫+題 + 呼) (12)

과 같이 각 성분으로 표현할 수 있다• 일반적인 운동 

의 경우 시간에 따라 특징곡선과 실루엣 모서리가 동 

적으로 변하므로 매 시간마다 계산해야 하므로, 계산 

의 간편함을 위해 본 논문에서는 물체 좌표계에 항상 

속도가 일정하여 특징곡선과 실루엣 모서리가 시간에 

따라 변하지 않는 스크류 운동에 NURBS곡면체의 

엔벨롭 생성 이론을 적용하였다. 스크류 운동은 직진 

운동과 원 운동의 조합으로 이루어져 비교적 복잡한 

운동 경로를 표현할 수 있고, 또한 일반적인 운동을 

스크류 운동으로 보간하는 방법이 알려져 있으므로皿, 

일반적인 운동경로에 대해서도 적용 될 수 있다. 스크 

류 운동의 속도 벡터 %는 피치 p를 이용하여 식 (12)에 

대입하면

Vp = (-yi+xj + pk)穹 (13)
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와 같이 표현될 수 있다. *와 玮가 수직관계에 있는 

특징 점을 구하기 위해서는 *，의 방향만 고려하면 되 

므로 각속도 즉 典Ht는 1로 가정하고, 식 (10)에서 

곡면의 X, y, z 성분은 각각 u, V의 함수이므로 속도 

벡터는

(14)vp = (-y(w,vJi+Xw^y + pk)

로 표현될 수 있匸｝. 따라서 식 (8)의 수직 조건을 곡 

면에 적용하면 Fig. 5. Parametric domain and geometric domain.

(_y(sv)i + x(",v)j + p써 傑奈-쯔粉

v

+(쓰衆襪)”襪-襪)中。 (15) 1

이 된다. 식 (15)가 스크류 운동에 대한 특징 곡선 조 

건식이 되며 이를 풀어서 구한 해 “, V 들을 식 (10) 
의 곡면 방정식에 대입하면 특징 점들의 집합이 된다.

4.2.2 특징 곡선 조건식으로부터 특징점 탐색

식 (15)의 특징곡선 조건식은 u, V의 함수이므로 

F(", v)=0라 표현할 수 있다. 여기서 F(", V)의 차수는 

곡면 S의 차수에 연관되는데 곡면 S의 u, V의 차수가 

각각 m, a차 일 때 F(", V)의 차令는 각각 3m-l, 3n-l 
차가 된다. 본 논문에서는 계산의 편의상 곡면의 차수 

를 각각 5,5차로 제한하였으므로 F(",v)의 최고차 항 

의 차수는 14차까지 될 수 있다.

특징 곡선 조건식의 해를 구하기 위해서는 이 변수 

방정식 (two variable equation)을 풀어야 한다. 그러나 

u, V 값을 변화시켜가며 F(u, v)=0을 만족하는지를 검사 

하는 방법은 비효율적이다. 즉, 알고리즘 측면에서 곡 

면의 임의의 한 점에 대해서 속도 벡터와 수직 벡터를 

구하고 두 벡터의 내적이 0이 되는지 확인하는 것은 

시간 소요가 많고 정확한 특징 점을 구하기가 어렵다. 따 

라서 ”, V 변수 중 하나의 변수를 상수처리하고 나머지 

하나의 변수에 대한 일 변수 방정식 (one variable equation) 
의 해를 구하기 위해 식 (15)를 u, 卩에 대해 정리하여 

다음의 특징 곡선 조건식의 일반식을 구하였다.

F(U, V)= [U] I *3 ”[C]3mx3"[V]3nx I (16)

식 (16)을 구하기 위해 식 (15)에서 X, y, z좌표계로 

표현된 각각의 항들을 모두 “, V의 표현으로 전환한 후 

식을 전개한다. 전개된 식을 우선 하나의 변수에 대하여 

정리한 후 정리된 식을 다시 나머지 변수에 대히叫 정리 

하면 식 (16)을 구할 수 있다. 식 (16)에서 [u]lx3m, [v]3„xi 
는 상수항부터 3m-l, 3”-1차 항까지 u, V polynomial 벡

L.・l
10

Fig. 6. Two characteristic curves on a surface.

터이고 [Clm的는 계수 행렬이다.

곡면의 파라미터 구간이 이므로 식 (16)을
이용하여 구한 해 중에 곡면의 파라미터 구간에 속하 

는 U, V 해가 파라메트릭 도메인에서 특징 점들이 되며, 

식 (10)의 곡면 식에 대입하면 Fig. 5와 같이 곡면 위의 

특징 점을 구할 수 있다.

4.2.3 특징 점들의 분류

다면체의 경우 물체의 한 면에서 특징 곡선이 한 개 

생성되지만 Fig. 6과 같이 곡면의 경우에는 곡면의 형 

상과 운동 경로에 따라 하나의 곡면에 두 개 이상의 

특징 곡선이 존재할 수 있다.

따라서 4.2.2절에서 구한 해들이 어떤 특징곡선에 속 

하는지 분류해서 분류된 특징 점들을 이용하여 각각의 

특징곡선을 생성해야 한다’ 특징 점들을 분류하기 위 

해서 우선 곡면 위에 특징 곡선이 몇 개 존재하는지 

알아야 하는데, 이는 찾아진 해 중에 곡면의 파라메트 

릭 도메인의 경계에 몇 개의 해가 존재하는지 탐색하 

면 알 수 있다. 연속적인 곡면에서 생성된 특징 곡선은 

반드시 곡면의 모서리와 만나게 된다. 곡면과 특징 곡 

선을 파라메트릭 도메인에 표시하면 곡면의 모서리는 

파라메트릭 도메인에서 경계에 해당되며 특징 곡선은
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Fig. 7. Classification of characteristic points using subdivi^ 
sion.

경계와 만나게 된다. 하나의 곡선에는 두 개의 끝점이 

존재하므로 파라메트릭 도메인의 경계에서 찾아진 해 

의 개수는 항상 짝수 이고 그 수의 1/2이 특징곡선의 

수가 된다. 찾아진 경계위의 특징점(이하 경계점) 으로 

부터 특징 곡선의 수가 2개 이상으로 결정되면 특징 

점들을 분류해야 한다. 특징 점의 분류는 파라메트릭 

영역 분할(sub出vision)을 수행함으로써 이루어 진다 

Fig. 7의 경우에 경계에서 해가 4개 존재하므로 그 영 

역을 4개로 분할한다. 분할 된 영역 중 A1 은 경계에서 

해가 2개 존재 하므로 더 이상 영역 분할을 할 필요가 

없고 A2 영역의 경계에는 해가 존재하지 않으므로 계 

산 대상에서 제외시킨다. 그러나 A3와 A4영역의 경계 

에서는 해가 4개 존재하므至 다시 영역을 분할한다. 

Fig. 7고｝ 같이 분할 된 영역의 경계에서 2개의 해가 존 

재할 때까지 분할이 이루어진다. 분할된 영역의 경계 

에서 2개의 해가 존재한다는 젓은 그 2개의 해가 하나 

의 곡선 위에 존재한다는 것을 의미하므로 해가 2개 

존재하는、이웃하는 영역의 경계의 해는 하나의 곡선 

위에 존재하게 된다. 하나의 곡선이 존재하는 영역에 

서는 오차를 줄이고 균등한 해를 얻기 위해 탐색 구간 

을 0Q5로 하여 등 간격으로 해를 탐색하였다.

Fig. 8은 4.2.2 절과 423절에서 설명한 특징 곡선 

조건식의 해를 구하고 이를 분류하는 과정의 flow chart 
이다.

4.2.4 특징 곡선 생성

분류된 특징 점들은 하나의 특징 곡선 위에 존재하 

므로 점들을 보간하여 곡선을 생성하면 특징곡선이 완 

성된다. 점들을 보간하여 곡선을 생성하는 다양한 방 

법 중에 5차 spline곡선은 여러 개의 5차 Hermite 곡선 

의 집합으로 이루어진 복합 곡선으로서 노트점에서곡 

률 연속 조건까지 부여하여 연결한 곡선이다. 본 연구 

에서는 Fig. 9와 같이 5차 spline应로 특징곡선을 생성 

하였는데 특징 점들 사이를 보간한 구간에서의 각도 

오차는 이하이다. 찾아진 특징 점에서는 속도 벡터와

CW(：),v(，)),C23(/)W)).

Fig. 8. Flow chart of root finding and classification.

Fig 9. Characteristic curves on a surface.

곡면의 수직 벡터가 수직이므로 정확히 이다. 그러나 

곡선으로 보간한 구간에서는 두 벡터의 각도가 정확히 

가 안될 수 있다. 오차는 보간된 곡선에서 점을 추출하 

여 그 점에서 속도 벡터와 수직 벡터의 각도를 로 나 

눈 백분율이다.

4.3 NURBS곡면의 실루엣 모서리

322절에서 설명한 실루엣 모서리 판정법을 곡면 모 

서리에 적용하려면 모서리 위의 점 p에서의 속도 벡터 
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와 모서리를 공유하는 두 곡면 위의 점 p에서의 각각 

의 수직 벡터를 알아야 한다. 수직 벡터를 계산하기 위 

해서는 모서리에 해당하는 곡선의 방정식을 알아■야 하 

는데 곡선의 방정식은 다음과 같이 표현된다.

"=f(w) (17)
v = g(w)

식 (17)에서 u, V는 곡면의 파라미터, w는 곡선 파라 

미터 이며 走 곡선의 polynomial 계수 함수이다“七 

하나의 w 값에 대하여 한 쌍의 U, V의 값이 결정되는 

데, 결정된 값을 곡면식 식 (10)에 대입하면 곡면 위의 

점을 계산할 수 있다. 따라서 곡면의 모서리는 w가 0 
에서 1까지의 구간에서 계산된 u, V 값을 갖는 곡면 

위의 점들의 집합이 된다. 구해진 모서리 위의 임의의 

점 p에서 스크류 운동의 속도 벡터는 4.2.1 절에서 구한 

식 (14)와같다.

(vp-nl)(vpn2)<0 (18)

Fig. 10에서 모서리 岸 공유하는 두 곡면 SI, S2는 

솔리드의 B-Rep 데이터로부터 찾을 수 있다. 모서리 

위의 점 p는 두 곡면 SI, S2위에 존재하므로 곡면 위 

의 점에서의 수직 벡터는 식 (11)으로부터 각각 구할 

수 있다. 구해진 속도 벡터와 수직 벡터를 이용하여 식 

(18)의 관계를 만족하는지 검사하여 실루엣 모서리를 

판정한다.

불리언 연산된 물체는 연산의 종류에 따라 물체를 

이루는 곡면이 잘려질 수 있다. 식 (17)은 잘려진(trimmed) 
곡면의 모서리에도 적용되는 일반적인 표현이다. 잘려 

지지 않은 (non-trimmed) 곡면의 모서리는 파라메트릭 

도메인에서 경계에 해당하므로 파라미터 w에 상관없

Fig. 10. Determination of silhouette edges in the case of 
freeform objects.

• Break point non-trimmed surface 
廢 Break pointof trimmed surface

Fig. 11. Break points of a trimmed and non-trimmed surface.

이 항상 0또는 1 을 갖게 되며 잘려진 곡면의 모서리는 

w의 범위가 곡면의 잘려진 부분의 파라미터에 의해 제 

한된다.

모서리와 특징 곡선과의 교점을 절점이라 부르는데, 

잘려진 곡면과 잘려지지 않은 곡면 모두 곡면의 모서 

리에 절점이 있는 경우, 절점은 Fig. 11과 같이 곡면의 

파라메트릭 도메인에서 특징곡선의 방정식과 모서리 

방정식의 교차 검사로 찾아질 수 있다. 그러나 잘려지 

지 않은 곡면의 경우에는 4.2.2절에서 곡면의 파라메트 

릭 도메인의 경계에서 이미 특징 점을 찾았으므로 경 

계에서의 특징 점이 바로 절점이 된다. 그러므로 잘려 

진 곡면의 경우에만 특징곡선과 모서리의 교차 계산으 

로 절점을 찾는다. 또한 잘려진 곡면의 경우 찾아진 절 

점을 이용하여 나누어진 모서리 중 식 (18)을 이용하여 

실루엣 모서리를 판정하고, 특징 곡선 또한 절점에 의 

해서 잘려진 의미 없는 부분(Fig. 11의 te)은 버려야 

하는데, 이는 4.2절의 곡면의 경계에서 특징 점 탐색시 

파라미터 u, V값을 0또는 1에서 탐색을 시작했기 때문 

이다. 따라서 우선 잘려지지 않은 경우의 곡면의 특징 

점을 구하고 곡면이 잘려진 곡면일 경우에는 절점에 

의해 의미없는 부분은 삭제한다.

4.4 엔벨롭 생성

특징 곡선과 실루엣 모서리는 물체의 운동 경로에 

따라 매 순간 마다 달라진다. 따라서 엔벨롭을 생성하 

기 위해서는 매 순간의 특징곡선과 실루엣 모서리를 

계산하여야 하나 본 논문에서 적용한 스크류 운동은
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Fig. 12. Characteristic curves and silhouette edges in the case 
of freeform objects.

물체 좌표계에 대하여 속도가 일정하기 때문에 Fig. 12 
와 같이 초기위치에서 계산한 특징곡선과 실루엣 모서 

리가 운동하는 물체의 위치에 따라 물체 위에서 변하 

지 않는다. 초기위치와 최종위치로부터 스크류 운동의 

파라미터가 계산되고, 물체가 운동흐｝는 동안의 시간이 

결정되면 스크류 운동의 속도를 계산할 수 있다. 또한 

NURBS 곡면 위의 임의의 점에서의 수직벡터는 곡면 

식으로부터 계산이 가능하다. 속도 벡터와 곡면의 수 

벡터를 엔벨롭의 기하학적 조건과 실루엣 모서리 판정 

법에 적용하여 초기 위치에서 하나의 곡면에 대하여 

특징 곡선과 실루엣 모서리를 계산한다.

4.2절의 특징 곡선 생성 알고리즘과 4.3절의 실루엣 

모서리 탐색 알고리즘을 모든 곡면에 적용시켜 물체의 

모든 특징곡선과 실루엣 모서 리를 탐색한다.

Fig. 13은 계산된 특징 곡선과 실루엣 모서리에 의해 

나뉘어진 물체의 일부분 중 엔벨롭 생성에 기여하는 

부분을 나타낸 것인데, Fig. 13에서 A는 식 (3)의 S(G)

Fig. 14. Generation of ruled surface between initial and final 
position.

Fig. 15. Envelope.

에 해당하는 부분이고, B는 S(Gj)에 해당하는 부분이 

다. 특징 곡선과 실루엣 모서리를 이용하예7ig. 14와 같 

이 룰드 곡면을 생성하는더】, Fig. 14에서 A는 식 (3)의 

에 해당하며,b는 에 해당하는 부분이다. 이 룰드 곡면과 

초기위치와 최종위치의 물체를 연결하여 Hg. 15와 같이 

최종 엔벨롭을 생성한다. Fig. 15에서는 엔벨롭이 모두 

스웹 볼륨의 경계가 되는 경우로 식 (3)의 부분만 있고, 

내부에 묻히는 에 해당하는 부분은 없는 경우이다.

Fig.13. Inward and outward moving portion of boundary.

5. 시스템 구현과 적용 사례

본 연구에서 제안한 NURBS 곡면체의 엔벨롭 생성 

알고리즘을 검증하기 위하여 엔벨롭 생성 시스템을 구 

현하였다. 시스템 구현을 위한 하드웨어는 IBM RS/ 
6000 43p-140 Workstation을 사용하였으며 개발 언어 

는 C 언어를 사용하였다. 디스플레이를 위해서는 상용 

CAD 시스템 중 곡면 모델링 기능이 강력한Dassault 
Systemes 사의 CATIA를 사용하였다. 시스템 인터페이 

스는 CATIA에서 제공하는 GII(Graphic Interactive In- 
termce)를 이용하여 구성하였으며, CATGEO, CAIMSP 등
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Fig. 16. Example 1.

(d) Envelope

(a) Initial position (A) and Final position (B) (c) Characteristic curves and silhouette edge

Fig. 17. Example 2.

(d) Envelope
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Fig* 18. Example 3.

Fig. 19. Self intersection of envelope.

다양한 CATIA API Subroutine들을 사용하였다”«"也.

주요 기능으로는 운筈 경로의 시작점과 최종점의 위 

치와 방향을 결정하는 두 개의 축 정보를 읽어 들여서 

디스플레이 한다. 그 후 축으로부터 KimW의 방법으로 

스크류 파라미터를 제산하여 물체의 스크류 운동을 디 

스플레이 한다. 계산될 솔리드를 선택하면 선택된 솔 

리드의 특징곡선을 생성하고 실루엣 모서리를 판정하 

여 디스플레이 하고 초기위치와 최종위치 사이를 스크 

류 운동 경로를 따라 엔벨롭을 생성한다.

본 연구에서 개발된 시스템을 검증하기 위하여 NURBS 
곡면체에 대해서 알고리즘을 적용해 보았다. 5x5차 

NURBS 패치 8개의 곡면으로 구성된 꽃병의 간단한 

스크류 운동을 하는 예제가 Fig. 16에 도시되어 있다. 

Fig. 16의 (a)는 운동하는 물체의 초기위치와 최종치이 

고, (b)는 물체가 운동하게 될 운동경로를 표현한 것이 

다. (c)는 물체의 초기위치에서 (b)의 운동 경로에 대한 

특징곡선과 실루엣 모서리를 탐색한 결과이며 (d)는 식 

(3)의 S(SV(G))에 해당하는 외부의 스웹 볼륨의 경계와 

에 해당하는 꽃병의 손잡이가 불리언 연산될 

때 파고든 부분의 곡면이 생성되어 내부에 존재하는 

결과이다. Fig. 17은 같은 물체에 대해서 복잡한 스크 

류 운동을 적용한 예이다. 이 외에도 곡면의 형상이 복 

잡한 3x3차 NURBS 패치 6개의 곡면으로 이루어진 

임의의 물체에 대해서 알고리즘을 적용시켜 보았다(Fig. 
J8). 예제에서 보는 바와 같이 특징곡선 생성과 실루엣 

모서리 판정이 적절하게 이루어지며 이를 이용한 엔벨 

롭 생성에도 알고리즘이 잘 적용되는 것을 볼 수 있다.

6. 결론 및 향후 연구과제

본 연구에서는 일반적인 운동에 적용될 수 있는 

NUFES곡면체 엔벨롭 생성 알고리즘을 개발하여 스크 

류 운동에 적용시켜 보았다. 또한 상용 CAD 시스템인 

CATIA에 사용자 정의 기능으로 추가시켰다. 따라서 기 

존의 다면체와 2차 곡면체에 제한되었던 엔벨롭의 생 

성이 보다 복잡한 물체서도 가능해졌다, 또한 본 알고 

리즘은 NURBS 곡면체들의 불리언 연산으로 이루어 
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진 물체에 대해서도 적용이 가능하므로 그 응용 범위 

가 넓다.

본 논문의 향후 연구 과제는 Fig. 19에서 처럼 엔벨 

롭의 self intersection이 있는 경우 이를 자동으로 검 

사하는 것과 스웹 볼륨 내부의 불필요한 엔벨롭을 자 

동으로 삭제 하는 알고리즘을 개발하여 하여 스웹 볼 

륨을 생성하는 것이다.
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