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요 약

본 논문에서는 필터의 계수들을 이용하여 재귀적 3차 Voltena 필터의 안정성에 대한 충분 조건을 유도하고자 한다. 

Volterra 필터는 기억성이 있는 비선형 시스템을 모델링하는데 있어서 매우 효과적이다. 그러나 비재귀적 Volterra 필터는 

비선형 시스템을 모델링하는데 있어서 많은 수의 계수를 필요로 한다는 것이 잘 알려져 있다. 이러한 이유로 비재귀적 구 

현보다 적은 수의 계수를 요구하는 재귀적 Voltena 필터를 많이 고려한다. 그러나, 재귀적 Voltena 필터의 주된 문제점은 

필터에 내재하는 비안정성이다. 본 논문에서는 필터의 입력신호의 크기가 유한한 경우에 있어서 재귀적 이산시간 3차 

Voltena 필터의 출력이 유한하게 되는 간단한 조건에 대하여 보고하고자 한다.

ABSTRACT

This paper derives a sufficient condition on the stability of recursive third-order Volterra filters based on their filter 
coefficients. A Volterra filter is very effective in modeling nonlinear systems with memory. However, it is well-known that 

the nonrecursive Volterra filter requires a large number of filter coefficients to describe a nonlinear system. For this reason, 

recursive Volterra filters are usually considered because the recursive implementation requires a smaller number of coeffic­
ients compared to the nonrecursive one. Unfortunately, the main problem of the recursive Volterra filters is their inherent 
instablility. In this paper, we present a simple condition for the output of a recursive discrete-time third-order Volterra 
filter to be bounded whenever the input signal to the recursive Volterra filter is bounded by a finite constant.

I.서론

선형 필터는 구현이 쉽고 계산량이 적은 장점이 있어 

널리 사용이 되어 왔지만, 신호처리 분야 중에는 선형 필 

터를 이용하는 경우에 성능의 열화가 심각하게 일어나는 

경우가 있다. 예를 들면, 통신 시스템에서 사용되는 고출 

력 증폭기에 의한 채널의 비선형 왜곡, 잡음 및 반향 제 

거, 영상 신호처리, 각종 반도체 시스템 등의 영역에서 

비선형 필터를 기초로 하는 모델링이 연구되고 있다 [1].
비선형 필터 중에서 널리 사용되는 것으로는 Voltena 

필터를 들 수 있다 [2]. Volterra 필터의 두드러진 특징으 

로는 입력에 대하여 비선형성을 유지하지만 필터 계수에 

대하여서는 선형 관계를 갖는다. 따라서 Volterra 필터를 

사용한 시스템 모델링에 있어서 계수 값의 결정은 선형 

문제로 귀착된다 [3][4]. 이러한 이유로 비선형 시스템의 

모델링에 있어서 Volterra 필터가 널리 사용된다. 반면에 

Voltena 필터는 nonparametric 방법이기 때문에 비재귀적 

구현에 있어서 계수의 개수가 Voltena 필터의 차수 및 

시스템 지연에 대하여 기하급수적으로 증가를 하는 단점 

이 있다 [2]. 일반적으로 재귀적 Volterra 필터를 사용하면 

계수의 수를 현저히 줄일 수 있다 그러나, 재귀적 V이terra 
필터는 안정성을 보장할 수 없는 문제를 갖고 있다. 실제 

로 재귀적 Volterra 필터의 안정성은 필터의 계수뿐만 아 

니라 입력 신호의 크기에 따라 변동한다

비선형 필터의 안정성에 관한 기존의 연구를 간략히 

살펴보면 다음과 같다. 논문 ⑶에서는 3연산자를 이용하 

여 재귀적 이산 시간 비선형 시스템의 안정성을 유도하 

였다. 논문 [6]에서는 이산 시간 시불변 쌍일차 시스템에 

대한 입력에 의존하는 안정성 조건을 제안하였다. 재귀적 

2차 적응. 비선형 필터에 대하여 논문 [기에서 안정성 조 

건을 제시하고 있다.
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본 논문에서는 과거의 출력에 의존하며 차분 방정식으로 

표현되는 다음의 재귀적 3차 Volteira 필터의 안정성에 대 

한 충분 조건을 필터 계수를 이용하여 알아보고자 한다.
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식 (1)에서 X(”)은 필터의 입력 신호이고 X”)은 필터의 

출력 신호이다. 그리고 각각 句(・)은 입력신호에 대한 

선형 계수이고 如( •)은 필터의 1차 계수, 姻( • , • )는 2 

차 계수, 焰( •,•,•)는 3차 계수로 정의된다. 식 ⑴에 

서 선형부분의 안정성이 보장되는 경우에 유한한 입력에 

대하여 출력이 유한할 수 있는 충분 조건을 다음 장에서 

유도한다. 3장에서는 재귀적 2차 Voltena 필터의 경우에 

대해서 고려하고, 4장에서 결론을 맺는다.

II. 재귀적 3차 Volterra 필터의 안정성에 대한 충 

분 조건

편의상, 다음과 같이 시불변 연산자 <厂’를 정의한다.

名缶:y(”-i) = (W 缶厂')") (2)

식 (2)에서, 如=一知(/队一讣 (1=0，.…・M-D이고 

如v, = l이라고 하면, 다항식 £加 &方의 영점(zero)들 

을 라고 하자. 또한, 71， /2» 为을 식 ⑴의 Volterra 

필터 계수들의 절대값의 합으로 다음과 같이 정의한다.

力=卩!(1시시) 의

万=一 £ £ 1龙2(「132)1 (4)

*1 = 1 *1  = 1

Z3=-象至、％、 比3(丄以，3)1 (5)

f L 1 I：—1 1

위에서 정의된 m 7*2 ，為에 대하여 함수 厂(兀,丫2，为) 

를 다음과 같이 정의하자.

Ari, r2.73)= (2^-9/]/2/3 +

________  (6)
(一9刀丫3 + 375 + 2% ) V 72-3rir2 )/27%

끝으로 식 ⑴의 우변의 첫째 항을 H”)= 労 4仃]) 

戒火一勺)이라 하고 d를 다음과 같이 정의한다.

8=，葺 ,<21(：1)| ⑺ 

그러면, 식 (1)의 재귀적 Volterra 팔터를 다음과 같이 다 

시 쓸 수 있다.

y(w) = zX«)+ 2； hid^n-ii) 

<i = i

+ 糸 爲 h2( f :2M n - ix)y( n - :2)

+ E] 2、爲 /»3( h, >2»«3)X n - ：i)y( n - :2)y( n - :3)

(8)

주어진 시스템이 초기상태로 모든 鈴<0에 대하여 

IX段)IM』%이고 |心力)|^心“임을 가정하고 만약 모든 

영점 (zero)들 p{7\ 단위원 (unit circle)의 내부에 존재하고 

모든 ”20에 대하여 입력 心/이 로 제한된다고 가 

정한다 앞에서 정의한 广 연산자를 사용하여 식 (8)의 재 

귀적 3차 Voltena 필터를 다음과 같이 다시 쓸 수 있다.

(1- £知爲)厂为(刀)=顼力)

+ 芸 2：为2(fi32))SF))侦一标)

<1 = 1 h=» 1

+ £ £ 为3(h 扁,：3)Xn —宥)戒n — i2)y(n- :3)

두 1 lj= I *3=  1

(9)

식 (9)의 우변올 奴”)이라고 놓고，위에서 정의한 Di를 

사용하면,

| (1-A?-1)-1} A<n) (10)

위 식의 모든 극점(pole)들 />,•는 단위원의 내부에 존재하 

므로 위 식은 다음과 같이 쓸 수 있다.

•心I)=瘁出* 厂'“3 .지)

식 (II)에서 瓦”)에 식 (9)의 우변을 대입하면, 

m
A
 
M2

心 

W

髙

Mt

丛 

Mt

昌

: 
/
n

= 

+

*广}“서）+ 国*泌 厂'）

1 ^2（ 2] , I2）X « - mW W - «2）

行h當念2

A3（Z],極，，3）yKz- ，2）y（7Z-，3） 

（12）



재귀적 이산 시간 3차 Volteira 필터의 안정성에 대한 충분조건 63

식 (12)로부터 다음이 성립된다.

S) 스依 如如"卩宿시，广}

S, S, I A2( h , i2)l W M - h)y( M - ：2)l 
니 (13)

+做如m-惟樣恁

I *3 ( i\. »2.13)IW" - I1M « - ii)y( n - 4)1

이제 모든 ”에 대해서 “라고 가정하자. 이 필

터의 초기상태에서 모든 ”〈0에 대하여 队”)|企4이므

2, f〉l에 대해서 一 训MA&임올 알 수 있다. 따라서
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I시〈1이므로 如시'=(1 니시)T 가 성립한다. 식 

(3), (4), (5)에서 정의된 71, 72，73를 식(14)에 대입하 

면, 다음의 부등식을 얻는다.

bSlM* 妩- 끄M子-끄4婷 (15)

따라서, 주어진 재귀적 Volterra 필터가 안정성을 유지하 

려면 식 (15)의 우변이 Af,보다 작거나 같아야 한다. 즉, 

다음이 성립하여야 한다.

+ 妬-꿈 M言 - 끄 (16)

여기서, 九은 주어진 조건에 의해서 양수이다. 식 (16)을 

정리하면 다음과 같다.

站M +泓化+叩蛉 (17)

식 (17)의 우변을 F(A&)라고 하면,

F[My) = 71My + r2Ml + * (18)

식 (5)에 의해서 为〈0이며 乩는 양수이므로 FU%)은 

하나의 최대값을 갖는다. 이 최대값을 구하기 위해서, 

廿只 心仍/旳 二 0의 유일한 양의 근 払+을 구하면, 다 

음과 같다.

% = f-濫二으그끄 (19)

식 (19)의 払+를 식 (18)에 대입허면

E3&+)=钻咨(2/2-9ri/2/3

+ (-9/1/3+3/^2 + 272))/ 7! -3/!/2 } (20) 

= nn./2./3)

따라서, 만약 가 를 만족하면, 모든

”에 대하여 를 성립시키는 M,가 존재한다.

이롤 그림 1에 도시하였다. 그림 1에서 为의 부호를 고 

려한 일반적인 戶(払)의 그래프를 점선과 실선으로 표시 

하였다. M，＞0이라는 조건을 고려하면 실선으로 표시된 

F(A&)만이 의미를 갖는다. 이 곡선과 직선 虬＞0가 만 

나는 경우에 한해서 虬가 존재한다. 따라서, 此는 

FCA0의 최대값, ZXm72,73)보다 작아야 한다. Mu 

가 이러한 조건을 만족하지 못하는 경우에는 羽가 존재 

하지 않으므로 LjQOI은 유한하지 않고 따라서 안정성을 

보장할 수 없다.

그림 1. 의 함수인 F(M,)와 M“와의 상대적인 관계
Fig. 1. Relative locations of Mu witii respect to F(終)，a 

function of My.

다음 단계로, 風”)1을 虬，로 제한시키는 k(硼의 최 

대값올 구해보면 다음과 같다 모든 ”에 대하여 

«”)|£払라고 가정하고 식 ⑺을 이용하면,

I心)勞 IMDIk(”一5M&虬(21) 
*1-1

식 (21)의 마지막 부등식과 Af“Mr(n,y2,73)인 조건으 

로부터

—M“ r(/i,r2.73) 广”、
Mx M ―言- ＜.---------7-------- (22)
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따라서, 입력신호의 최대값이 식 (22)의 조건을 만족하고 

모든 영점들 •가 단위원 안에 존재하면 모든 ”에 대하 

여 心를 성립시키는 A纭가 존재한다. 즉, 식

⑴의 재귀적 3차 Volterra 필터는 안정성을 갖는다.

본 논문에서 제안한 조건이 기존의 선형 필터의 BIBO 
(Bounded Input Bounded Output) 안정성과의 차이점은 

비록 재귀적 3차 Volterta 필터의 입력의 크기 你湖이 

특정 Af* 에 의하여 제한되더라도 MJ} 필터의 계수에 

의하여 결정되는 식 (22)의 조건을 만족시키지 못하는 경 

우에는 필터의 출력의 크기 |乂”)|에 대한 젝한을 보장 

할 수 없다.

III. 재귀적 2차 Volterra 필터의 안정성에 대한 층 

분 조건

만약 우리가 (1)식에서 우변의 마지막 항이 없다고 하 

면, 위의 조건들로부터 간단하게 재귀적 2차 Volterra 필 

터의 안정성에 대한 충분 조건을 찾을 수 있다.

주어진 시스템이 초기상태로 모든 ”〈0에 대하여 

11<”)1* 払이고 “임을 가정할 때, 만약 모

든 영점(zero)들 /•，•가 단위원 내부에 존재하고 모든 ”NO 

에 대하여 입력 心”)이 M“에 의하여 제한된다면, 다음 

의 재귀적 2차 Voltena 필터의 출력 X”)은 모든 ”에 

대하여 払에 의하여 제한된다.

U知(宥)•妇—和)y(.n) — <zi(：i)x(n—：i)+
b 드。

h2(iitt2)y(n- zi)aKw-：2)

(23)

식 (14)에서 마지막 항을 무시하면 다음과 같이 정리된 

다.

3(”)旧 + M“一 끄 遊 (24)
/1 71

따라서 식 (24)의 우변이 払보다 작아야 재귀적 2차 

Voltena 필터 (23)이 안정성올 유지하게 된다. 이 조건을 만 

족한다고 가정하고 为이 양수임을 고려하면 다음과 같다.

Mu^7lMy + r2M} (25)

식 (25)의 우변을 라고 놓자

GW’""/’""/ (26)

식 (26)에서 dG(M“dMy=G을 만족하는 유일한 양의 

해, 场,=一 71/272(72는 음수임)를 대입하면,

«)=-去 (邛

그러므로 彳/472을 만족한다면, bK”)l은

A&에 의하여 제한된다. 그리고 식 (27)로부터 |欢”)|의 

최대값에 대한 조건이 결정된다.

心-'吾 (28)

따라서 입력신호의 최대값이 식 (28)의 조건을 만족하고 

모든 영점들 •가 단위원 안에 존재하면 모든 力에 대하 

여 IX”)1，吗를 성립시키는 羽가 존재한다. 즉 식 

(23)의 재귀적 2차 Voltena 필터는 안정성을 갖는다.

IV. 결 론

본 논문에서는 재귀적 3차 및 2차 Voltena 필터의 안 

정성에 대하여 필터의 출력이 유한하게 되는 조건을 유 

도하였다. 유도된 조건으로는 먼저 입력 신호에 관련된 

선형 필터의 계수로 구성되는 다항식의 영점들이 단위원 

의 내부에 존재하여야 하며, 또한 필터 계수에 의하여 결 

정되는 입력 신호의 크기에 대한 제한 조건으로 구성된 

다. 본 논문에서 유도된 조건이 충족되는 경우, 재귀적 

Voltena 필터의 출력은 유한한 값으로 제한되어 안정성 

이 보장된다. 따라서, 입력 신호를 알고 있는 경우에 안 

정성을 갖는 재귀적 Voltena 필터의 설계에 본 논문의 

조건이 적용될 수 있다. 비록 본 논문에서는 3차 및 2차 

Voltena 필터만을 고려하였으나, 4차 이상의 재귀적 

Voltetra 필터에서도 제안된 조건을 용이하게 확장할 수 

있을 것으로 예상된다.
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