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The Detection of Inflection Points on Planar Rational Bezier Curves
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ABSTRACT

An inflection point on a curve is a point where the curvature vanishes. An inflection point is useful 
for various geometric operations such as the approximation of curves and intersection points between 
curves or curve approximations. An inflection point on planar Bezier curves can be easily detected using 
a hodograph and a derivative of hodograph, since the closed form of hodograph is known. In the case 
of rational Bezier curves, for the detection of inflection point, it is needed to use the first and the second 
derivatives have higher degree and are more complex than those of non-rational Bezier curves. This 
paper presents three methods to detect inflection points of rational Bezier curves. Since the algorithms 
avoid explicit derivations of the first and the second derivatives of rational Bezier curve to generate 
polynomial of relatively lower degree, they turn out to be rather efficient. Presented also in this paper 
is the theoretical analysis of the performances of the algorithms as well as the experimental result.
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1. 서 론

곡선과 곡면의 표현에 있어 Bezier방식은 CAGD 
에서 매우 많이 사용되고 있으며, 그 확장인 유리 

Bezier 곡선은 대부분의 CAD/CAM 시스템에서 곡 

선과 곡면의 표현 방식의 일반적인 형태인 NURBS 
의 기초로서 그 의미가 크다. 많은 경우에 있어 

NURBS곡선이나 곡면의 성질을 연구할 때 NURBS 
의 B6zier변환을 이용하게 된다.

곡선상에서 변곡점이란 곡률이 영이 되는 점으로 

정의되며, 이렇게 정의 된 변곡점은 여러 가지 기하 

학적인 응용문제에서 入1용된다. 예를 들면 곡선을 근 

사 하거나, 곡선끼리의 교점을 구할 때 곡선을 분할 

하는 등의 경우에 있어 변곡점을 구하는 문제는 계 

산의 효율성 확보에 있어 중요할 수 있다，1钏. 이와 

같은 변곡점은 평면곡선 상에서만 존재하며, 공간곡 

선의 경우 존재하지 않는다.

곡선상의 변곡점이나 첨점의 계산에는 일반적으로 

곡선의 1, 2차 미분식 이 사용된다. Bezier 곡선의 경 

우 1, 2차 미분식은 그 결과가 역시 주어진 곡선의 

차수보다 하나 낮은 차수의 Bezier 곡선으로 표현된 

다는 것이 잘 알려져 있다. 따라서 "차 Bezier 곡선 

의 변곡점은 2〃-4차의 다항식의 해를 구함으로서 계 

산할 수 있다.

반면에 유리 Bezier 곡선의 경우에는 매개변수로 

표현되는 다항식의 분모를 가지고 있기 때문에 미분 

결과가 복잡해지고 차수도 원래의 차수보다 매우 높 

게 된다. 그러므로, 유리 Bezier 곡선의 변곡점이나 

첨점 계산은 Bezier 곡선의 경우보다 차수가 높고 복 

잡한 식의 계산을 요구한다. 이러한 이유로 유리 

Bezier 곡선의 첨점이나 변곡점을 더 효율적으로 구 

하는 방법에 대한 연구가 진행되어 왔다"，.

본 논문에서는 유리 Bezier 곡선의 변곡점을 구하 

는 기존의 방법들에 대해서 논의하고, 보다 효율적 

으로 변곡점을 구하는 새로운 방법을 제시하고자 한 

다. 본 논문의 제 3절에서는 유리 Bezier 곡선을 직 
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접 미분하여 얻어진 식을 이용하여 변곡점을 구하는 

방법을 설명한다. 제 4절에서는 유리 Bezier 곡선의 

스케일드 호도그래프。1를 이용해서 구하는 방법을 소 

개한다. 그리고, 본 논문에서 제안하는 새로운 방법 

으로서, 주어진 식을 적절히 조작하여 필요한 계산 

량을 극소화 시키는 알고리듬을 제 5절에서 소개한 

다. 마지막으로, 제시된 알고리듬들을 구현한 후 실 

험을 통해 얻어진 데이터를 분석하여 각 알고리듬들 

의 수행도에 대해서도 논의한다.

2. 곡선의 곡률과 변곡점의 정의

곡률은 곡선이 휘는 정도에 대한 정량적인 수치이 

다. 곡선 에 대하여 곡률 K는 다음과 같이 정의된다.

，-IR'(QxR"(nl ⑴

R(r)상에서 변곡점은 k=0인 점에서 발생한다. 즉, 

(財0일 때, 변곡점은 R，(r)xR”⑺=0인 경우 k=0가 

되어 그 때의 값이 곡선상의 변곡점이 된다. 따라서,

F = R'(r)xR"(«) = X'(r)F(r)-X"(?)r(f) (2)

라고 하면, F=0의 해가 주어진 곡선상의 변곡점이 

된다.

3. 유리 Bezier 곡선의 직접적인 미분식 

올 이용한 변곡점 계산(DS방법)

”차 유리 Bezier 곡선은

R(r)=耳------------- (3)

과 같이 정의된다. Rp은 조정점이며, M는 각 조정점 

에 대한 가중치, 田은 Bernstein 기저를 나타낸다. 

식 (3)의 유리 Bezier 곡선을 미분하면 식 (4)와 같 

이 차수가 2〃이 되는 유리 Bezier 곡선으로 나타낼 

수 있는 적절한 Q)가 존재하는 것이 알려져 있다«

玄心""。)Qj

R'(，)K&------------- ⑷

./ = »

따라서 차수가 〃인 유리 Bezier 곡선을 3] 미분하 

면 21 〃차 유리 Bezier 곡선으로 표현할 수 있다. 즉, 

k=2인 경우인 2차 미분식은 4"차 유리 Bezier 곡선 

이 된다.

식 (4＞를 적용하여 식 (2)에 대입한 후 변곡점을 

구하는 방식을 직접 치환법(DS: Direct Substitution) 
이라 하자. DS법을 사용하는 경우 차수가 〃인 유리 

Bezier 곡선의 변곡점은 분자와 분모가 각각 6”차인 

유리식의 해에 해당된다. 따라서 유리식의 해를 구 

하기 위해서는 분자 부분이 0이 되는 값을 구해야 

하므로, 결국 6〃차의 식을 풀어야 한다. 이 때 최대 

6"개의 해 중에는 변곡점으로서 적절치 않은 해도 

있음을 유의해야 한다.

4. 스케일드 호도그래프를 이용한 변곡점 

계산 (SH 방법)

유리 Bezier 곡선의 식 ⑶을

R⑴嗚3，四印 ⑸

라고 나타내면, 그 미분은

R3 = m)N(r)-D(f)N ⑺
D\t)

와 같이 구할 수 있으며, 다음과 같이 변형할 수 있 

다.

D2(?)R'(r) = D(r)N'(f)-D'(/)N(r) (7)

윗식에서。切以)이기 때문에 식(7)의 우변은 R、(t) 

와 방향이 같게 된다. 주어진 유리 Bezier 곡선의 접 

선벡터의 방향만이 중요한 경우 식 (7)의 우변은 계 

산량의 측면에서 매우 큰 의미를 가진다.

식 (7)의 우변 항을 M-2차의 Bezier 곡선으로 표 

현한 것을 스케일드 호도그래프, Hs(f), 라고 부르며, 

는 다음과 같이 나타낼 수 있음이 알려져 있다时.

恥
=D:(z)R'(?)

=D(t)N'(z)-D'(r)N(z)
(卜El) ： J丄 Dii

2/1-2
=Z舟£ 

so
(8)

丿

1J
여기서 1)5=叫叫_,+侦£"(Rw + Rj) 이고 r는 

주어진 유리 BEzier 곡선 R&의 조정점 이다.

Theorem 1. Hs(f)xH'$(f) = 0 인 /에서 R(Fy는 변 

곡점을 갖는다. 그 역도 항상 성립한다.
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Proof) 식 (7)에서

H's(f)
=(DW)R0))，

=2D(r)D'(r)R'(r)+D2(r)R"(0 (9)

와 같이 되며, 식 (8)과 식 (9)를 이용해서 氏。)와 

Hk(r)의 외적을 구하면 다음과 같다.

H(/)xH's(r)
=D2(?)R'(/)x(2D,(«)R'(0+D2(0R"(0)
= (D2(f)R'(f))x(2£>'(z)R'(f))

+ (£>2(?)R'(r))x(O2(r)R"(f))

=D4(/)(R'(?)xR"(/)) (10)

P(0*0  이므로R(r)xR”“) = 0 의 해와 Hs(z)x 
H's(r)=021 해는 항상 같다. QED

Corollary 2. Hs(r)xH，s(0 = 0는 4〃-6차의 다항 

식이다.

Proof) Hs(z) 는 원래의 유리 Bezier 곡선이 "차 

일 때 차수가 2"-2인 Bezier 곡선이다. H'N) 는 

2"-3차의 Bezier 곡선이 된다. 그러므로, Hs(z) 
는 物-5차의 다항식이 되어야 한다.

그런데 , 瓦。) 와 H's。) 는 적절한 실 계수 a, b、 

에 관하여 아래와 같은 다항식으로 나타나며

Hs(r)
= (X(r),W))

(2n~1 2/1-2 )
= £ ”, £ I서

V 1 = 0 1 = 0 )

=(a2n-2t2，'~2^a2n_3t2rt~3 + ……+«o,
= b2n_2t2l-2 + b2n_it2'1-3 +......+ bQ) (11)

H's(0
= (Y(r),F(r))

<2n-3 2h-3 )
£ ia『,£财

"i = 0 1 = 0 )

=((2〃-2)也项"” 十⑵-珈瞞一3产*+ ……， 

(M-2)2京2产「3 + (2宀......)

(12) 

식 (11)과 (12)를 HK)xHs(r) = 0에 대입한 후 최 

고차 항의 계수를 살펴보면 다음과 같다.

Hs(/)xH's(0

그 X(r)F(D—XQW)
=(⑵-2)知〃一M臨顼物”+

=((2刀-3)&&_力2,一3 +(2门-2)£0_3妁—2)产七..)

=((2宀2)也顼京2严七
=((2/7-珈2”_2妁-『(2〃-3"新—/M — 2)产 *……)

=(S-/新-厂"m-Mm-3)产* + … (13)

즉, 식 (13)의 최고차 항인 严，의 계수가 0이 되며, 

따라서 氏⑺ xH\(r) 의 차수는 S6이 된다. QED

5. 분모 제거법을 이용한 변곡점 계산법

(DM 방법)

식 (3>의 변형인

D(0R(r)=N(r) (14)

의 양변을 미분하면

D '(0R(0+^(CR'(0=N'W (15)

와 같고, 식(1»의 양변을 한번 더 미분하면

D")R(f)+2O(r)R'(r)+£y)R«)=N”(f) (16)

이 된다. 식 (15)과 (16｝를 적절히 변형시키면

D(t)R\t)=N\t)-D'(t)R(t) (17)
2M)R3+D(r)RM)二N%)—D”(f)R(f) (18)

이 된다. 식 (17)와 (18)의 좌변끼리의 외적을 구하면

£)(0R'(r)x(2DV)R，(0+^(0R"(?))
=2D(r)R'(0xDV)R'(?)+£>(0R'(0xD(0Rn(^ 
=D(0R'(r)xD(?)R"(0
=D:(r)(R'(r)xR"(0) (19)

와 같다. 즉, 식 (19)에 의해 식 (17)과 (18)의 좌변 

끼리 외적한 결과의 해는 R0)xR”(r)의 해와 같고, 그 

해는 R(0의 변곡점이 된다. 식 (17)와 (18>의 우변 

끼리 외적한 것을 구하면

(Ng)貿)R(D)x(N”(n-D”(f)R(f))

=(N,(r)xN"(0)-(N'(0xD"(^)R(0)-
(D'(/)R(r)xN"(0)+(^'(r)R(0)xD"a)R(0)

=(N,(0xN"(0)-(N,(0xD,,(?)R(0)-
(D(r)R(gN”⑺)

=(N( W(f))—(N(g”)쓸胡)-

(£地) 쓸糸 xN"))

=(N⑺〉〈N”(Q一으芹 (N'(/)xN(r))-

笑普(N(r)xN"(r))

=J_ (Da)(N'(r)xN"(^))-^"(0(N'(^)xN(z))- 
D(f)
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£>'(/)(N(z)xN"(r)))
=万东(£")(N“)xN''(r))+ZW)(N"(少〈N。))+

D"(/)(N(r)xN'(0)) (20)

이 된다. 따라서 식 (19)과 (20)에 의해서 다음과 같 

은 식이 성립한다.

D2(/)(R'(;)xR"(rt)
=点(D(r)(N'(r)xN”(,))+

Z)'(r)(N"(0xN(r))+O "(/)(N(r)xN'(r))) (21)

식 ⑵)에서 좌변을 R0)xR”⑺만 남기고 정리하면 

다음과 같다.

= ^-((D(f)(N'(r)xN"a))+
D (0
£)'(r)(N"(?)xN(f))+D "(O(N(z)xN'(r))) (22)

따라서 변곡점을 구하기 위해서는 아래의 식 (23)의 

해를 구하면 된다.

地)边⑺(N”)xN”U))+
D'(f)(N”(gN(t))+D"(t)(N(t)xN'(r)) (23)

따라서 아래와 같은 정리가 성립된다.

Theorem 3. ./(0=£,(0(N,(/)xN"(z))+DV)(N"(?)xN(?))+ 
£>”(r)(NU)xNm)의 해가 유리 B&ier 곡선의 변곡점이 

다.

Proof) 생략

CoroUary 4.冷)=D(以N'(r)xN"(r))+D'U)(N''(r)xN。))+ 

D”(t)(N(r)xN(r))는 M-4차의 다항식이다.

Proof) 위의 식은 3개의 항으로 구성되어 있는데. 

각 항의 차수는 〃+3-1)+("-2)=3〃-3이 된다. 그런데, 

각 항의 외적하는 부분에서 최고차 항이 앞장의 경 

우와 같이 사라지므로 각 항의 차수는 1이 줄어들게 

된다. 그러므로 위의 식의 차수는 3〃-4가 된다. QED
다음의 그림은 SH방법과 DM 방법을 실제로 구현 

하여 변곡점을 찾아본 그림이다.

6. 실험결과 분석

본 장에서는 유리 Bezier 곡선의 변곡점을 구하기 

위하여 제시된 세가지 알고리듬을 구현하고, 실험을 

통하여 각 방법들의 상대적인 장단점을 살펴 본다 

차수가 3인 경우세서 10인 경우 까지 각 100개의 예 

에 대해 Fig. 2에서 보는 바와 같이 계산 시간의 합 

을 측정하였다. 우선각 차수에 대해서 수행 시간을

a) 3 차 유리 B6zier 곡선

q , •
穴4

夕 ,

1

.港…………：:。

b) 8 차 유리 BC기er 곡선
Fig. 1. Calculation of inflection points on rational Bezier 

curves.

조사하였다.

DM 방법의 경우 유리 Bezier 곡선이나 Bezier 곡 

선을 직접 미분하는 과정이 없기 때문에 다른 방법 

들 보다 계산에 대한 부담이 훨씬 적어진다.

차수가 5까지는 DM법의 계산 시간을 1이라고 했 

을 때 SH법은 대략 2, DS방법의 경우에는 8정도의 

비율을 나타낸다. 하지만 차수가 높아질수록 이 비

(
八
으
코
%
이
 K

「E3DS방법 ・SH방법 ・DM방법I

Fig. 2. Time needed for calculation (degree vs. time).
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23456789 10
변꾹절어 7|수

Fig. 3. Calculation time summation of the inflection points of 
100 curves for each degree.

율은 커진다. 그래서, 차수가 10인 경우에 DM방법 

의 계산 시간을 1로 하면 같은 차수에서 SH법은 3, 
DS법은 13.5정도의 비율이 된다.

Fig. 3은 DM법의 경우에 각 차수에서 변곡점의 

개수와 수행속도의 관계를 보여주고 있다.그림에서 

잘 묘사되고 있으며 또 예측되었던 결과이듯이, 곡 

선의 차수가 같다면 DM법의 수행 속도는 변곡점의 

개수와는 무관하다. 이는 다항식 처리기가 모든 가 

능한 해를 한꺼번에 계산한 다음, 각 해가 변곡점으 

로서 적절한지 여부를 확인하기 때문이다.

7.결 론

본 논문에서는 유리 Bezier 곡선의 변곡점을 구하 

는 효율적인 방법을 제시하고, 실험을 통해서 다른 

방법들에 대한 수행 성능을 비교하여 보았다.

SH방법과 DM방법은 유리 Bezier 곡선을 직접 미 

분하는 과정을 거치지 않고 변곡점을 계산하기 때문 

에 상대적으로 차수도 감소하고 이로 인해 계산량도 

현저히 줄일 수 있는 방법이라고 하겠다. 특히 실험 

결과에서도 나왔지만, 본 논문에서 새로이 제시된 

DM방법이 수행 속도에서는 탁월한 결과를 보인다.

앞으로 본 논문에서 제시된 방법들을 확장하여 

NURBS-곡선에 대해서도 이와같은 문제를 고찰 할 

필요一가 있다.
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