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ABSTRACT

There are many available algorithms based on the different approaches to solve the intersection 
problems between two curves. Among them, the implicitization method is frequently used since it 
computes precise solutions fast and is robust in lower degrees. However, once the degrees of 
curves to be intersected are higher than cubics, its computation time increases rapidly and the 
numerical stability gets worse. From this observation, it is natural to transform the original prob­
lem into a set of easier ones. Therefore, curves are subdivided appropriately depending on their 
geometric behavior and approximated by a set of rational quadratic Bezier curves. Then, the im­
plicitization method is applied to compute the intersections between approximated ones. Since the 
solutions of the implicitization method are intersections between approximated curves, a num­
erical process such as Newton-Raphson iteration should be employed to find true intersection 
points. As the seeds of numerical process are close to a true solution through the mix-and-match 
process, the experimental results illustrates that the proposed algorithm is superior to other al­
gorithms.

Key words : Intersections, Planar curve, Bezier curve, Hodograph, Curve characterization, Im­
plicitization, Newton-Raphson

1. 서 론

곡선 및 곡면의 교점 계산은 CAD/CAM 시스템, 

컴퓨터 그래픽스 시스템, 지리정보 시스템, 계산 기 

하학에서의 많은 문제들 등과 같이 기하에 관련된 

많은 응용에서 자주 사용되는 근본적이고 중요하지 

만 실질적으로 매우 어려운 문제이다.

좋은 교점 계산 알고리즘은 빠르게 (efficiency of 

the algorithm) 정확한 해를 구해야 하며 (precision of 
the solution) 다양한 입력 데이터에서도 잘 수행되어 

야(robustness of the algorithm) 한다. 곡선 및 곡면간 

의 교점 계산을 위해 다양한 접근 방법에 기초하여 

많은 알고리즘들이 개발되어 왔으나 이와 같은 세 

가지의 요구 조건을 동시 에 만족하는 알고리즘을 찾 

기는 쉽지 않다'七

본 논문은 두 개의 임의의 차수의 Bezier 곡선들 

간의 교점을 계산하는 Mix-&-Match 알고리즘이라 

불리는 새로운 알고리즘을 소개한다. 본 논문에서는 

평면 곡선을 그 대상으로 하며, 주어진 두 개의 곡선 

들이 접하거나 중첩되는 경우에 대해서는 논의의 대 

상에서 제외한다.
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본 논문에서 제안하는 Mix-&-Match 알고리즘의 

이해를 돕기 위해서 2절에서는 문헌 조사를 통해서 

기존의 알고리즘들의 장, 단점들을 설명한다. 3절은 

본 논문의 본론으로서 제안하는 알고리즘에 관하여 

상세히 설명하며, 4절에서는 본 논문에서 제안한 

Mix-&-Match 알고리즘의 특징과 수행도에 대해서 

다른 알고리즘과 비교 분석한 자료를 제 시 한다.

2. 문헌 조사

평면 곡선들 간의 교점 계산에 대한 연구들은 대 

체로 뉴턴랩슨 순환법 (Newton-Raphson iteration), 
분할법 (subdivision), 근사법 (approximation), 음함수 

화법 (implicitization) 등과 같이 분류될 수 있다.

잘 알려져 있듯이 뉴턴-랩슨 순환법은 좋은 초기 

해가 주어지면 구하고자 하는 해에 아주 빠르게 수 

렴하지만, 초기 해가 좋지 않을 경우 엉뚱한 해로 수 

렴하거나 발산할 수도 있어 초기 해에 매우 의존적 

이다. 다만, 순환법의 변종이라고 할 수 있는 Bezier 
클리핑의 경우는 초기 해를 필요로 하지 않는다四.

Bezier 분할법과 같은 분할법은 원래의 문제를 몇 

개의 더 간단한 문제들로 분할한 다음에 이들 간의 

교점 계산을 재귀적으로 수행하는 방법이다. 이 방 

법은 초기 해를 계산하는 과정을 필요로 하지 않지 

만, 수렴 속도가 느리고 기억 장소를 많이 필요로 한 

다".

근사법은 개념적으로 가장 간단하며 프로그램 으 

로 구현하기도 쉽다. 이 방법은 곡선들을 선분이나 

원호와 같은 낮은 차수의 곡선으로 근사하여, 근사 

한 곡선들 간의 교점으로 원래 곡선에 대한 교점을 

계산한다. 좋은 해를 갖기 위해서는 많은 계산과 기 

억 장소가 필요하다.

음함수화 방법은 두 곡선들간의 교점 계산의 문제 

를 하나의 변수를 갖는 다항식의 문제로 변환시킨 

다. SederbergUM에 의하면, 이 방법은 4차 이하의 곡 

선의 경우 기존의 다른 알고리즘에 비해서 가장 빠 

른 방법이라고 한다. 그러나, m차의 곡선과 n차의 

곡선에 대한 교점을 계산하는더】, m*n 차의 다항식이 

만들어지므로叫, 다항식의 차수는 교차하는 곡선들 

의 차수에 대해서 2차적으로 증가한다는 것을 알 수 

있다. 예를 들어, 차수가 각각 7과 8인 두 개의 곡선 

이 교차하는 경우에 교점에 대한 다항식의 차수는 

무려 56차나 된다. 이 때문에 계산 시간이 매우 빠르 

게 증가할 뿐만 아니라, 수치 오차 또한 매우 커지게 

된다. 또한, 종결식의 계산과 교점 다항식을 계산하 

기 위한 연산의 전 과정을 통해서 다항식의 계수에 

매우 큰 수치 오차가 누적되므로, 해의 질을 떨어뜨 

리는데 결정적인 영향을 미치게 된다.

3. Mix-&-Match 알고리즘

본 논문에서 소개하는 Mix-&-Match 알고리즘은 

곡선의 모양에 따라 곡선의 특성점을 찾아내서, 이 

들 점에서 곡선을 분할한다. 그 후, 각 곡선 조각을 

유리 2차 Bezier 곡선으로 근사시킨 다음, 근사 곡선 

들 간의 교점 계산을 효율적으로 수행하여 초기해를 

계산하고, 이 초기해를 이용해서 뉴턴-랩슨 순환법 

을 수행하여 원하는 교점 을 계산한다.

근사 곡선간의 교점 계산을 효율적으로 수행하기 

위하여 두 개의 유리 2차 Bezier 곡선간에는 음함수 

화법을 이용하여 교점을 구하며, 그 결과를 뉴턴-랩 

슨 순환법의 초기해로 사용한다.

본 논문에서 교점을 계산하고자 하는 평면 곡선인 

n차의 Bezier 곡선은 다음과 같이 정의할 수 있다心.

C(t)我 w也 B；(t) ⑴

S"(t)= te[O, 1]

3.1 곡선의 분할

임의의 Bezier 곡선을 분할함에 있어 주어진 곡선 

을 일정한 파라메터 간격이나 현의 길이 등과 같은 

기준으로 나누는 방법을 생각해 볼 수 있다. 이 방법 

은 얼마나 많은 조각들로 나눌 것인가에 대한 이론 

적인 배경이 없을 뿐만 아니라, 주어진 곡선을 보다 

낮은 차수 - 예를 들어 선분 - 의 곡선으로 근사할 경 

우에 첨점 등과 같은 부위에서 매우 심각한 근사 오 

차를 유발할 가능성이 크다. 이 때문에 본 논문에서 

는 곡선의 형상 특성을 정의하고, 주어진 곡선의 형 

상 특성점을 찾아내어 그 점에서 곡선을 분할하여 

주어진 곡선을 다수의 간단한 곡선 조각들의 집합으 

로 변환시키는 방법을 사용하였다.

곡선의 형상을 분석하는 기법은 기존에 여러 가지 

문헌에서 보고되고 있으며。”坷, 특히 본 논문에서는 

Hodograph를 이용하여 곡선의 형상을 분석하는 방 

법을 사용하였다俱 참고문헌 8은 주어진 Bezier 곡선 

의 형상을 그 곡선의 Hodograph와 원점과의 상대적 

인 위치를 이용하여 Bezier 곡선상에 존재하는 변곡 

점, 첨점, 그리고 켤레점과 같은 특성점의 존재를 판 
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단하고 계산하는 방법을 제시하고 있으며 , 특히 3차 

곡선의 경우에 대하여 자세히 논하고 있다. 만약에 

어떤 곡선이 변곡점과 첨점이 없고, 곡선의 접선뿔 

(tangent cone>의 내각이 “를 넘지 않는다고 하면, 그 

곡선은 단순곡선이라고 정의된다.

임의의 매개 변수 곡선을 c(t)=(x(t), y(0) 라면, 곡 

률 K는 다음과 같이 정의된다肉.

.---------i p— w|c(이

변곡점은 곡률이 사라지는 곡선상의 점으로 정의 

되기 때문에, 다음의 식

—> —> ―>
i j k

c(t)Xc(t)= x(i) y(i) 0

x(t) y(t) o

—> ―>
={x (t) y(i)-y(i) x (f)} = 0 (3)

은 곡선 위의 변곡점이 되는 조건을 제공한다’ 따 

라서, 다음과 같은 식을 정의하면

F(t) = x(t)y(t)-y(t)x(t) (4)

F(t)=O에 대한 해는 곡선 위의 변곡점을 정의하며料 

이 다항식을 다항식 해석기(polynomial solver)로 풀 

면 주어진 곡선상의 변곡점을 구하게 된다. 참고로 

다항식 해석기는 Muller 방법을 이용한 것이며 , 인터 

넷 상에서 내려 받기 (down load)를 한 소스 코드 

(source code)로 구현하였다''”.

첨점은 주어진 곡선의 일차 미분값이 사라지는 점 

으로 정의할 수 있다. 첨점을 갖는 곡선은 그 점에서 

c" 연속은 만족하지만, C 연속성은 보장되지 않는 

다. 따라서, 첨점을 가진 곡선을 몇 개의 낮은 차수 

의 곡선으로 근사하고자 할 때, 첨점에서 곡선을 분 

할한 후 각각을 근사화 하는 것이 전체 곡선의 근사 

오차를 줄이는 데 효과적이다. 곡선 위의 첨점은 x(t) 

=0와 >《)=()두 식을 동시 에 만족하는 파라메터 값에 

서 발생하므로 주어진 곡선에서 최대한 개가 있 

을 수 있다.

'식 (4)에서 F(/>의 차수는 X©와 点>의 차수가 Z이고 X0 
와 却>의 차수가 ”-2이기 때문에 山-3인 것같이 보이지만, 

실질적으로 식을 전개하면 차수가 가장 높은 항이 없어지 

기 때문에 항상 2好4가 된다.

Fig. 1. Conjugate tangent vectors in the hodograph of a 
curve.

주어진 곡선이 변곡점이나 첨점을 갖지 않더라도 

곡선의 접선뿔(Tangent cone)回의 내각이 兀를 넘게 

되면, 매개변수의 유효 영역이 [0, 1)인 유리 2차 Be 
zier 곡선으로 근사시키기 어렵게 되어, 차후에 유리 

2차 곡선간의 교점을 계산하는 데 있어 문제점을 야 

기시킬 수 있게 된다. 따라서, 이와 같은 곡선의 경 

우도 곡선을 분할하여 각 곡선 조각들이 매개변수의 

영역을 [0, 1]로 가지는 유리 2차 BSzier 곡선으로 근 

사 시킬 수 있게 한다. 이는 곡선 위의 켤레점을 찾 

는 문제와 같다.

켤레점이란 주어진 곡선에서 한 끝점에서의 접선 

벡터와 평행한 접선벡터가 발생하는 점으로 정의된 

다. 따라서, 주어진 곡선의 접선뿔의 각도가 n를 넘 

을 때는 켤레점이 존재하게 된다. 따라서, 변곡점과 

첨점이 없는 곡선의 양 끝점의 켤레점을 모두 찾고 

그 점에서 곡선을 분할하면 각 곡선 조각들은 단순 

곡선이 된다. 변곡점과 첨점이 없으면서 접선뿔의 

내각이 n 보다 큰 곡선의 Hodograph, h(t), 가 Fig. 
1과 같이 주어진다고 가정할 경우, 점에 대응하 

는 켤레점은 와 원점。를 지나는 직선과 와

Fig. 2. A cubic Bezier curve with one inflection point is 
subdivided at the inflection point.
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의 교점 7i(f(/)로써 주어진다. 万(乌)에 대응하는 켤레점 

도 유사하게 구할 수 있다.

Fig. 2는 하나의 변곡점을 갖는 3차 Bezier 곡선을 

보여 주고 있다. 이 곡선의 변곡점에서 분할이 수행 

된다면 2개의 단순곡선으로 나누어 진다.

32 유리 2차 Bezier 곡선으로의 근사

변곡점과 첨점, 그리고 켤레점들과 같은 특성점들 

의 매개 변수값은 그 곡선의 Hodograph로부터 쉽게 

계산할 수 있다. 이론적으로는 De Casteljau 알고리 

즘과 같은 직접적인 방법을 적용하여 이들 특성점에 

서 곡선을 분할해서 단순 곡선들의 집합으로 만들 

수 있다. 그러나, 본 알고리즘에서는 주어진 곡선이 

어디서 분할되면 원래의 곡선이 단순 곡선의 집합으 

로 나타날 것인가의 정보만을 필요로 하므로, 주어 

진 곡선 상의 특성점에 해당되는 매개 변수 값만을 

저 장하는 방법을 택하여 계산의 효율이 높도록 설계 

하였다.

유리 2차 Bezier 곡선은 다음과 같이 정의할 수 있 
다2~13].

)二庐3(，) + 1七如8《(£)+ 可力疸项(£) 

讀)+ w 渣 7 (f) + wR 项(£) 

y[0, 1]

Fig. 3에서 보이듯이 단순곡선은 유리 2차 Bezier 
곡선으로 쉽 게 근사될 수 있다. 원래 곡선의 양끝 조 

정점을 그대로 유리 2차 곡선의 끝 조정점으로 사용 

하고, 중간 조정점은 양 끝점에서의 접선간의 교점 

으로 계산한다. 근사하고자 하는 유리 곡선을 표준 

형으로 볼 수 있기 때문에 양끝의 가중치 , 巧와 的는 

1로 둘 수 있으며, 紿은 근사하고자 하는 곡선 위를 

지나는 점 尸를 이용하여 구할 수 있다⑵.

Fig. 3. Approximation of a simple Bezier curve of de­
gree 5 using a rational quadratic Bezier curve.
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3.3 유리 2차 Bezier 곡선들 간의 교점 계산

교점을 계산하고자 하는 곡선 G(砂와 C")이 각각 

0=｛0®)|imsS,，는 정수｝과 0=俭"冲勻*  

n2, j는 정수｝로 근사 되 었다고 하자. 이 때 ”과 ”2는 

각 곡선의 기하학적 인 복잡도에 따라 결정되는 유한 

한 정수이다. 따라서 , 유리 2차 곡선 집합 0과 0로 

부터 구한 모든 교점들은 원래 곡선 G(s)와 CJ)간 

의 교점을 구하기 위한 초기 해를 만들게 된다.

일반적으로 매개 변수 곡선은 항상 음함수식으로 

변환될 수 있으며, 이 과정을 음함수화(implicitiza- 
tion)라고 부른다山財1 1차나 2차의 다항식 인 경우에 

는 직접적인 방법으로 음함수화가 쉽게 가능하며, 

고차 다항식의 경우는 종결식 (resultant)을 이용하여 

기 계적으로 구하는 방법이 알려져 있다". 음함수화 

방법을 유리 2차 Bezier 곡선들 간의 교점 계산에 적 

용하면, 4차의 교점에 관한 다항식을 만들어 낸다. 

4차의 다항식에 대해서는 Ferrari방정식으로 알려진 

일반적인 해법이 존재하며, 이 방법은 수치적인 과 

정이 아니기 때문에 4차 방정식의 해를 신뢰성 있고, 

빠르게 얻을 수 있다叫

교차하는 두 개의 유리 2차 Bezier 곡선들을 각각 

0(">와 &(v) 라고 하자. 이 때 0W)가 식 (5)와 같이 

주어진다면 이를 이용하여 아래의 식을 만들 수 있다.

x(v) = + W/2)" + 2(-+

)9)="，澎。-2”3，1 + >%>，2)1，2 + 2(-”，0，0+03])1，+叫％

w(v) = (w0-2w1 +w2)v2+2(-w0+w1)v +w0 (6)

만일

Vx(x, v) = w(v)x -x(v)
Vy(y, v) = w(v)y -y(v) (7)

라면, x=x(v)/w(v)이고, y=y(v)/w(v) 일때 Vx(x, v)=Vy 
(y, v)=0가 항상 성립한다. 이것은 X，y의 값이 곡선 

fi2(v) 상에 있을 경우에는 항상 崎와 *가 공통근을 

가진다는 것을 의 미한다. 식 (6)은 모두 V에 관한 2차 

다항식이기 때문에 식 (7)은 아래와 같이 재정리될 

수 있다.

Vx(x,v)= ?>2v2 + q>[V + ?>o

Vy(y, v) = ^v2+yjv+% (8)

식 (8)의 두 다항식의 종결식은 다음과 같이 주어진다.

(甲2%) (?2%)
*(*，％)=(知6)(?!%)'

Yj)= - VJi (9) 



평면 곡선의 교점 계산에 있어 곡선 특성화, 분할, 근사, 음함수화 187

여기서 <pr와 %가 각각 X와 y에 대한 선형식이기 때 

문에, 식 (9)는 적당한 계수 kh z=l, .... 6, 에 대해서 

다음과 같은 2차 방정식으로 변환이 될 수 있다.

R(Yx, Vy) = ktx2 + k2)cy +k^y2 + k^ +k5y +k6 (10)

*(x, v)와 Vfy, v)가 공통근을 갖기 위 해서는 종결 

식이

R(yx, *)= o (11)

조건을 만족하여야 하며, 이 때 식 (11)이 00)의 

음함수 표현이다. 음함수화된 0(v)의 각 항에 매개 

변수로 표현된 0(")를 적절히 대입하면 아래와 같 

은 다항식을 얻을 수 있다.

2
-4- k 2 x(w) 卩("「 + kc 次)]

W(M) W(M) w(u) W(H)

X(M) 
w(").

+ *5 y(«)
W(H)

+*6  = 0 (12)+知

여기서 w(u), x(u), y(“)가 모두 “에 관한 2차 다항 

식이고 w(砂丰0이기 때문에, 식 (12)는 "에 관한 4차 

방정식이 되며 이 식의 근은 2차 곡선 Q(“>와 Q2(v) 
의 교점을 의미한다. 이 식으로부터 구한 "가 유효 

범위 내에 존재한다면 그 결과는 2>(«) 곡선상의 옳 

은 교점이 된다. 계산된 교점의 Q(v) 상의 매개 변수 

V의 값을 찾는 것은 inversion 프로세스를 통해서 이 

루어 진다.

Q(“)와 02(v) 간의 교점을 계산하는 과정을 간단 

히 정리하면 다음과 같다.

단계 1. 종결식을 이용해서 곡선 0(v)의 음함수식 

R(x, y)=0를 구한다.

단계 2. 매개 변수식 0(“)=(x(“), y(砂)를 음함수식 

R(x, y)=0에 대입해서 R(x("), y(“))=0를 얻는다.

단계 3. Ferrari 방정식을 이용해서 다항식 R(x(u), 
y(砂)의 모든 실근을 구한다. 이 들 근은 0(“) 상의 교 

점의 매개 변수값을 의미한다.

단계 4. 단계 3에서 계산한 매개 변수에 대응되는 

Q(“) 상의 교점의 좌표값을 계산한다.

단계 5. Inversion 프로세스을 이용하여 곡선 Q2(y) 

상의 대응되는 매개 변수값을 구한다.

3.4. 필터링 과정

주어진 곡선간의 교점수가 많지 않을 경우에도 그 

곡선들의 형상이 복잡하다면 많은 수의 유리 2차 곡 

선으로 근사 될 수 있다. 이 경우에 모든 초기 해를 

계산해야 하는 유리 2차 곡선간의 교점 계산을 위한 

조합의 수는 매우 커지게 되고 교점 계산에 드는 비 

용도 그만큼 많이 들어 간다.

따라서, 두 개의 유리 2차 곡선을 포함하는 바운딩 

박스들의 중첩 여부에 관한 검증을 실제 교점 계산 

이 전에 수행하는 것이 도움이 될 경우가 많다. 만약 

에 바운딩 박스가 중첩이 되지 않으면 두 개의 유리 

2차 Bezier 곡선들 간의 교점을 계산할 필요가 없게 

된다. 계산의 효율을 위하여 바운딩 박스를 만드는 

방법을 다음과 같이 개발하였다.

유리 2차 Bezier 곡선이 표준형(>的=旳=1)으로 되어 

있다고 가정하자. Fig. 4에서 보듯이, 가중치 점 a(와 

皿이 알려져 있으면, 표준형에서 중간 가중치 叫는 쉽 

게 구할 수 있다'지. 반대로 的이 알려져 있으면 와 

ar을 다음과 같이 쉽게 구할 수 있다. 점 아와 们을 선 

분 q血과 선분 % 9을 로 각각 분할하는 점이라 

고 가정을 하자. 그러면 다음의 식들이 만족된다.

a<)= (l-0?n + ^i (13)

«i =(1-0<72 + ^i (14)

ratio(qb, a0, gi)=ratio(Q, %, ?i)=w, (15)

이기 때문에 , I의 값은 다음과 같이 계산된다.

선분 么依에 평행하고 곡선에 접하는 선분 a。%을 

구하면 사각형 么)%6的2를 포함하는 X, y 좌표계 에 평 

행한 바운딩 박스를 손쉽 게 만들 수 있다.

이와 같은 필터링 과정을 통하여 바운딩 박스가

偽

2매개 변수，。가 주어졌을 때, x(r)/w(z), y(r)/w(/)에 대한 식은 

곡선 C(t) 위의 이에 대응되는 좌표값 (皿 %)를 쉽 게 계산할 

수 있다. 종결식을 이용하면 반대의 작업도 가능하다. 즉, 

곡선 C(/)위의 어떤 점(为, 川)이 주어 졌을 때, 이에 대응되는 

매개 변수값 4를 계산할 수 있다. 이 과정을 inversion 프로 

세스라고 한다.
Fig. 4. A bounding box using the rectangle q0, aQ, ax, q2 

includes the rational quadratic Bezier curve.
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Fig. 6. Examples of intersection points computation 
between two cubic curves: a) 6 intersections, b) 
4 intersections, c) 2 intersections, and d) 4 in­
tersections.

중첩하지 않는 경우를 무시하면 실제로 교차하지 않 

는 곡선들 간의 교점 계산에 드는 시간을 상당량 줄 

여 주게 된다.

3.5 뉴턴•랩슨 순환법의 적용

Bezier 곡선들 간의 실제 교점은 유리 2차 곡선들 

간의 교점을 초기 해로 놓고 뉴턴-랩슨 순환을 이용 

하여 구하게 된다. 뉴턴-랩슨 순환은 잘 알려져 있으 

므로 간단히 언급하면, 초기해 S(%, V。)에서부터 교 

점 X"=X(X는 실제 교점)으로 접근하는 과정은 Fig. 
5와 같다.

Fig. 6은 알고리즘의 구현의 결과를 보여 준다. Be 
zier 곡선들 간의 교점에 대한 다양한 예들이다’

4. 알고리즘의 수행도 평가

4.1 Mix-&-Match 알고리즘 자체에 관한 분석

본 논문에서 제안한 알고리즘의 특성과 수행도를 

알아 보기 위해서 3차 곡선을 대상으로 몇 가지 실 

험을 해 보았다. 실험 대상이 되는 곡선은 난수로 발 

생시킨 200 쌍의 Bezier 곡선들이다. 실험은 다음의 

세 가지 질문에 답할 수 있게 설계되었다.

1) 초기 해 S 와 교점，頫사이의 거 리

2) 초기 해로부터 교점 으로 수렴하는 반복 횟 

수 (twelance 10e-6)
3) 초기 해의 계산과 초기 해로부터 뉴턴-랩슨 순 

환법이 진짜 해를 구하는 것의 비율

1) 의 결과는 L474로 나왔는데, 200 쌍의 3차 

Bezier 곡선들에 대한 조정 다각형의 평균 길이가 

280.73임을 감안할 때, 초기해와 X”의 거리는 아주 

미미하다는 것을 알 수 있다.

2) 는 3.195회로 초기해 S로부터 거의 3회 정도의 

반복만 수행하면 만족하는 범위 내의 교점을 계산할 

수 있다는 것이다. 이것은 제안한 알고리즘으로 계 

산한 초기 해가 매우 좋음을 의 미한다고 볼 수 있다.

3) 은 전체시간 중에서 초기해를 계산하는 데 걸리 

는 시 간이 81.9%로 나왔다. 3회 만에 교점 에 접근할 

수 있는 좋은 해를 만들기 위해서 걸리는 시간이 그 

만큼 많이 걸린다는 것을 알 수 있으며, 전체적인 계 

산 시간을 줄이기 위해서는 비중을 많이 차지하는 

초기해를 계산하는 부분을 줄여야 할 것이다.

4.2 기존 알고리즘들과의 상대 분석

교점 계산 알고리즘의 수행도 평가에 대한 Seder- 
berg의 보고均에 따르면 Bezier 분할 방법 (Bezier 

subdivision method), 간격 분할 방법 (interval subdivi­
sion method), 그리고 음함수화 방법 (implicitization 
approach) 중에서 음함수화 방법이 5차 미만의 경우 

에서는 가장 빠르다고 했다. Sederberg는 계산 시간 

만으로 다른 알고리즘들과 비교했으나, 여기서는 교 

점의 수와 곡선의 기하학적 복잡도를 기준으로 알고 

리즘의 수행도의 측면에서 다른 알고리즘과 비교할 

수 있도록 하였다.

실험을 수월하게 하기 위해서 대상이 되는 곡선의 

차수를 3, 4, 그리고 5차로 제한하기로 한다. Bezier 
곡선들의 쌍들은 그 점들의 좌표값이 100에서 300사 

이의 일양 분포(uniform distribution｝를 따르는 난수 

를 사용해서 만들었다. 실험에서 고려된 교점의 수는 

1, 2, 3, 4이고, 곡선의 복잡도를 나타내기 위해서는 

주어진 곡선의 쌍에 대한 단순곡선 절편의 조합의 수 

가 1, 2, 3, 4, 6, 9인 것을 상용했다. 각각의 경우에 대 

해서 20개의 Bezier 곡선들의 쌍을 생성하였다.
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실험 결과를 보면, 실행시간의 관점에서는 Fig. 
7에서 보이듯이, 제안된 알고리즘은 3차에서는 음함

■

。앙5

E
L

L

 u

 으-2

n
d
E
0
° 3 4 5

Degree

□ Mix-&-Match Algorithm
■ Implicitization Method
■ Interval Subdivision Method 

Fig. 7. Computation time for the each degree.

수화 방법에 비해서 약간 뒤지지만, 3차 이상에서는 

간격 분할법은 물론이고, 음함수화 방법을 따라 잡 

게 된다. 음함수화 방법의 계산 시간은 차수에 따라 

급속하게 증가하고 있음을 알 수 있다•

Fig. 8, 9, 10은 3차, 4차 및 5차 Bezier 곡선에서의 

교점 개수와 계산 시간과의 관계를 보여주는 그림이 

다. 이 실험의 결과는 본 알고리즘과 음함수를 이용 

한 알고리즘의 수행도는 교점을 구흐'！는 곡선들의 차 

수가 증가하면서 계산 시간이 다소 증가하지만, 실제 

적인 교점의 개수에 무관하게 거의 일정하다는 것을 

알 수 있다. 이것은 전체 계산 시간에 대해서 초기해 

를 계산하는 과정이 지배적이고 교점의 수에 관계없 

이 일정한 계산 시간이 소요되기 때문에, 교점의 수 

에 다소 선형적인 계산 시간이 소요되는 반복적인 작 

업은 무시할 만하다는 의미로 해석할 수 있다.

한편, 간격 분할의 수행도는 개략적으로 교점의

1 2 3 4 5

Number of Intersections

-• - Mix-&-Match Algorithm

■ Implicitization Approach

! ■■■■*■■ Interv하 Subdivision Method

Fi흥. 8. Case of intersection computation between cubic 
Bezier curves.

Number of Intersections

* Mix-&-Match Algorithm

* Implicitization Approach

* Interval Subdivision M^hod [

Number of Intersections

Mix-&-Match Algorithm

(*ss

u=l 

U
O
- 틈

 d
£

。
。

Fig. 10. Case of intersection computation between quin­
tic Bezier curves.

Numbw of Pairs ot Simple Curves

Mix-fi-Matcrfi Algorithm

> Implicitization Approach

* mterval Subdwiston Method

■ Implicitization Approach 

■t - Interval Subdivision Method

Fig. 9. Case of intersection computation between quar­
tic Bezier curves.

Fig. 11. Case of intersection computation between cubic 
Bezier curves.
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♦ - Mix-&-Match Algorithm

• fmplicitization Approach

* tntez 히 Sub아vis,on Method

Fig. 12. Case of intersection computation between quar­
tic Bezier curves.

Numbers of Pairs of Simple Curves

—♦— Mix-&-Match Algorithm

・ Implicitization Approach

▲ Interval Subdivision Method

Fig. 13. Case of intersection computation between quin­
tic Bezier curves.

수에 선형관계를 갖고 있다고 말할 수 있다. 이것은 

각각의 반복적인 분할에서 하나의 해를 찾게 되고, 

각각의 반복 작업에는 많은 시간이 소요되기 때문이 

라고 볼수 있다.

Fig. 11, 12, 13은 3차, 4차 및 5차 Bezier 곡선에서 

의 곡선의 복잡도와 계산 시간과의 관계를 보여주는 

그림이다. 제안한 알고리즘의 계산 시간은 곡선의 

복잡도가 증가할수록 선형적으로 증가한다. 이것은 

모든 교점들의 계산이 단순 곡선 절편들 간의 가능 

한 조합만큼 이루어 지기 때문이다. Fig. 11, 12, 
13에서 보듯이, 계산 시간에 대한 증가율은 필터링 

프로세스로 인해서 다소 꺾이는 것을 볼 수 있다. 음 

함수화 방법의 수행도는 일정하게 머물러 있는다는 

것을 알 수 있다.

5.결  론
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본 논문은 평면 Bezier 곡선들 간의 교점 계산에 

대해서 다루고 있다. 본 논문에서 제안한 알고리즘 

은 2차와 3차와 같은 낮은 차수에서 가장 빠른 음함 

수화 방법에 기초하고 있다. 음함수화 방법은 차수 

가 높아짐에 따라 계산 시간이 급속하게 증가할 뿐 

만 아니라, 수치적으로도 불안정해 진다. 음함수화 

방법의 이러한 단점을 보완하기 위해서 곡선의 특성 

화, 분할, 유리 2차 Bezier 곡선을 사용하는 근사의 

방법이 적용된다. 여기서는 좀더 정확한 교점을 얻 

기 위해서 뉴턴-랩슨과 같은 수치적 방법이 동원하 

였다.

실험을 통하여 내릴 수 있는 결론은 다음과 같 다. 

본 논문에서 제안된 Mix-&-Match 알고리즘은 3차 

곡선 간의 교점 계산 시에는 가장 빠른 수행도를 보 

인다고 알려진 음함수화 방법과 비슷한 수행도를 보 

이며, 고차 곡선 간의 교점 계산에 있어서는 가장 우 

수한 수행도를 보인다. 또한 초기해로부터의 수렴과 

해를 찾는 것에 있어서는 존재하는 다른 뉴턴-랩슨 

알고리즘보다도 우수하다. 특히, 본 알고리즘은 음함 

수화 방법에 비해서 수치적 안정성이 매우 뛰어나다 

고 판단된다.

한편, 좀더 경쟁력 있는 알고리즘을 구현하기 위 

해서는 단순 곡선 절편을 유리 2차 Bezier 곡선으로 

근사하는 과정이 중요한 과정이 될 것이다. 원래 곡 

선 위를 지나는 점의 위치와 유리 2차 곡선의 조정 

점에 대한 매개 변수화는 전체 알고리즘에서 가장 

본질적인 문제이기 때문에 이러한 문제는 차후에 좀 

더 연구해야 할 대상이다.

또한 B-스플라인으로의 Mix-&-Match 알고리즘의 

확장은 현재의 알고리즘의 경우와 크게 다르지 않을 

것이라 본다.
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