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The Closed Form of Hodograph of Rational Bezier curves and Surfaces
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ABSTRACT

The hodograph, which are usually defined as the derivative of parametric curve or surface, is use­
ful for various geometric operations. It is known that the hodographs of Bezier curves and surfaces 
can be represented in the closed form. However, the counterparts of rational Bezier curves and sur­
faces have not been discussed yet. In this paper, the equations are derived, which are the closed form 
of rational Bezier curves and surfaces. The hodograph of rational Bezier curves of degree n can be 
represented in another rational Bezier curve of degree 2n. The hodograph of a rational Bezier surface 
of degree m x n with respect to a parameter can be also represented in rational Bezier surface of de­
gree 2m x 2n. The control points and corresponding weights of the hodographs are directly computed 
using the control points and weights of the given rational curves or surfaces.
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1.서 론

호도그래프는 매개변수 형식의 곡선이나 곡면의 

1차 미분으로서, 곡선의 특징을 빨리 찾거나冋，접선, 법 

선, 가시뿔을 계산하는E 등과 같은 다양한 기하학적 

연산에서 유용하다. 〃차의 Bezier 곡선의 호도그래프는

차의 Bezier 곡선으로 나타낼 수 있으며, 이의 clos­
ed form도 널리 알려져 있다. 또한, Bezier 곡면의 호도 

그래프도 庄zier 곡면의 형식의 표현법이 알려져 있다.

그러나, 유리 Bezier 곡선이나 곡면을 동일한 유리 

Bezier 곡선 혹은 곡면으로 표현하는 방법에 관해서 

는 아직 구체적으로 논의되어 있지 않다. Sederberg 
와 Wang은 〃차의 유리 Bezier 곡선의 1차 미분식 에 

서 분자항을 2n-2 차의 비 유리 B6zier곡선으로 표현 

하였고, 이를 스케 일드 호도그래프라 하였다"'. 위 연 

구를 기반으로 하여, Saito등은, 유리 Bezier 곡선과 

곡면의 스케 일드 호도그래프를 homogeneous 좌표축 

상에서 유도하였다'® 다른 한편으로, Floater는 유리 

Bezier 곡선의 1차 미분식을 그 조정점들과 가중치들 

로 표현하였다肉. 또한 그는 호도그래프를 주어진 곡 

선의 연속적인 조정점들 간의 차 벡터로 나타내었 

다. 최근에 Piegl과 Tiller는 NURBS로 표현되는 유 

리 곡선의 미분식을 symbolic computation을 이용하 

여 NURBS로 표현하였으나, 이의 구체적인closed 
form을 제공하지는 않았다'

이 논문에서는 유리 Bezier 곡선과 곡면의 호도그 

래프를 명확하게 표현하고자 한다. 〃차의 유리 Be 
zier 곡선은 2n 차의 동일한 유리 Bezier 곡선으로 나타 

내었다. 또한, mxn 차의 유리 Bezier 곡면의 임의 매 

개변수에 대한 호도그래프도 2mx2n 차의 유리 Be 
zier 곡면으로 표현하였匸卜 호도그래프의 조정점들과 

그에 대한 가중치들은 주어진 곡선이나 곡면의 조정 

점들과 가중치들에서 직접 수리적으로 계산하였다.

2. 유리 Bezier 곡선의 호도그래프

R（0를 다음과 같이 정의되는 "차의 유리 Bezier 곡선
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이라 하자.

R(t)=」"------
£叫映)

/=0

W1 
D(t)

(1)

여기 에서 R와 比는 각각 〃차의 Bernstein 다
항식, 조정점들과 이에 상응하는 가중치들이다. 식 

(1)을 직접 미분하면 다음과 같은 식 (2» 얻을 수 

있다.

网)}2

여기에서 R0)는 In 차의 유리 곡선임을 알 수 있 

다. Reference'^에서는, R0)의 분자항인 {D(Z)}2 R\t) 

를 스케일드 호도그래프라 하였으며, 다음과 같이 

2〃-2차의 비 유리 Bezier 곡선으로 표현하였다.

2«-2

V(g(£) -N(泸章)=£ S,B严专) (3)
/=()

여기 에서 , 另는 다음과 같다.

위와 같이 R0)의 분자항은 Bezier 곡선의 형식으 

로 나타낼 수 있다. 따라서, 분모항을 Bernstein 다항 

식으로 표현하면, R")을 유리 Bezier 곡선의 형식으 

로 표현할 수 있다. 식 (2)에서의 분모항을 다음과 같 

이 표현할 수 있다.

｛이，｝｝2= 思。) (5)
a=0

”=0 b=0

=££5勺斷)5范)

2n
=£皿冲

i=0

(6)

(7)

a와 方는 식의 유도를 위해 사용한 임의의 첨자들 

이다 식 (6)은 Reference''^에서 나타나 있으며, 식에 

대한 이해를 높이기 위해 자세히 유도 하였다. 식 (3) 
과 식 (7)을 식 (2)에 대입하면 다음과 같은 식 (8)을 

얻을 수 있다.

2n~2
X S,时吳)

岡)=」큿-------  (8)

X KjB沖) 
1=()

이를 유리 Bezier 곡선으로 나태내기 위해서는, 분 

자항과 분모항의 차수를 일치시켜야 한다. 이를 위 

해, Reference* 에서의 식을 이용하여 분자항을 2회 

차수 증가하였다.

&B 严(t)

R'(r)=븟------  (9)

旧)

여기에서의 0는 다음과 같다.

nun(읜*)  (2n -2A i-jq= z 可 j y (1。)
y=max(0,j-2) k J 丿[]

그러면, 식 (4)를 식 (10) 대입하여 다음과 같은 식 

을 얻을 수 있다.

0 =响須)罗(H風.丄)

j -max((), i-2)/: =max(0, j-n+l) \ / \ )

=££% wb
a =0 6=0

식 (9)를 다음과 같이 나타낼 수 있다,
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勇Ml* 地)

R'd%--------------
力＜衝，⑦

1=1)

(12)

여기에서 出는 0/K,이匸]■. 결과적으로, R0는 식 

(12)에서와 같이 조정점들과 가중치들이 각각 %와 

K,인 2*2 차의 유리 Bezier 곡선임을 알 수 있다.

3. 유리B每ier 곡면의 호도그래프

R(s, f)를 다음과 같이 정의되는 mxn 차의 유리 

Bezier 곡면이라고 하자.

的)

R (s,,)二切--------------- =土宜旦＞ (13)

江"心)心)
L =0 4=()

여기에서 는 조정점을 叫.，，은 4”에 대한 가 

중치이다. 유리 Bezier 곡선의 경우와 유사하게, 

s-hodograph를 구하기 위해 R(s, r» 직접 매개변수 

s에 대한 편미분을 구하여 보자.

汕 八 斗〉)(S,')-N(S") 으" 

oR (s, /) _ ds ds
一云 {D(s,，)}2 (14)

식 (14)는 두 매개변수에 관한 식으로 나타나기 때 

문에, 유리 Bezier 곡선의 경우와는 달리 식을 직접 

유도하는 것은 어려우므로 식 (13)을 다음과 같이

리해 보자.

2叫(以快谜(对

A ($，t) - (15)

H«)

여기에서

叫«) = £叫仍”'°)

財/u心)

%，)=■브"---------

£吗"，的)

(16)

(17)

와 같다. 식 (15)에서 , R(s, 0은 유리 Bezier 곡선과 

유사한 형태로 나타내었으므로, R(s, 沪의 s에 관한 편 

미분식을 구하기 위해서, 식 (1»를 다음과 같이 유리 

Bezier 곡선의 호도그래프을 구하기 위한 식 

적용하여 다음과 같은 식 (18)을 얻을 수 있다.

2m

aR(s,t)=」킈_______________
£&(/严(s)- 
i.=()

ds

여 기 에서 , 와 %(t)는 다음과 같다.

min(i., m)
K«)= £

j=max((),L ~m) 2m

丿

min(2m-2,i；) ［杉의 伽
£ X 0' -2^+)k 11 i-k+i I叫《)叫*( 顷马*。)-财)) 

j=max((), / -2) Z:^max(0, j ~m + 1) \ J \ )

(12)에

(18)

(19)

2m
is
\2

(20)

식 (19>의 매개변수 f에 관련한 항을 다음과 같은 

기저변환을 통하여 정리할 수 있다.

我力5 _,"；(泌倍)

«>=() b=0

2n max(i,,")

=£ X WjLw
t, =0 k=min(0,Z -n)

(0

n n

心b=0
B")

(22) 

식 (21)에서 새로운 첨자 L=a+b,k=b를 이용하면, 

(2[) 식 (22)를 유도할 수 있다. 이와 비슷한 방법으로 식 

(20)에서 r와 관련된 항 또한 다음과 같이 나타낼 수 

있다.
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싸。)吗. T + ")(F,. 즈 £ £ W繇 叫 _k +1 力 Pj *+1  "a。)Bb (t) 
a =4) b=()

= 叫_&+1闩狎为狷条)
”*)叫.-奸")4_奸1(濟«)

wk.u W< -k+X.h^i-k+X.b

Wk,a Wi-k + \,b (Pl+Mb -Pk/BXt)이(t)

峪(r)

(23)

(24)

앞에서와 동일하게 첨자 a와 b는 식의 유도를 위 

해 사용된 임의의 첨자들이며, 식 (24)는 새로운 첨 

자 %와 /를 이용하면 식 (23)에서 유도할 수 있다. 식 

(22)와 식 (24)를 식 (19)와 (20)에 각각 대입하면 다 

음과 같은 식 을 얻을 수 있다.

min(2m - 2, i,) [ j /2] 2n minQ, n)
z ZEE(—25

j =max(0, / -2)A=max(0, j ~m + l)i =() Z=max(0,/, -n)

%)=-

min(i. ,m) 由 minQ, n) 
w)= £ £ £

j =max(0,i, -m)i, =0 k =min(0, i, -n)

B?(0 (25)

M) (26)

식 (25) 와 (26＞을 식 (18)에 대입한 후 정리하면 다음과 같은 의미 있는 식을 얻을 수 있다.

2m 2n
££队同.&”(润2的) 

8R(s, t) _ 4-0 4-0 

2m 2n

F0 i,=0

3s
(27)

(29)母0)
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식 (27)에서 mxn차의 유리 BEzier 곡면의 호도그 

래프가 (28)과 (29)에서 각각 주어진 조정점들 과 

그에 대한 가중치 4.，로 만들어지는 2mx2n 차의 유 

리 Bezier 곡면으로 나타낼 수 있음을 알 수 있다.

4.결 론

호도그래프는 다양한 기하학적 연산에서 유용하 

여, 여러 중요한 응용분야에서 사용될 수 있다. 비유 

리 Bezier 곡선과 곡면의 표현은 이미 알려져 있지 

만, 유리 Bezier 곡선과 곡면의 호도그래프에 관해서 

는 최근에 이르러 활발히 연구되고 있다.

이 논문에서는 유리 Bezier 곡선이나 곡면의 호도 

그래프를 cloaed form 으로 나타내었다. 이 논문의 

중요한 결과들을 요약하면 다음과 같다. "차의 유리 

Bezier 곡선의 호도그래프는 동일한 형식인 2〃 차의 

유리 BEzier 곡선이 되며 , m x n 차의 유리 BEzier 곡 

면의 임의의 매개변수에 대한 호도그래프 또한 2m 
x2n차의 유리 Bezier 곡면으로 표현할 수 있다. 이 

러한 호도그래프에 대한 조정점들과 그에 대한 가중 

치들은 주어 진 곡선이나 곡면의 조정점들과 가중치 

들에서 직접 계산하였다.

이러한 결과들은 유리 Bezier 곡선이나 곡면의 호 

도그래프가 필요한 경우 유용하게 사용될 수 있다. 

왜냐하면, 임의의 차수의 호도그래프를 계산이 필요 

한 경우에 필요한 만큼 동일한 함수를 호출하여 계 

산할 수 있기 때문이다. 또한 이 논문의 결과들은 즉 

NURBS 곡선이나 곡면등에서도 확장할 수 있다.
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